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Методом динамического моделирования (N-тел) исследуются условия гравитационной устойчивости
трехмерных звездных дисков в гравитационном поле стационарных сферических компонент –– балджа
и гало, степень концентрации и относительные массы которых варьируются в широких пределах. Ко-
личество точекN в экспериментах составляет от 40 до 500 тысяч, эволюция прослеживается в течение
10–20 оборотов диска по внешнему краю. Неустойчивые в начале эволюции диски нагреваются и
по истечении 5–8 оборотов, как правило, приходят в квазистационарное равновесное состояние с
установившейся дисперсией радиальных скоростей cr. Оценивается радиальное поведение параметра
устойчивости QT (r) по Тоомре для конечного состояния диска. На примере простых моделей рас-
смотрено влияние на гравитационную устойчивость дисков выбора относительной массы сферических
компонент, толщины диска, дифференциальности вращения и начального состояния диска. Показано,
что формальное использование существующих аналитических локальных критериев маржинальной
устойчивости дисков может привести к ошибкам в оценке cr более чем в 1.5 раза. Предлагается
использовать приблизительное постоянство QT � 1.2–1.5 на r � (1–2) · L (L–– радиальная шкала
изменения поверхностной плотности диска), которое выполняется для самых различных моделей,
для примерной оценки верхнего предела плотности и массы диска по наблюдаемым распределениям
скорости вращения газовой компоненты и дисперсии скоростей звезд.

1. ВВЕДЕНИЕ

Диски галактик, состоящие в основном из ста-
рых звезд, можно рассматривать как бесстолкно-
вительные системы, находящиеся в квазистацио-
нарном равновесном состоянии с очень медленной
динамической эволюцией. Этому состоянию соот-
ветствуют определенные радиальные зависимости
дисперсий скоростей звезд (cr, cϕ, cz), при кото-
рых диск гравитационно устойчив. Знание условий
устойчивости открывает возможность построения
самосогласованных моделей звездных дисков ре-
альных галактик, у которых измерены как скорости
вращения, так и дисперсии скоростей звезд на
различных расстояниях от центра.

Проблема поиска минимально возможной дис-
персии скоростей звезд, обеспечивающей гравита-
ционную устойчивость дисков к возмущениям про-
извольной формы, особенно важна, если справед-
ливо предположение о пороговой (маржинальной)
устойчивости дисков реальных галактик, которое
неоднократно высказывалось различными автора-
ми (см., например, [1–7]). Такой подход открыва-
ет возможность оценки локальной плотности или
интегральной массы диска по наблюдаемой дис-
персии скоростей звезд. В общем случае старое

звездное население диска галактики может иметь
более высокую дисперсию скоростей при наличии
других факторов, нагревающих диск, не связанных
напрямую с гравитационной неустойчивостью. Но
и в этом случае использование условий маржи-
нальной устойчивости дает ценную информацию,
позволяя получить верхнюю оценку массы диска,
при которой устойчивость может иметь место.

Теоретический анализ проблемы устойчивости
вращающихся тонких дисков к различного рода
возмущениям (включая и изгибные) подробно рас-
смотрены в монографиях Фридмана и Полячен-
ко [8, 9]. Аналитический подход к рассмотрению
динамики возмущений в гравитирующем диске и
определению условия устойчивости имеет наряду
с преимуществом перед методом численного мо-
делирования (математическая строгость решения в
рамках поставленной задачи) тот недостаток, что
реализуется только в рамках сильно упрощенных
моделей и в приложении к реальным объектам мо-
жет дать лишь грубую оценку параметров дисковой
компоненты.

Рассмотрим эти упрощения подробнее.
Прежде всего в основе простых аналитических

моделей бесстолкновительных дисков, рассмат-

387



388 ХОПЕРСКОВ и др.

риваемых при анализе устойчивости, обычно
лежит предположение о малой толщине диска ––
фактически рассматривается бесконечно тонкий
слой. Несмотря на малость отношений hz/r и hz/L
(r –– радиальная координата, hz –– характерная
вертикальная шкала, L–– характерный масштаб
неоднородности диска в радиальном направлении)
для большей части звездного диска, это условие
может быть недостаточным для того, чтобы пре-
небречь вертикальными движениями (подробное
обсуждение этого вопроса, как и вывод о том, что
в общем случае уравнения динамики астрофизиче-
ских дисков не могут рассматриваться в двумерной
постановке задачи, см. в книге Горькавого и
Фридмана [10, Приложение II 1]).

При аналитических исследованиях динамики
малых возмущений в звездном диске обычно
исходят из малости радиальных градиентов пара-
метров диска (см., например, [1, 11, 12]). Попытки
учета градиентных факторов проводились только
в рамках ВКБ-приближения (см., например, [2,
13–15]). Это означает, что характерная длина
волны возмущений должна быть малой по срав-
нению с локальными масштабами неоднородности
равновесной скорости вращения V (r), дисперсии
радиальных скоростей звезд cr(r) и поверхностной
плотности σ(r). Во многих случаях эти условия
выполняются с малым запасом или даже наруша-
ются. Пожалуй, особую трудность представляет
дифференциальность вращения. Учет слабой неод-
нородности угловой скорости вращения возможен
для слабонерадиальных возмущений [13, 16].
Однако более неустойчивыми являются сильно
неосесимметричные (в пределе — “спицеобраз-
ные”) возмущения. Для их стабилизации при
прочих равных условиях требуется существенно
более сильный разогрев диска, т.е. более высокая
дисперсия скоростей звезд [17], и именно они,
по-видимому, приводят на нелинейной стадии к
увеличению дисперсии скоростей звезд в случае
первоначально холодной системы.

При аналитических исследованиях гравитаци-
онной устойчивости дисков обычно используется
эпициклическое приближение cr � V , которое для
большинства галактик может выполняться на пе-
риферии, где cr/V � 0.1–0.3, но нарушается при
приближении к центру, где cr � V .

Другое важное ограничение аналитических под-
ходов связано с локальным характером получае-
мых критериев. В то же время ряд исследований
свидетельствует о глобальном характере условия
устойчивости диска [18, 19]. Это означает, что
если изменить равновесные параметры, например,

1Написано совместно с О.В. Хоружим.

в центре, сохранив их на периферии диска, то усло-
вие гравитационной устойчивости может изменить-
ся во всем диске. В рамках глобального анализа,
в отличие от локального, основанного на анали-
зе дисперсионных уравнений, собственная частота
ищется для всего диска при решении задачи типа
краевой, что и определяет возможность влияния
условий в одной из частей системы на дисперсион-
ные свойства возмущений во всем диске. Поэтому
строгий подход требует рассмотрения диска как
целого. Но глобальный анализ проведен только
для специфических распределений степенного ви-
да [18–20]. В применении к поддержанию долго-
живущих спиральных волн плотности в галактиках
глобальные моды в дисках рассматривались, на-
пример, Бертином и др. [21].

Численные эксперименты с бесстолкновитель-
ными системами более гибки к выбору модели.
Они позволяют выйти за рамки локального анализа
и простых двумерных моделей и непосредственно
следить за развитием возмущений в первоначаль-
но равновесном диске. Однако этот подход так-
же имеет свои недостатки. Наиболее серьезными
проблемами при использовании метода N-тел яв-
ляются, во-первых, определенные математические
упрощения, неизбежные при любом способе пред-
ставления диска системой N гравитирующих тел,
где N несравнимо меньше числа звезд в реальных
галактиках, а во-вторых, зависимость конечного
состояния системы после ее прихода в квазистаци-
онарное состояние от задаваемых начальных пара-
метров, которые для галактик плохо известны. При
сопоставлении с реальными галактиками может
также возникнуть проблема учета диссипативной
среды (газа), скорость звука в которой существен-
но меньше дисперсии скоростей старых звезд.

Эти проблемы будут подробнее рассмотрены
ниже.

Основной целью настоящей работы является
поиск минимально допустимых локальных значе-
ний дисперсии скоростей звезд в дисках галактик с
различным распределением масс, при которых до-
стигается квазистационарное состояние трехмер-
ных дисков, начавших эволюцию со слабо неустой-
чивых равновесных состояний. В разделах 2 и 3
дается краткий обзор результатов аналитических
и численных подходов к оценке дисперсий скоро-
стей звезд, требуемых для устойчивого состояния
бесстолкновительных дисков. Раздел 4 описыва-
ет принципы построения численных динамических
моделей и определения порога устойчивости, ис-
пользовавшиеся в работе. В разделе 5 рассмат-
риваются различные трехмерные модели галактик,
а в последнем разделе приводятся и обсуждаются
основные выводы.
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2. АНАЛИТИЧЕСКИЕ КРИТЕРИИ
УСТОЙЧИВОСТИ

В литературе встречается несколько критериев
гравитационной устойчивости бесстолкновитель-
ных дисков, аналитически полученных в рамках
различных моделей. Рассмотрим, на наш взгляд,
важнейшие из них.

а) Критерий Тоомре
Для гравитационной устойчивости относи-

тельно осесимметричных возмущений бесконечно
тонкого однородного твердотельно вращающегося
звездного диска необходимо выполнение условия
Тоомре [1]

cr ≥ cT =
3.36Gσ

κ

, QT =
cr
cT

≥ 1, (1)

где κ = 2Ω
√

1 + rdΩ/2Ωdr –– эпициклическая ча-
стота, σ — поверхностная плотность. Условие (1)
предполагает выполнение эпициклического при-
ближения, когда различием между скоростью вра-
щения диска V (r) и круговой скоростью Vc(r)
можно пренебречь. Хотя оно получено в рамках ло-
кального анализа, исследования собственных мод
в рамках автомодельных дисков в соответствую-
щем приближении, проведенные в работе Эванса и
Рида [19], в целом подтверждают это соотношение.
Миллер [22] провел сравнение теоретических ин-
крементов в рамках модели Тоомре с результатами
моделирования осесимметричных мод –– для этого
все остальные возмущения искусственно подавля-
лись. Было показано, что экспериментально опре-
деленные инкременты не противоречат теоретиче-
ским выводам.

б) Учет конечной толщины диска
Конечная толщина оказывает стабилизирую-

щее влияние на гравитационную неустойчивость
в плоскости диска [9, 12]. Обобщение критерия
устойчивости Тоомре (1) на случай диска конечной
толщины, полученное Морозовым, имеет вид [13,
14, 16]:

Q
(1)
T =

1
1 + 0.974∆κ/cr

< 1, (2)

где ∆ –– полутолщина изотермического самограви-
тирующего диска. Но это условие оказалось за-
ведомо недостаточным для устойчивости сколько-
нибудь реальных систем. Это стало ясно из первых
численных экспериментов, выполненных еще в
70-е гг. и показавших, что на периферии стацио-
нарных бесстолкновительных дисков
cr � (1.5–5) · cT [23–30].

в) Критерий с упрощенным учетом неосе-
симметричных возмущений

Одной из причин, по которой условие Тоомре
оказывается недостаточным, является более силь-
ная неустойчивость спиральных волн по сравнению

с осесимметричными. В работах [9, 31, 32] было
впервые показано, что в гравитационно неустойчи-
вом диске доминируют неаксиальносимметричные
моды. Как отмечалось в [9], поскольку дисперсия
азимутальных скоростей cϕ меньше cr (за исклю-
чением самых центральных областей), то в силу
соотношения

cϕ = cr
κ

2Ω
, (3)

для стабилизации более холодного в азимутальном
направлении диска требуется сильнее его разо-
греть, поэтому с учетом (3) условие (1) формально
можно переписать в виде

Q
(2)
T ≥ S, S =

2Ω
κ

. (4)

Параметр S характеризует степень дифференци-
альности вращения диска. Исходя из наблюдаемых
форм кривых вращения галактик можно считать,
что в большинстве случаев 1≤ S ≤ 2. Условие
устойчивости в такой форме обсуждалось в рабо-
тах [13–16].

Таким образом, дисперсия азимутальных скоро-
стей определяет упругость среды для сильно неосе-
симметричных возмущений и для подавления гра-
витационной неустойчивости необходимо в 2Ω/κ
раз сильнее разогреть диск.

Критерий (4) можно назвать критериемТоомре с
упрощенным учетом неосесимметричных возмуще-
ний.

г) КритерийМорозова
В рамках ВКБ-приближения динамика слабо

нерадиальных возмущений в неоднородном диске
рассматривалась в работах [13, 14, 16]. Полу-
ченный критерий устойчивости учитывает боль-
шое число факторов (радиальные неоднородности
поверхностной плотности σ и cr, толщину диска,
дифференциальность вращения):

Q
(M)
T = c(M)/cT , (5)

c(M) = SDcT

{
1 + 1.07 ·

∣∣∣∣∣1.87S cTκ
(
dσ

σdr
+
dS

Sdr
−

− 1.09
dc(M)

c(M)dr

)∣∣∣∣∣
2/3}

,

где S = 2Ω/κ,D = (1+0.974κ∆/(S2cT ))−1. В об-
щем случае нахождение c(M) из (5) сводится к
интегрированию приведенного дифференциального
уравнения [33]. Основным недостатком данного
критерия является то, что он получен на основе
динамики сильно закрученных спиральных волн
(m/r� kr, kr –– радиальное волновое число), а за-
тем произведен формальный переход к спитцеоб-
разным возмущениям.
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Если считать, что характерный масштаб неод-
нородности Lc ≡ (d ln c(M)/dr)−1 является фикси-
рованной величиной, то дифференциальное урав-
нение (5) сводится к простому алгебраическому
соотношению [13, 14, 16]. Для типичных форм кри-
вых вращений D � 0.6–0.8. Введением множителя
D можно формально учесть толщину диска и в
критериях (3) и (6).

д) Критерий Поляченко–Поляченко–
Стрельникова

В отличие от рассмотренных выше критериев в
работе Поляченко и др. [17] рассматривались пре-
дельно неосесимметричные возмущения в тонком
диске. В рамках сделанных приближений граница
устойчивости определяется исключительно кривой
вращения, поскольку зависит только от параметра
n≡−rdΩ/(Ωdr). Зависимость безразмерной дис-
персии радиальных скоростей на границе устойчи-
вости от α = 2/n представлена на рис. 1 работы
Поляченко и др. [17]. Для приложений будем поль-
зоваться аппроксимирующей функцией

Q
(P )
T =

c(P )

cT
= 1.88

√
1.1 +

8
exp(α− 1/4) − 1

, (6)

гдеQ(P )
T –– минимальное значение параметра Тоом-

ре для устойчивого диска.
Данная аппроксимация имеет достаточную для

приложений точность в области 1.2 < α2. Критерий
Поляченко и др. [17] является однопараметриче-
ским, поскольку форма кривой вращения полно-
стью определяет границу устойчивости. В частно-
сти, для области с постоянной скоростью вращения

(n = 1) следует ожидатьQ(P )
T � 3.

е) Учет газовой подсистемы при анализе
устойчивости звездных дисков

Наличие более холодного компонента дает до-
полнительную дестабилизацию звездного диска.
Этот вопрос был подробно рассмотрен в целом
ряде работ [34–38], где анализировалась устойчи-
вость звездно-газовых дисков относительно ради-
альных возмущений. Заметим, что в [38] решалась
более общая задача: исследовалось, как влияет на
устойчивость тонкого диска к малым радиальным
возмущениям неоднородность его состава, когда
он состоит из частиц с определенным спектром
масс, причем более массивные имеют меньшую
дисперсию скоростей.

Задача упрощается, если масса “холодного”
компонента относительно мала. Считая, что по-
верхностная плотность газа σgas обычно значи-
тельно меньше, чем у звездного диска σstar, и
cs � cr (cs –– адиабатическая скорость звука в
газе), можно записать для дисперсии скоростей

звездного диска, содержащего газ, на границе
устойчивости [37]:

ccrit
r

cT
= 1 +

σgas

σgas + σstar

1− (cs/cT )2

1 + (cs/cT )2
. (7)

Например, для параметров солнечной окрестности
Галактики следует, что наличие газовой подсисте-
мы, вклад от которой в поверхностную плотность
диска составляет около 20%, увеличивает в со-
ответствии с (7) на � 10% дисперсию скоростей
звезд, достаточную для стабилизации радиальных
возмущений.

В заключение отметим, что для определения па-
раметров дисковой подсистемы рассматривались
также и другие подходы, основанные не на усло-
виях локальной устойчивости, а на возможности
существования в диске различных структур (спи-
ральных волн плотности или бара) исходя из опре-
деленных механизмов их образования и поддер-
жания, но их рассмотрение находится за рамками
настоящей работы.

3. АНАЛИЗ ГРАВИТАЦИОННОЙ
УСТОЙЧИВОСТИ ДИСКА В ЧИСЛЕННЫХ

ЭКСПЕРИМЕНТАХ

Численные эксперименты, описывающие ди-
намическую эволюцию дисков, позволяют, зада-
вая определенные начальные условия, исследовать
неустойчивости диска с учетом неоднородности в
распределении массы и угловой скорости. При
этом естественным образом учитывается образо-
вание таких существенно нелинейных и неосе-
симметричных структур, как бар или транзиент-
ные спирали. Сложностью такого подхода, однако,
является зависимость результатов от начальных
условий, поскольку эволюция диска, начинающая-
ся с сильно неустойчивого состояния, может про-
исходить иначе, чем с субкритического уровня. К
тому же диск может быть подвержен очень медлен-
ным секулярным неустойчивостям, которые трудно
учесть в численных экспериментах.

Эволюционные модели N-тел обычно бывают
нацелены либо на изучение характера развития
неустойчивости, либо, что представляет для нас
наибольший интерес, на анализ состояний системы
по истечении многих оборотов диска. Из большого
числа опубликованных работ мы упомянем с нашей
точки зрения те, которые представляются наиболее
важными для установления условий устойчивости
диска.

Карлберг и Селвуд [39, 40] исследовали влияние
малых нестационарных возмущений потенциала на
эволюцию функции распределения скоростей. В
частности, рассматривалось рассеяние на нестаци-
онарных спиральных волнах; полученное увеличе-
ние дисперсии скоростей звезд со временем хорошо
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согласуется с результатами численных экспери-
ментов.

Критическое значение дисперсии скоростей
звездных дисков (параметр QT ) неоднократно вы-
числялось по результатам динамического модели-
рования в рамках задачи N-тел (см., например, [7,
24, 28, 33, 40–46]). Ни в одном случае не был
получен устойчивый диск с QT < 1. Как правило,
на периферии диска параметрQT (r) обнаруживает
рост с расстоянием от центра. Данная особенность
сохраняется и в экспериментах с трехмерными
дисками [5, 46–48], и в некоторых теоретических
исследованиях [49].

Классической можно считать работу Атанассу-
лы и Селлвуда [34], которые пришли к выводу, что
двумерный диск заведомо устойчив, если параметр
Тоомре превышает значениеQT � 2.2–2.4. Однако
этот вывод был сделан без учета вертикальных
движений. Трехмерные диски являются гравитаци-
онно более устойчивыми, поэтому двумерные мо-
дели приводят к недооценке массы маржинально
устойчивого диска. Заметим также, что параметр
QT в работе [34] усреднялся по радиусу, а моде-
лирование проводилось для специфического рас-
пределения поверхностной плотности –– использо-
валась модель Тоомре–Кузьмина. Поэтому воз-
можность прямого приложения результатов этой
работы к реальным трехмерным дискам галактик не
очевидна.

4. ПРИНЦИПЫ ПОСТРОЕНИЯ
ЧИСЛЕННЫХ МОДЕЛЕЙ. ЗАДАНИЕ

НАЧАЛЬНЫХ УСЛОВИЙ

В основе используемых в данной работе дина-
мических моделей лежит численное интегрирова-
ние уравнений движения N гравитационно взаи-
модействующих частиц с учетом внешнего поля,
которое обусловлено заданным стационарным рас-
пределением вещества в балдже и гало.

Мы принимали часто использующееся про-
странственное распределение объемной плотности
в гало в виде

�h(ξ) =
�h0

(1 + ξ2/a2)k
, (8)

где ξ =
√
r2 + z2 –– радиальная координата. Выбор

k = 1 обеспечивает плоскую кривую вращения в
области преобладания гало. С увеличением k воз-
растает относительная концентрация сферической
компоненты к центру, что оказывает влияние, сход-
ное с влиянием балджа. Поскольку балдж входит
в нашу модель в качестве отдельной сферической
компоненты, то мы ограничимся использованием
модели гало с k = 1.

Динамика гравитирующих N-тел описывается
системой уравнений

d2ri
dt2

=
N∑
j

fij +Fs (i = 1, ..., N), (9)

где радиус-вектор ri(t) определяет положение i-
той частицы, fij –– сила взаимодействия между i-
той и j-той частицами, сила Fs = Fb + Fh обу-
словлена сфероидальной подсистемой балдж/гало.
Распределение вещества в гало (8) с центральной
плотностью �h0 =Mh/{4πa3[R/a− arctg(R/a)]}
дает для силы выражение

Fh(ξ) = −4πGa3�h0

ξ2

{
ξ

a
− arctg

(
ξ

a

)}
r
ξ

(10)

и определяется пространственной шкалой a и мас-
сой Mh внутри сферы ξ = |r| < R. Для описания
распределения плотности в сферическом балдже
используем модель Кинга

�b =

{
�b0/

[
1 + (ξ/b)2

]3/2
, r < (rb)max,

0, r > (rb)max,
(11)

для которой величина

Mb = 4πb3�b0 × (12)

×
{
ln
[
(rb)max/b+

√
1 + ((rb)max/b)2

]
−

− (rb)max/b√
1 + ((rb)max/b)2

}

является массой балджа. Внутри ξ ≤ (rb)max для
гравитационной силы имеем

Fb = −4πGb3�b0

ξ2

{
ln

(
ξ

b
+

√
1 +

ξ2

b2

)
− (13)

− ξ/b√
1 + ξ2/b2

}
r
ξ

.

Очевидно, в области r > (rb)max выполняется Fb =
= −GMbr/ξ3.

Динамическая модель должна адекватно опи-
сывать ньютоновское взаимодействие между звез-
дами и обеспечивать бесстолкновительность си-
стемы. Последнее свойство достигается модифика-
цией гравитационной силы на малых расстояниях,
для чего вводится радиус обрезания потенциала
rc между любыми двумя взаимодействующими ча-
стицами i и j. Вопрос об оптимальном выборе
радиуса обрезания и числа частиц неоднократно
обсуждался в литературе (см., например, [50–53] и
ссылки в этих работах).
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Будем использовать модель Пламмера для по-
тенциала

Φij = −G mimj√
r2ij + r2c

, (14)

где rij –– расстояние между двумя частицами,
rc –– радиус обрезания. При фиксированном числе
частиц N всегда можно выбрать значение rc,
обеспечивающее бесстолкновительность модели.
Но для уменьшения погрешности, связанной с
изменением потенциала взаимодействия между
частицами на малых расстояниях, их число должно
быть достаточно велико.

Поверхностную плотность диска будем харак-
теризовать шкалой L, которая определяет экспо-
ненциальный закон σ(r) = σ0 exp(−r/L). В обла-
сти r ≥ 5L поверхностная плотность диска счи-
талась равной нулю в начале эксперимента. При
расчетах выбиралась система единиц, в которой
G = 1, R = 4L = 1, масса диска Md = 1. Массу
галоMh внутри радиуса r ≤ 4L будем нормировать
на массу диска µ≡Mh/Md. В этой системе единиц
один период вращения диска по внешнему краю
лежит в пределах t∼ 3÷ 4 для значений µ = 1÷ 4.

Опишем процедуру задания начального распре-
деления плотности вдоль z-координаты и остаточ-
ных скоростей равновесного диска.

Вертикальная структура диска определяется
уравнениями [54]

1
r

∂

∂r

(
r
∂Φ
∂r

)
+
∂2Φ
∂z2

= (15)

= 4πG(� + �s), c2z
∂�

∂z
= −∂Φ

∂z
�,

где � и �s –– соответственно объемная плотность
вещества в дисковой и сфероидальной подсисте-
мах, cz –– дисперсия вертикальных скоростей, ко-
торая предполагается постоянной вдоль координа-
ты z в начальный момент времени t = 0. Исключая
потенциал Φ в уравнениях (15) и вводя круговую
скорость

Vc(r)≡
√
r

(
∂Φ
∂r

)
∣∣z=0

, (16)

можно перейти от системы дифференциальных
уравнений в частных производных к приближен-
ному уравнению для объемной плотности диска
�(z) в форме обыкновенного дифференциального
уравнения [54]:

�
d

dz

(
c2z
d�

dz

)
− c2z

(
d�

dz

)2

+ (17)

+ 4πG�2
(
�+ E + �s(z)

)
= 0,

E = − 1
4πGr

dV 2
c

dr
,

которое совместно с условиями �(z = 0) = �0,

d�(0)/dz = 0,
∞∫

−∞
�(z; r)dz = σ(r) для заданного

распределения поверхностной плотности σ опре-
деляет вертикальную структуру диска на фиксиро-
ванном радиусе r. В центре диска слагаемое E мо-
жет давать большую погрешность в оценку плот-
ности, и на практике принимается E(r → 0) → 0.
При заданных �s(z, r), cz(z, r) и σ(r) для опре-
деления �0 и �(z) строится функция F (�0) =

= 2
∞∫
0

�(z)dz − σ. Уравнение F (�0) = 0 решается

итерационным способом совместно с численным
интегрированием (17). После того как найден закон
распределения плотности вдоль z-координаты,
частицы размещаются вдоль вертикальной оси на
заданной сетке zk = k∆z (k = −K, . . . ,K). В k-ую
ячейку помещаются частицы в пропорции σk/σ, где

σk =
zk∫

zk−1

�(z)dz.

Уравнение (17) имеет приближенный характер,
поскольку при его выводе в первом слагаемом
в (15) пренебрегается зависимостью потенциала от
вертикальной координаты. Строго говоря, постро-
енный таким образом диск не является равновес-
ным. Однако мы изучаем начальные неустойчивые
состояния, которые эволюционируют к новому ста-
ционарному состоянию диска. Поэтому отсутствие
точного равновесия в вертикальном направлении
играет роль небольшого дополнительного началь-
ного возмущения.

Начальная функция распределения по скоро-
стям является шварцшильдовской и представляет
собой анизотропное максвелловское распределе-
ние:

f(u, v,w) = A exp
{
− u

2

2c2r
− (v − rΩ)2

2c2ϕ
− w2

2c2z

}
,

где {u, v,w} –– компоненты скорости частиц в ци-
линдрической системе координат.

Для получения модели с минимальной диспер-
сией скоростей в конечном устойчивом состоянии
диска мы выбирали такое субкритическое началь-
ное состояние диска, при котором его динамиче-
ская эволюция обеспечивала в конце расчета как
сохранение экспоненциального профиля поверх-
ностной плотности, так и устойчивость относитель-
но первоначально имеющих место возмущений в
плоскости диска и изгибных возмущений (ответ-
ственных за рост вертикальной дисперсии скоро-
стей).

На практике начальные значения дисперсии ра-
диальных скоростей cr в моделях с маломассив-
ным балджем соответствовали параметру Тоомре
QT � 0.8÷ 1.1 в центральной зоне диска (r � 2L)
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и QT � 1.2–2.2 на периферии. В случае массив-
ного балджа модели “стартовали” с более высо-
ких значений QT в центральной области. Началь-
ное значение дисперсии вертикальных скоростей
cz задавалось пропорциональным cr. Нами рас-
сматривались два типа моделей, различающихся
начальной толщиной диска: “тонкие” неустойчи-
вые по z-координате диски2, у которых для t =
= 0 центральные значения (cz/cr)0 = (0.4–0.5), и
“толстые” диски с (cz/cr)0 = (0.6–0.8), которые
близки к границе устойчивости относительно из-
гибных возмущений. Вдоль радиуса эти отношения
выбирались медленно уменьшающимися по экс-
поненциальному закону с радиальной шкалой, в
несколько раз большей L. Такой выбор диспер-
сии скоростей обеспечивал слабую неустойчивость
диска на всех r. За исключением специально ого-
воренных случаев, ниже мы описывали численные
модели “толстых дисков”.

Ни в одной из моделей значения дисперсии ско-
ростей cr не оставались постоянными: в процессе
эволюции диск “нагревался”.

Средняя тангенциальная скорость точек в моде-
ли находилась из уравнения Джинса в предполо-
жении отсутствия систематического радиального
движения< u >= 0, осесимметричности и симмет-
рии относительно плоскости z = 0:

V 2 = (< v >)2 = V 2
c + c2r × (18)

×
{
1−

c2ϕ
c2r

+
r

�c2r

∂(�c2r)
∂r

+
r

c2r

∂ < uw >

∂z

}
,

где обозначение < . . . > означает усреднение ско-
ростей, последнее слагаемое в фигурных скобках
в (18) обусловлено хаотическими составляющими
радиальной скорости u и вертикальной w. При
задании начального состояния модели принима-
лось < u >= 0, < w >= 0, а скорость вращения
V≡ < v > задавалась в соответствии с (18). Таким
образом, в начальный момент времени имеется
баланс радиальных и вертикальных сил, и диск
начинает эволюцию с состояния, близкого к равно-
весному.

Во всех расчетах для начального момента t = 0
распределение дисперсии cϕ задавалось в соответ-
ствии с (3). В процессе эволюции диска проводился
контроль за выполнением условия Qc ≡ cr

cϕ

κ

2Ω = 1.
Средние отклонения от него на заданном r в мо-
делях с достаточно массивным гало (µ � 2) не
превышали 3% на протяжении десятков оборо-
тов вращения периферии диска. Следует отметить,

2Изгибные неустойчивости моды колебаний приводят к
разогреву тонкого диска в вертикальном направлении и,
как следствие, его утолщению. При этом, как показали
наши численные модели, важную роль играет осесиммет-
ричная изгибная мода колебаний.

что эта погрешность частично связана также с
численным дифференцированием при вычислении
эпициклической частоты κ. В рассматривавшихся
моделях с массивным гало область, где эпицик-
лический радиус cr/κ > r, мала (при µ = 3 она
имеет размеры r � 0.03). В случае µ � 1 эта зо-
на расширяется до r � 0.15. Кроме того, в таких
моделях вертикальная шкала диска увеличивается,
и указанные факторы приводят к бо́льшим на-
рушениям равенства (3). Амплитуда флуктуаций
Qc(t) уменьшается с увеличением числа частиц, и в
моделях с µ � 2 при N = 2 · 105 не превышает 2%
(за исключением самой центральной области диска
r � 0.5L), что является отражением бесстолкно-
вительности построенных моделей.

В рамках описанного подхода нами было про-
ведено свыше 40 численных экспериментов по ди-
намической эволюции дисков к устойчивому состо-
янию в зависимости от начальных значений cr(r)
и cz(r). В широких пределах варьировались пара-
метры балджа (Mb/Md = 0–3, b/L = 0.02–0.8) и
гало (Mh/Md = 0–3.5, a/L = 1–4). Число частиц
в моделях составляло N = (40–500) · 103 при ис-
пользовании алгоритма TREE-code.

Чтобы проверить устойчивость получаемых ре-
шений к методу расчета, мы провели тестирова-
ние, основанное на сравнении нескольких моде-
лей, использующих расчет гравитационной силы
двумя совершенно различными методами: методом
TREE-code и методом прямого интегрирования
“частица–частица” PP (когда каждая частица вза-
имодействует с каждой), для N = (20–80) · 103.
На рис. 1 в качестве примера показана временна́я
зависимость дисперсии радиальных скоростей в
рамках этих двух подходов в случае сходных на-
чальных условий для одной из моделей3. Сравне-
ние показывает отсутствие существенных различий
между итоговыми состояниями дисков.

5. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОРОГОВЫХ
ЗНАЧЕНИЙ QT

5.1. Механизм разогрева диска

Первоначально осесимметричный холодный
диск, находящийся в равновесии, разогревается,
что выражается в росте дисперсии скоростей ча-
стиц со временем. Важнейшим для динамического

3На начальной стадии (t < 10) разогрева первоначально
холодного тонкого диска с начальным значением пара-
метра Тоомре QT (r < 2L) � 0.85 происходит быстрый
рост дисперсий скоростей в плоскости диска cr , cϕ. Ре-
лаксация диска в вертикальном направлении протекает
существенно медленнее, поэтому при разогреве диска по
z-координате и наличии движений в радиальном направ-
лении оказываются возможными небольшие локальные
уменьшения cr (см. кривую 1 на рис. 1 после t > 7).
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Рис. 1. Зависимость дисперсии радиальных скоростей частиц cr(r) от времени на 20 различных расстояниях от центра
(1 –– центральная зона, ширина каждой зоны–– 0.05R) на начальной стадии разогрева первоначально холодного диска
(t = 10 соответствует∼3 оборотам внешнего края диска) для двух методов вычисления гравитационной силы в модели с
N = 80000: а –– PP-алгоритм, б –– TREE-code.

моделирования является вопрос о механизме разо-
грева. Для правильного представления процессов
в звездных дисках важно, в частности, чтобы
разогрев не был обусловлен столкновительной ре-
лаксацией частиц, связанной с тем, что их число N
на много порядков меньше числа звезд в реальных
системах. Это достигается надлежащим выбором
числа частиц и радиуса обрезания. Критерием
отсутствия заметного влияния столкновительной
релаксации является сохранение характера эво-
люции системы при увеличении числа частиц, что

проверялось на многих моделях 4.

4Минимальное число частиц Ncrit, при котором указанный
критерий выполняется с достаточной точностью (т.е. в
пределах случайных флуктуаций оценок конечных пара-
метров) зависит, в частности, от вида кривой вращения.
В случае концентрированного ядра (балджа) Ncrit выше,
что связано с большим градиентом угловой скорости
вращения в центральной области диска, и в предельных
случаях очень короткого твердотельного участка Ncrit

может достигать 3 · 106 [20]. Если кривая вращения моно-
тонно растет до r � 2L, то, как показали эксперименты, в
качестве Ncrit можно принять� 4 · 104.

Отметим важнейшие особенности разогрева
диска, полученные в численных экспериментах.

1. Время разогрева диска существенно больше
среднего периода обращения частиц (рис. 2а). На
начальном этапе (t � 1) величина cr практически
не меняется до тех пор, пока диск остается осе-
симметричным. В случае маломассивного гало или
его отсутствия эволюцию диска определяет гло-
бальная бар-мода, и разогрев обусловлен процес-
сом формирования неосесимметричной централь-
ной перемычки и связанной с ней двухрукавной
спиралью. Для моделей с достаточно массивным
гало рост бар-моды не происходит, но образуется
сложная транзиентная система мелкомасштабных
спиральных волн (рис. 2б), уменьшение амплитуды
которых со временем сопровождается переходом
кинетической энергии вращения в хаотическую
компоненту скорости и приводит к нагреву диска.

2. Разогрев первоначально холодного диска
(0.5 � QT � 1) начинается в центральной ча-
сти (рис. 2а, б). Процесс разогрева периферии
происходит значительно медленнее. Увеличение
дисперсии скоростей там обычно начинается, когда
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Рис. 2.Эволюция первоначально неустойчивогодиска (µ = 3, a = L). а –– Зависимость дисперсиирадиальных скоростей
от времени для 20 радиальных зон. б –– Формирование системытранзиентныхспиральныхволн из первоначально осесим-
метричного диска. На плоскости (x, y) показаны положения точек в разные моменты времени (модель содержит 5 · 105

частиц, поэтому изображена только часть точек). в –– Зависимость от времени интегральных амплитуд Фурье-гармоник
Â(m) для различных мод m = 2, ..., 6. В интервале 1 � t � 4 значения Â максимальны, и на этом промежутке времени
возмущения имеют максимальные амплитуды (рис. 1б). После t > 4 происходит уменьшение Â, что соответствует началу
диссипации волн и замедлению роста дисперсии радиальных скоростей cr (рис. 2а).

в центре уже достигается квазистационарное со-
стояние (рис. 2а). В то же время процессы в центре
и на периферии оказываются взаимосвязанными:
быстрая неустойчивость в центральной области
способна ускорить разогрев внешней области
диска, а ее устойчивость замедлять этот процесс.

3. Если не образуется бар, то c ростом дис-
персии скоростей амплитуда возмущений начина-
ет уменьшаться. В свою очередь с уменьшением
амплитуды волн замедляется и рост дисперсии
радиальных скоростей cr. Разогрев практически
прекращается после затухания транзиентных спи-
ральных волн (рис. 2а,б). Интегральная амплитуда
Фурье-гармоник

Â(m; t) =
√∑

p

A2(m, p, t),

A(m, p, t) =
1
N

N∑
j=1

exp {i [mϕj(t) + p ln(rj(t))]}

для всех номеров модm со временем уменьшается,
но медленнее всего дляm = 2 (рис. 2в). Распреде-
ление плотности в диске становится близким к осе-
симметричному (если масса сферичесих компонент
достаточно велика, чтобы в нем не появлялся бар),
и дисперсия cr в целом сохраняет свой уровень
на протяжении десятков оборотов вращения при
условии прекращения релаксационных процессов в
вертикальном направлении.

4. Если на начальной стадии эволюции перво-
начально холодного диска (QT (r ≤ 2L) � 1) мо-
гут доминировать трехрукавные и даже четырех-
рукавные моды (рис. 2б,в), то характер спираль-
ной структуры меняется, когда начальное состоя-
ние задается субкритическим (неустойчивым, но не
очень холодным, для которогоQT � 1). Простран-
ственная структура возмущений в значительной
степени зависит также от относительной массы
сфероидальной подсистемы. На рис. 3 показаны
распределения логарифма поверхностной плотно-
сти диска в разные моменты времени. В данной
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Рис. 2. (Окончание.)
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Рис. 3. Распределение логарифма поверхностной плотности lg σ в разные моменты времени от t = 1 до t = 30 для
начального субкритического состояния с QT � 1.
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Рис. 4. Радиальные зависимости поверхностной плот-
ности диска для модели, “стартующей” с холодного
состояния, в которой происходит существенное пе-
рераспределение плотности. Тонкая сплошная ли-
ния–– начальный экспоненциальный профиль; жирная
сплошная–– конечный профиль, усредненный по ази-
муту, после сильного разогрева с образованием бара;
штриховая линия–– исходный профиль, обеспечиваю-
щий в конце расчета квазиэкспоненциальное распре-
деление.

модели основной является двухрукавная мода, хо-
тя гармоника m = 3 также играет важную роль,
особенно на начальных стадиях эволюции. Доста-
точно характерной особенностью представляется
замыкание во внешней области диска спиралей в
кольцеобразную структуру.

5. В случае очень холодного начального состо-
яния в моделях с маломассивной сфероидальной
подсистемой происходят существенное перерас-
пределение вещества в диске и изменение формы
кривой вращения V (r) в процессе разогрева и фор-
мирования бара. При этом конечное распределение
поверхностной плотности σ(r) оказывается сильно
отличающимся от экспоненциального (рис. 4)5.

Другой особенностью моделей дисков с очень
холодным начальным состоянием (QT � 1) явля-
ется то, что дисперсия скоростей в конце расчета
(через 10–15 оборотов) оказывается несколь-
ко больше, чем требуется для гравитационной

5В принципе можно “подобрать” такой начальный про-
филь плотности, который приводит в конце расчета к
экспоненциальному (штриховая линия на рис. 4), од-
нако подобный подход представляется искусственным.
По-видимому, звездные диски большинства галактик не
проходят через стадию сильной динамической неустойчи-
вости.

устойчивости. Причина этого эффекта обусловлена
разогревом за счет коллективных процессов —
волновых движений большой амплитуды, возни-
кающих при сильной неустойчивости. Когда диск
нагревается и достигает пороговой устойчивости,
эти возмущения затухают, однако процесс затуха-
ния волн носит инерционный характер: дисперсия
скоростей уже обеспечивает устойчивость диска, а
спиральные волны еще не затухли (фурье-анализ
возмущений плотности диска подтверждает это)
и вызывают дополнительный разогрев. Поэтому
для получения минимальной дисперсии скоростей,
требуемой для устойчивости диска, нами использо-
вался итерационный алгоритм последовательных
приближений начальной дисперсии скоростей к
границе устойчивости.

В основе итерационного подхода лежала се-
рия нескольких (2–4) последовательных расчетов,
каждый из которых стартовал с начальной диспер-
сией скоростей, находящейся несколько ближе к
критическому значению, чем в каждом предыдущем
случае. Для этого для данного радиуса r стартовое
значение дисперсии выбиралось промежуточным
между начальным и конечным (после 5–10 оборо-
тов по внешнему краю диска) значениями предше-
ствующего эксперимента.

Как и следовало ожидать, граница устойчиво-
сти зависит и от первоначальной толщины диска6.
Если диск является изначально толстым (верти-
кальная шкала hz � 0.2L) и неустойчивым лишь в
плоскости (cr < ccrit

r ), то его разогрев происходит
медленнее и прекращается при меньших значениях
дисперсии радиальных скоростей, чем в случае
изначально тонкого диска. Этот эффект обуслов-
лен двумя факторами: стабилизирующим влиянием
конечной толщины диска и медленностью релак-
сационных процессов в вертикальном направлении
по сравнению с характерным временем разогрева в
плоскости диска.

Результаты динамического моделирования поз-
воляют определить параметры диска на грани-
це гравитационной устойчивости (когда дисперсия
скоростей перестает меняться –– после 5–20 обо-
ротов диска по внешнему краю).

6Начальная толщина дисков реальных галактик зависит
от условий их формирования. К примеру, если интенсив-
ное звездообразование имело место в процессе коллапса
газового диска до достижения им квазистационарного
состояния, то сформировавшийся звездный диск может
иметь значительно большую толщину и более высокую
дисперсию скоростей cz , чем минимальное значение, тре-
буемое для устойчивости; однако такой сценарий трудно
совместим с существованием очень тонких (hz/L < 0.2)
звездных дисков у галактик, видимых с ребра. Зави-
симость толщины дисков от относительной массы гало
также согласуется с допущением, что дисперсия скоро-
стей звезд близка к ожидаемой для их маржинальной
устойчивости [7].
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5.2. Граница гравитационной устойчивости
моделей без балджа

Нами была рассчитана серия моделей галактик
без балджа, которые различаются относительной
массой µ =Mh/Md и шкалой a гало при фиксиро-
ванной радиальной шкале диска L.

В случае a � L кривые вращения имеют про-
тяженный (условно называемый “твердотельным”)
участок Vc(r), переходящий в области r � 2L в
плато Vc � const (линия 1 на рис. 5а). На рис. 5а
показаны для модели галактики без балджа с µ = 1
радиальные распределения круговой скорости вра-
щения Vc(r) (линия 1), средней скорости враще-
ния частиц V (r) (линия 2), дисперсия радиальных
скоростей cr(r) (линия 3), а также параметры диф-
ференциальности вращения S = 2Ω/κ, отдельно
вычисленные соответственно для скоростей Vc(r) и
V (r) (символы 4, 5).

Зная конечные значения дисперсии скоростей,
а также плотность диска и скорость вращения,
можно для выбранной модели сравнить значения
параметра устойчивости Тоомре (1) QT с ана-
литически полученными локальными критериями,
обсуждавшимися выше, а также последние между
собой.

Заметим, что аналитические критерии были по-
лучены в предположении малости различия между
скоростью кругового вращения Vc(r) и средней
скоростью вращения V (r) гравитирующих точек.
Однако различие между ними для бесстолкнови-
тельных дисков может быть существенным. Поэто-
му параметры устойчивости определялись как для
Vc(r), так и для V (r).

На рис. 5б для данной модели приведены ре-
зультаты расчета величин QT и параметров Тоом-
ре для маржинальной устойчивости по критери-
ям Поляченко–Поляченко–Стрельникова (ППС)

Q
(P )
T (6) и Морозова Q(M)

T (5), вычисленных от-
дельно с использованием как круговой скорости,
так и средней скорости вращения точек. В случае
массивного гало (µ � 2) различие между пара-
метрами устойчивости, вычисленными для Vc(r) и
V (r), мало, но может становиться заметным при
µ � 1 (рис. 5а, б). Это связано с увеличением
разности Vc − V с ростом дисперсии скоростей в
соответствии с (18).

Как в рассматриваемом случае, так и для боль-
шинства моделей выполняется условие

S � Q(M)
T � QT � Q

(P )
T (напомним, что QT = S ––

это условие маржинальной устойчивости по Тоомре
с грубым учетом неосесимметричных возмущений
(см. раздел 2)).

На рис. 5в, г сравнение критериев устойчивости
представлено в иной форме. На них приводятся

радиальные зависимости для отношений модель-
ной дисперсии скоростей диска cr, при которой он
становится устойчивым, к критическим значениям
по различным критериям, рассмотренным в разде-
ле 2. Полному согласию аналитических критериев
с модельными зависимостями соответствовало бы
отношение cr/ccrit = 1.

Хотя ни один критерий не объясняет модельные
зависимости QT (r) на всех r, ближе всего к ним
оказываются критерий ППС, обобщенный на слу-
чай конечной толщины (по формуле (2)), и критерий
Морозова (5) (символы 15 и 16 на рис. 5в). Ес-
ли критерии устойчивости определять по средней
скорости вращения (рис. 5б), то вариации cr/ccrit с
радиусом сохраняют свой вид (рис. 5г), и в области
0.1 < r < 0.8 это отношение оказывается ближе
всего к единице для критерия Морозова (символ
16). Примечательно, что во всех случаях критерий
ППС (символ 12) дает завышенное значение ccrit,
но отношение cr/ccrit остается почти постоянным в
большом интервале r, что позволяет легко ввести
поправочный множитель к ccrit.

Важным результатом представляется то, что
радиальная зависимость параметра Тоомре QT (r),
вычисленная для круговой скорости Vc(r), имеет
качественно сходный вид для всех рассмотренных
моделей без балджа (рис. 5д). При этом наблюда-
ется примерное постоянство QT (r) в области 0 �
r/L � 2 на уровне QT � 1.2–1.6 (рис. 5д). На пе-
риферии диска (r � 2L) с ростом радиуса величина
QT монотонно увеличивается, достигая на краю
диска (r � 4L) значений QT � 2.5–3. Однако раз-
брос значенийQT для различных моделей невелик,
что позволяет в качестве ограничивающей функции
выбрать функцию вида

Q
(∗)
T = A0 +A1 ·

( r
L

)
+A2 ·

( r
L

)2
, (19)

где A0 = 1.25, A1 = −0.19, A2 = 0.134 (жирная
линия на рис. 5д). Минимум этой функции дости-
гается в точке r/L = 0.7, где он составляет 1.2.

Оценки дисперсии скоростей звездного диска,
получаемые из наблюдений, относятся, как прави-
ло, к внутренней области диска r < 2L. Поэтому
примерное постоянство QT в этой же области
является удобным для оценки поверхностной плот-
ности диска и его массы Md (в предположении
его устойчивости), если известны кривая вращения
галактики и радиальная экспоненциальная шкала
диска L. Связывающим соотношением является
уравнение

cr = Q(∗)
T (r)

3.36Gσ0 exp(−r/L)
κ

, (20)

где Q(∗)
T для галактик с протяженным участком ро-

ста Vc(r) определяется соотношением (19). Оценка
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Рис. 5. Параметры диска, проэволюционировавшего к устойчивому состоянию, на границе устойчивости в моделях
без балджа. Радиальные зависимости круговой скорости Vc(r) (линия 1), скорости вращения диска V (r) (линия 2),
дисперсии радиальных скоростей cr(r) (линия 3) и параметров S = 2Ω/κ, вычисленных для круговой скорости вращения
(линия 4) и скорости вращения диска (линия 5) соответственно. Используется модель, в которой масса гало в пределах
r ≤ 1 = 4L равна массе диска и шкала гало a равна радиальной шкале диска L. б –– Радиальные зависимости параметра
Тоомре на границе устойчивости, вычисленные с использованием различных критериев устойчивости для модели,
показанной на рис. 5а: 6 –– QT , определенной по Vc, 7 –– QT по V , 8 –– Q

(P )
T по Vc, 9 –– Q

(P )
T по V , 10 –– Q

(M)
T по Vc,

11–– Q
(M)
T по V . Используется та же модель, что и для рис. 5а. в –– Радиальные распределения отношений дисперсии

радиальных скоростей в численной модели (линия 3 на рис. 5а) к критическим значениям cr/ccrit (критические значения
дисперсии радиальных скоростей ccrit вычислены c использованием круговой скорости вращения Vc(r) (кривая 1 на
рис. 5а)): 12 –– в соответствии с критерием Поляченко–Поляченко–Стрельникова (6); 13 –– в соответствии с критерием
Морозова (5); 14 –– cr/(cT 2Ω/κ) в соответствиис упрощеннымкритерием (4); 15 –– cr нормирована на величину c(P )Q

(1)
T ,

которая является обобщением критерия (6) на случай диска конечной толщины по формуле (2); 16 –– для критерия
Морозова (5) в случае бесконечно тонкого диска (D = 1). г) То же, что на рис. 5в, но для скорости вращения диска
V (r) (см. кривую 2 на рис. 5а). д –– Параметр Тоомре QT (r) на границе устойчивости для серии моделей без балджа с
различными параметрами гало. Жирная сплошная линия рассчитана по формуле (19).

массы дискаMd = 2πσ0L
2 в свою очередь при из-

вестной скорости вращения позволяет “вычленить”
маcсу темного гало в пределах данного радиуса.

5.3. Модели с образованием бара

В случае маломассивного или очень “рыхлого”
гало при отсутствии балджа эволюция первона-
чально холодной динамической модели неизбежно
приводит к образованию бара. В процессе его
формирования, как правило, происходит заметное
радиальное перераспределение вещества, которое
тем сильнее, чем более холодным являлось на-
чальное состояние. Внешняя граница диска ото-
двигается наружу. В результате характерная ра-
диальная шкала азимутально усредненной поверх-
ностной плотности L = −(d lnσ/dr)−1 изменяется,
что может приводить к отклонениям от экспо-
ненциального профиля (L = const во всем диске).
В самой центральной области (r � 0.3L) поверх-
ностная плотность может увеличиться по срав-
нению с первоначальным значением в несколько
раз (рис. 4), что в соответствии с формулой (1)
приводит к уменьшению QT . Аналогичный вывод
о росте центральной плотности в процессе фор-
мирования бара получен и в моделях с “живым”
(эволюционирующим) гало [55]. Заметим, что, как
показали численные модели, при определенных
условиях взаимодействие бара и “живого” гало
может заметно влиять на динамическую эволюцию
баров [56].

Условия устойчивости, рассмотренные выше,
были получены и сравнивались для осесиммет-
ричных дисков, однако представляет интерес их
формальное вычисление по усредненным по ази-
муту параметрам при отсутствии осевой симметрии
во внутренней области –– для галактик с баром. В
качестве примера на рис. 6 приведены радиаль-
ные распределения параметров диска, в котором
сформировался бар (рис. 6 а–в –– для модели с

маломассивным гало, а рис. 6 г–е –– для модели с
гало, масса которого в начальный момент времени
в пределах 4L вдвое больше, чем у диска). Законы
радиального распределения поверхностной плот-
ности в области бара и вне его могут различаться
(рис. 6 в, е). Формирование бара, как правило, при-
водит к дополнительному утолщению диска. Функ-
цияQT (r) зависит от параметров бара (фактически
от начальных условий), но в области r � L вы-
полняется условиеQT � 1.5, и радиальная зависи-
мость QT (r) имеет характер, качественно сходный
со случаем осесимметричного диска. В моделях
с более массивным гало формирование бара при
прочих равных условиях сопровождается меньшим
нарушением первоначального экспоненциального
профиля поверхностной плотности (рис. 6 е).

Характерный вид зависимостей для модели с
массивным гало (рис. 6 г–е) слабо отличается от
случаев, показанных на рис. 5 для моделей без
бара.

Как и следовало ожидать, для подавления бар-
моды требуется первоначально более высокая дис-
персия скоростей cr либо более массивное гало в
соответствии с “классическими” представлениями
(см., например, [29, 44]).

5.4. Модели с балджем
Рассмотрим теперь модели галактик, у которых

кривая вращения в центральной области (r � L)
определяется прежде всего балджем. Вне балджа
(r � L) кривые вращения, как правило, являются
почти плоскими V � const. На рис. 7 показаны
типичные модельные радиальные зависимости па-
раметров диска для этого случая. При наличии
балджа параметр QT сильно увеличивается в цен-
тральной области диска, где динамика определяет-
ся потенциалом балджа (рис. 7 б, д). Однако вне
этой области в зоне r � (1–2) · L радиальная зави-
симостьQT сохраняет свой вид (см. формулу (19) и
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рис. 5д). С ростом r величинаQT монотонно нарас-
тает до значений 2.5–3.5. Полученное радиальное
распределение параметра QT является типичным
для систем с не очень массивным (Mb/Md � 0.3) и
непротяженным балджем ((rb)max � L).

Чем более массивным и компактным является
балдж, тем больше значение QT в центре диска.
Этот рост параметра Тоомре в основном обуслов-
лен увеличением эпициклической частоты κ. С
ростом массы сильно концентрированного балджа
дисперсия радиальных скоростей в центральной
области диска также несколько увеличивается. До-
полнительный разогрев самого центра (r � 0.5L)
дисковой подсистемы в модели, показанной на

рис. 7а, не связан непосредственно с гравитаци-
онной неустойчивостью. В этой модели с µ = 1
на начальной стадии формируется бар, который
разрушается со временем в результате рассеяния
частиц, проходящих вблизи концентрированного
ядра, шкала которого b = 0.01. Механизм раз-
рушения бара аналогичен действию массивной
черной дыры [57].

В результате диск дополнительно нагревается
и утолщается в центральной области (рис. 7 е).
Степень дополнительного разогрева и круговая
скорость Vc в центре диска очень чувствительны к
параметрам балджа, прежде всего радиусу ядра b
(в частности, при b � 0.05L указанного разрушения
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бара не наблюдается). Поэтому в области r � 0.5L
параметр ТоомреQT может очень сильно меняться
в разных моделях (рис. 7 д).

5.5. Дифференциальность вращения как фактор,
повышающий порог гравитационной устойчивости

Рассмотрим два предельных случая –– диск,
вращение которого близко к твердотельному,
и квазикеплеровский диск, скорость вращения
которого падает как V ∝ r−1/2. Поскольку диффе-
ренциальность вращения является дестабилизиру-
ющим фактором, для твердотельно вращающегося
диска следует ожидать при прочих равных услови-
ях меньшие значенияQT .

Протяженный участок почти твердотельного
вращения в галактике обычно наблюдается в том
случае, если масса диска в пределах значительной
части диска (r � 2L) является доминирующей и
как следствие для подавления барообразующей
неустойчивости требуется более высокий разогрев
диска, чем при наличии массивных сферических
компонент. Поэтому для выяснения роли диффе-
ренциальности вращения мы рассмотрели модель,
в которой образование бара подавлено массив-
ным гало, и имеется “твердотельный” участок
во внешней области диска (r � L). Параметр
дифференциальности вращения в этой модели
S(r > L) = 2Ω/κ = 1.1–1.2 близок к значению
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S = 1, которое соответствует строго твердотель-
ному вращению (рис. 8а). Радиальные зависимо-
сти параметров, характеризующих устойчивость

системы QT , Q
(P )
T , Q(M)

T , S приведены на рис. 8а.
Как видим, в целом диск оказывается устойчивым
при меньших значениях параметра QT (кривая 6)
по сравнению со случаями, рассмотренными выше.
В центре имеем QT � 1, а на периферии диска ––
QT � 2.

Обратимся к другому предельному случаю, ко-
торый соответствует кривой вращения, близкой к
кеплеровской (рис. 8б). У галактик такие участ-
ки наблюдаются очень редко, однако нас будет
интересовать принципиальный вопрос о влиянии
сильной дифференциальности вращения на мини-
мально необходимое для устойчивости значение
дисперсии скоростей. Для создания квазикепле-
ровских дисков в динамическую модель вводились
массивные концентрированные компоненты. По-
строенная серия моделей является естественным
продолжением моделей с очень массивными бал-
джами (Mb > (2–4)Md). На рис. 8б приведены ре-
зультаты расчетов для такой модели. Для дисков с
сильным дифференциальным вращением значение
параметра Тоомре заметно возрастает, так что даже
в области, где QT минимально (r � (1–2)L), для
устойчивости уже требуетсяQT > 2.

Поскольку сфероидальная подсистема домини-
рует в центральной части, то бар не образуется и не
возникает дополнительного увеличения дисперсии
скоростей, отмеченного в п. 5.4 (рис. 7а).

6. ОБСУЖДЕНИЕ И ВЫВОДЫ
С помощью численного моделирования эво-

люции первоначально неустойчивых равновесных
бесстолкновительных дисков нами для целого ряда
трехмерных моделей было проведено сравнение
минимальных значений радиальной дисперсии ско-
ростей cr , при которых диски достигают конечного
квазистационарного состояния (как правило, через
5− 10 оборотов по внешнему краю), с диспер-
сией скоростей cT = 3.36πGσ/κ, достаточной для
локального подавления гравитационной неустой-
чивости тонкого диска относительно осесиммет-
ричных возмущений (критерий Тоомре), а также
с другими локальными критериями устойчивости.
Отдельно рассматривалось влияние на радиаль-
ный ход QT = cr/cT балджа, темного гало, диф-
ференциальности вращения, а также начальных
параметров диска.

Проведенные численные эксперименты показа-
ли, что дифференциальность вращения диска, его
неоднородность, глобальный характер возмуще-
ний, конечная толщина диска могут менять ло-
кальные значения дисперсии скоростей (или пара-
метр Тоомре) маржинально устойчивых дисков на

� 50%. Численные модели позволяют исследовать
действие каждого из этих факторов по отдельности.

Рассмотренные модели наглядно демонстриру-
ют быстрый нагрев первоначально неустойчивых
дисков в процессе образования и разрушения тран-
зиентных спиральных ветвей. При этом слабокон-
трастные “остатки” этих ветвей прослеживаются
на протяжении более 10 оборотов. Сходный ха-
рактер эволюции дисков получен как в моделях с
различным числом частиц, так и в моделях, исполь-
зующих иной алгоритм расчета (PP).

Как и следовало ожидать, минимальное зна-
чение радиальной дисперсии скоростей в конце
экспериментов оказывается тем больше (по срав-
нению с круговой скоростью), чем меньше относи-
тельная масса гало, чем меньше начальная толщи-
на диска и чем более дифференциальный характер
имеет его вращение. При этом, хотя радиальная за-
висимость QT имеет в разных моделях различный
характер и в первую очередь определяется относи-
тельной массой и степенью концентрации сфери-
ческих компонент, во всех случаях QT (r) проходит
через минимальное значение QT � 1.2–1.6, слабо
зависящее от модели галактики, на расстоянии
(1–2)L от центра. Это обстоятельство может быть
использовано для примерной оценки плотности (а
следовательно, и массы) диска галактики (или их
предельных значений) по известной дисперсии ра-
диальных скоростей с использованием соотноше-
ний (19), (20) и без привлечения численного мо-
делирования или аналитических критериев устой-
чивости. Диск, эволюция которого начинается не с
субкритического, а с сильно неустойчивого состоя-
ния, в случае не очень массивного гало (Mh/Md �
2) может претерпевать существенное перераспре-
деление массы всего за 1–2 оборота. Экспоненци-
альный характер распределения яркости, обычно
наблюдаемый у галактик, говорит о том, что фор-
мирование звездных дисков, по-видимому, не со-
провождалось развитием сильной гравитационной
неустойчивости.

Эволюция диска, прослеживаемая в числен-
ных моделях, наглядно демонстрирует взаимосвязь
процессов на различных r. Начальная устойчи-
вость центральной области диска замедляет, а
сильная неустойчивость ускоряет рост дисперсии
скоростей на его периферии, не приводя, однако, к
существенному изменению конечного состояния.

Существующие аналитические критерии устой-
чивости тонких дисков выводятся исходя из иных
позиций и, строго говоря, не обязаны совпадать с
найденными в работе параметрами QT вследствие
локального характера критериев и двумерности
используемых аналитических моделей, в то время
как в динамических моделях разогрев диска про-
исходит в трех измерениях. Сравнение модельных
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Рис. 8. Радиальные зависимости параметров диска в принятых в работе единицах в моделях, где: а –– существенная
часть диска вращается квазитвердотельно, б –– вращение в области r > L = 0.25 близко к кеплеровскому. Система
обозначений аналогична рис. 5: 1 –– круговая скорость Vc(r); 2 –– скорость вращения диска (звезд) V (r); 3 –– дисперсия
радиальных скоростей cr(r); 4 –– параметр S, рассчитанный по формуле (3) для круговой скорости; 6 –– параметр Тоомре

QT , рассчитанный с круговой скоростью; 8 –– критический параметр ТоомреQ
(P )
T , рассчитанный по критерию (6) с Vc(r);

10–– критический параметр Тоомре Q
(M)
T , рассчитанный по критерию (5) с Vc(r).

значений дисперсии скоростей с предсказываемы-
ми различными критериями (рис. 5 б, в, г; 6 б, д; 7 б,
в, г; 8 а и б) демонстрирует заметные расхождения
между ними. Однако формальное использование
этих критериев, безусловно, дает правильные по
порядку величины результаты. В частности, как
и модельные оценки, они показывают, что пара-
метр QT > 1 на всех r и возрастает на периферии
дисков, но вытекающие из локальных критериев
зависимостиQT (r) ни в одном случае не совпадают
с найденными в работе во всем интервале радиусов
(0 < r < 4L) и могут отличаться от модельных оце-
нок на некоторых r более чем в 1.5 раза.

Пройдя через минимум, QT (r) для диска, до-
стигшего устойчивого состояния, монотонно растет
с r до QT � 2–3 на расстоянии (3–4)L от центра
(в реальных галактиках это обычно близко к оп-
тическим границам диска). Отметим, что подобный
же рост QT (r) от 1.5 до 2.5 на периферии был
ранее получен иным методом в работе [49] пу-
тем построения равновесных устойчивых функций
распределения для плоских систем при широком
выборе свободных параметров, а также отмечался
в ряде динамических моделей других авторов [5, 21,
24, 44–47].

Диски галактик с не очень массивным гало
(µ � 1.5) подвержены барообразующей неустойчи-
вости. Для подавления образования долгоживуще-
го бара в галактиках с маломассивными сфери-
ческими компонентами требуется не только более
высокая дисперсия скоростей (что было продемон-
стрировано еще в классической работе Острайкера
и Пиблса [29]), но и более высокое значение па-
раметра Тоомре QT , чем при наличии массивного
гало или балджа. При этом образование бара со-
провождается ростом QT даже за его пределами.
Этот эффект, по-видимому, связан с “перегревом”
системы выше порогового значения: в процессе
формирования бара происходит перераспределе-
ние вещества, и локальное уменьшение поверх-
ностной плотности диска при данной дисперсии
скоростей дает дополнительное увеличение QT .
Однако наши модели в этом случае не позволяют
получить уверенных количественных оценок, по-
скольку характеристики бара сильно зависят от
начальных условий в системе. Условия развития
бар-моды нами детально не рассматривались.

Полученные результаты дают возможность,
опираясь на численные модели, оценить степень
динамического нагрева звездных дисков и связать
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их массу и плотность, значения которых априори
неизвестны, с дисперсией скоростей старых звезд,
образующих диски, если последняя известна из
наблюдений.
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MINIMUM VELOCITY DISPERSION IN STABLE STELLAR DISKS.
NUMERICAL SIMULATIONS

A. V. Khoperskov, A. V. Zasov, and N. V. Tyurina

N-body dynamical simulations are used to analyze the conditions for the gravitational stability of a three-
dimensional stellar disk in the gravitational field of spherical components –– a bulge and halo whose central
concentrations and relativemasses vary over wide ranges. The number of point massesN in the simulations
varies from 40 to 500 000, and the evolution of the simulated systems is followed over 10–20 rotations of
the outer edge of the disk. The initially unstable disks heat up and, as a rule, reach a quasi-stationary
equilibrium with a steady-state dispersion of the radial velocities cr over five to eight rotations. The radial
behavior of the Toomre stability parameter QT (r) for the final state of the disk is estimated. Simple models
are used to analyze the dependence of the gravitational stability of the disk on the the relative masses of
the spherical components, disk thickness, degree of differential rotation, and the initial state of the disk.
Formal application of existing, analytical, local criteria for marginal stability of the disk can lead to errors
in cr of more than a factor of 1.5. It is suggested to use the approximate constancy of QT � 1.2–1.6 for
r � (1–2) · L (where L is the radial scale of the disk surface density), which is valid for a wide range of
models, to estimate upper limits for the mass and density of the disk based on the observed distributions of
the rotational velocity of the gaseous component and of the stellar velocity dispersion.
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