
Леонид Зотов1,2, Баринова С.А. 1, Гаража И.А. 1

wolftempus@gmail.com

49-й семинар Успенского
Екатеринбург

27 января 2023 г

Регуляризованый фильтр Калмана в приложении к 
Чандлеровскому движению полюса

1МИЭМ НИУ ВШЭ, Москва, Россия
2ГАИШ МГУ, Москва, Россия



  ,)(
1

lAAANx TT 




.... 11,122,111,1   NNnnNNN lrxaxaxa

   11

1

11)1( 



  N
T
N

T
N

T
N

T lalAaaAANx


    ,1
111 CyCyyCyCyyC TTT  

  ,)(P
12

0


 AAN T

x   .)1(P
1

11
2
0



 N
T
N

T
x aaAAN

Регуляризация рекуррентного МНК
I

I

I I

Zotov L.V. et al., 2023



       

    ).(P1)(P

1)1(P

1

1

1

1

11

1

1

1

1

1

1

11

112
0

NaaAAaaAAN

AAaaAAaaAAAAN

xN
T
N

T
N

T
N

T
x

T
N

T
N

T
N

T
N

TT
x


































 




















 

                

   

  12
011

1

1

1

11

1

)(P)(P

1)(






































 

T
Nx

T
Nx

T
N

T
N

T
N

T

aNaaN

aAAaaAANK

          

 ENx ()1(P ).(P))( 1 NaNK xN

,)()()1( 1 NvNKNxNx


I I I I

I I

II

I I

I I

См. Пантелеев В.Л.  Управление динамическими объектами



Регуляризация фильтра Калмана

)(   CxzKxx

 RCCKC T
x

T
x   PP

      .
TT

zCxzCxKzCxxx  

1PPP   xxx KC

I II

  1
PP

  RCCCK T
x

T
x

II

Zotov L.V. et al., 2023



 
 

,

,PPP

,PP

,

1

1


















jjj

jjjjj

j
T
jjj

T
jjj

jjjjjj

xAx

CK

RCCCK

xCzKxx

Регуляризация фильтра Калмана
по уравнению состояния

может быть сведена
к добавлению 

в процедуру вычисления
ковариационных матриц и K, 

при этом остальные формулы не меняются
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Вариации в положении оси вращения 
Земли

Прецессия (вековая) и нутация (периодическая)
земной оси с периодами
25 700, 18.6, 1, 0.5 лет, обусловленные
внешним моментом сил от Луны и Солнца

Движение полюса амплитудой до 10 метров
обусловленное геофизическими процессами –
обменом угловым моментом между океаном, 
атмосферой и твердой землей



оледенения

Лунно-солнечные приливы

1 день 365 дней 10 лет 103 лет 104 лет 106105 лет

тектоникаВзаимодействие ядро-мантия

Гидрологические и климатические эффекты

атмосфера океан

12 ч 102 лет

Хорошо моделируются

Геофизические процессы, влияющие 
на вращение Земли

от 1 до 1 000 000 лет

credit: C. Bizouard



Движение полюса с 1846 по данным EOP C01

Zotov L.V. et al., Moscow University Physics Bulletin, N3, 2022



100Qсут-1

Munk W.H., MacDonald G.J.F., The rotation of 
the Earth, 1960

𝑖

𝜎𝑐

𝑑𝑝(𝑡)

𝑑𝑡
+p(𝑡) = 𝜒(𝑡)

𝑝 = 𝑝1 + 𝑖𝑝2

𝜒 = 𝜒𝑚𝑎𝑠𝑠 + 𝜒𝑚𝑜𝑡𝑖𝑜𝑛

ДИНАМИЧЕСКАЯ 

МОДЕЛЬ ВРАЩЕНИЯ 

ЗЕМЛИ

−𝜔  𝑝 (𝜔)

𝜎𝑐
+  𝑝 (𝜔) =  𝜒 (𝜔)

𝜎𝑐−𝜔

𝜎𝑐
 𝑝 (𝜔) =  𝜒 (𝜔)

 𝑝 (𝜔) = 𝑊(𝜔)  𝜒 (𝜔)

𝑊 𝜔 =
𝜎𝑐

𝜎𝑐 − 𝜔

Во временной области                     В частотной области

433

1
cf



Матричное уравнение  вращения Земли и корректирующая фильтрация

Уравнение состояний для движений полюса Земли по координатам 𝑝1 = 𝑥 (Вдоль 
Гринвичского меридиана) и 𝑝2= −𝑦 (по меридиану в 90o к востоку) получается 

линеаризацией уравнений Эйлера-Лиувилля [12] 

𝐷
𝑝1

𝑝2
=

−𝛽 −𝛼
𝛼 −𝛽

𝑝1

𝑝2
+

𝛽 𝛼
−𝛼 𝛽

𝜒1

𝜒2
,

где 𝛼, 𝛽 – действительная и мнимая составляющие комплексной чандлеровской частоты 

𝜎с = 𝛼 + 𝑖𝛽 = 2𝜋𝑓𝑐 + 𝑖
𝜋𝑓𝑐

𝑄
,  Q –добротность (примем ≈100),𝑓𝑐 = 1/433 cут-1 –

действительная чандлеровская частота, 𝐷 =
𝑑

𝑑𝑡
– оператор дифференцирования,

𝜒1, 𝜒2 – компоненты входного возбуждения, i – мнимая единица. 

𝜒1

𝜒2
=

𝛽 𝛼
−𝛼 𝛽

−1

𝐷𝐼 −
−𝛽 −𝛼
𝛼 −𝛽

𝑝1

𝑝2
= W−1(D)

𝑝1

𝑝2

Wcorr f W−1 f
=

W∗ f

W∗ f W f + 𝛼𝐼
,

Проблема определения геодезического возбуждения

может быть скорректирована или регуляризована

x=[𝒑𝟏, 𝒑𝟐, 𝝌𝟏, 𝝌𝟐]
T - ?
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Фильтрация Пантелеева

Фильтрация во временной области – свертка 
сигнала с импульсной характеристикой фильтра

В.Л. Пантелеев (04.08.1931-06.03.2021)

Фильтр Пантелеева
во временной области

Фильтрация в частотной области–
умножение спектра на передаточную 

функцию

фильтр 
нижних частот

Полосовой 
фильтр

Фильтр Пантелеева в
частотной области

0.166 лет-1

0.04   лет-1

ω0=2πf0



Спектр движения полюса и 
фильтр Пантелеева

Zotov L.V. et al., Moscow University Physics Bulletin, N3, 2022

𝑊−1 𝜔



Изменения амплитуды чандлеровского колебания

Zotov L.V. et al., Moscow University Physics Bulletin, N3, 2022

оценка в 3.6-летнем скользящем окне



Изменения фазы чандлеровского колебания

Zotov L.V. et al., Moscow University Physics Bulletin, N3, 2022

Оценка в 3.6-летнем скользящем окне



Чандлеровское колебание и возбуждение

Zotov L.V. et al., 2023



Возбуждение Чандлеровского колебания AAM+OAM

Zotov L.V. et al., 2023



Возбуждение Чандлеровского колебания AAM+OAM

Zotov L.V. et al., 2023



Чандлеровское колебание и LOD с 1840 г

Zotov L.V. et al., 2023

2.2 мс/век



http://hpiers.obspm.fr/eop-pc

LOD по данным центра параметров вращения Земли в Париже



ECMWF   MPIOM   LSDM    LSDM

Тренд LOD не объясняется AAM+OAM+HAM+SL







Выводы
• Рекуррентная процедура фильтрации Калмана может быть 

регуляризована введением стабилизирующей добавки             в 
выражения для ковариационных матриц, что оставляет 
основные формулы  алгоритма неизменными

• Алгоритм можно применить как для оценивания траектории 
движения полюса, так и его возбуждения. Последнее потребует 
регуляризовать также уравнение состояний 

• Чандлеровское колебание практически исчезло в 2017-2020 гг. и 
сейчас вновь начало появляться

• Чандлеровское колебание меняет фазу как в 1930-е годы

• LOD достигла 29 июня 2022 глубочайшего за 80 лет минимума

• Влияние момента импульса атмосферы AAM (NCEP, GFZ, ECMWF) 
океана OAM (ECCO,GFZ), не вполне объясняют затухание 
Чандлеровского колебания и ускорение вращения Земли

I

Zotov L.V. et al., 2023
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Спасибо за внимание!



Длительность суток (LOD) по EOP C04 и зональный прилив

20-летний цикл?

Zotov L.V. et al., FAPM- 2022



Движение Солнца вокруг барицентра


