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ПР Е ДИСЛОВ ИЕ

Изучение строения и эволюции звезд является важнейшей классической ча­
стью астрономии.

На каждом этапе развития физики теория звезд обогащалась новыми фи­
зическими принципами. Теория тяготения, термодинамическая теория урав­
нения состояния газов, теория теплового излучения, лучистого и конвектив­
ного переноса энергии — таков первый круг физических знаний, использо­
ванный к началу века при построении теории звезд. Эти знания пополнялись 
и в дальнейшем в связи с квантовой теорией атомов и ионов и уточнением 
их оптических свойств, а также теорией вырожденного электронного газа. 
Главным новшеством XX в. было понимание источника энергии звезд, свя­
занное с развитием ядерной физики. За этим следует создание общей теории 
относительности и выяснение ее астрономических следствий.

Однако не физика, а сама астрономия, именно наблюдательная астро­
номия, явилась главным источником наших сведений о звездах. Победное 
шествие астрономии началось с изучения солнечной системы. Определение 
астрономической единицы, т.е. расстояния от Земли до Солнца, дало воз­
можность определить массу и светимость этой ближайшей к нам звезды. 
Вскоре были определены расстояния до других звезд, что позволило найти 
их параметры. Большую роль сыграло изучение двойных звезд.

Современная астрономия особенно заинтересована бурными катастрофи­
ческими процессами взрыва звезд и получающимися при этом нейтронными 
звездами и коллапсировавшими телами — черными дырами. Рентгеновские 
телескопы, выведенные за пределы атмосферы, обнаружыли звезды, которые 
в рентгеновском диапазоне излучают энергии в сотни тысяч раз больше, чем 
Солнце во всех диапазонах. Еще ранее были обнаружены радиопульсары — 
вращающиеся с огромной скоростью нейтронные звезды.

Таковы в нескольких словах предмет, которому посвящена эта книга, и 
те физические идеи, которые привлекаются к объяснению астрономических 
наблюдений.

О звездах существует огромная литература, от популярных статей и книг 
(лучшая из которых, по нашему мнению, “Физика звезд” С.А.Каплана, М.,



“Наука” , 1977) до специализированных обзоров, публикуемых, например, в 
“Annual Review of Astronomy and Astrophysica” .

Какое место, какую экологическую нишу занимает предлагаемая книга?
Авторы поставили перед собой задачу уяснения важнейших качественных 

особенностей и свойств процессов, протекающих в звездах, задачу уяснения 
сущности физических теорий, управляющих этими процессами. Современная 
теория в значительной мере опирается на точные расчеты, производимые 
с помощью электронно-вычислительных машин. При этом аналитические 
решения утрачивают свое значение, но остается и усиливается потребность 
в качественном понимании исходных основ и результатов расчетов. Именно 
акцент на качественную картину явлений отличает нашу книгу от близкой 
к ней по содержанию замечательной монографии Д. А. Франк-Каменецкого 
“Физические процессы внутри звезд” (М., Физматгиз, 1959). Кроме того, 
в нашей книге затрагивается ряд проблем, казавшихся неактуальными 20 
лет назад (таких как эффекты общей теории относительности и нейтринные 
процессы в астрофизике).

Книга в первую очередь предназначена для студентов старших курсов фи­
зических факультетов, специализирующихся по астрономии. Она и возникла 
на основе лекций, читаемых одним из авторов (Я. Б. Зельдовичем) студентам
IV и V курсов астрономического отделения физического факультета Москов­
ского университета. Формально, согласно учебным планам, эти студенты 
знают большую часть физических законов, излагаемых в книге. Однако пе­
дагогический опыт показывает, что огромную роль играет рассмотрение об­
щих законов именно в связи с конкретными задачами. С этой целью полезно 
и повторить известное, обращая внимание на те моменты общего, которые 
понадобятся в рассматриваемых частных задачах. Такой принцип положен 
в основу изложения.

Многие вопросы остались незатронутыми; наиболее важными из них явля­
ются, вероятно, теория колебаний звезд (в связи с цефеидами) и проблема 
взрывов сверхновых. Необходимую информацию по этим вопросам, так же 
как и по ряду других, относящихся к физике звезд, читатель может найти в 
упомянутом выше сборнике обзоров.

Мы благодарим редактора книги Г. Е. Горелика, чья работа способство­
вала улучшению содержания книги. Мы также благодарим С. А. Ламзина и 
М. М. Романову за помощь в оформлении рукописи.



Глава 1. Э Л Е МЕ НТ Ы НЬ ЮТ ОНОВ СКОЙ  
ТЕОР ИИ ТЯГОТЕНИЯ

В основе теории строения и эволюции звезд лежит теория тяготения. В на­
стоящее время известно, что закон тяготения, открытый Ньютоном в XVII 
в., неприменим в сильных гравитационных полях, и современной теорией, 
описывающей гравитационное взаимодействие, является общая теория отно­
сительности (ОТО), созданная А.Эйнштейном в 1916 г. Однако в пределе 
слабых гравитационных полей теория тяготения Эйнштейна сводится к те­
ории тяготения Ньютона.

Наиболее простой характеристикой гравитационного поля является мак­
симальная скорость движения, которую могут достичь частицы, свободно 
падая из “бесконечности” в этом поле. Для гравитационного поля Земли ско­
рость свободного падения у поверхности достигает 11 км/с, для Солнца и 
других обычных звезд эта величина порядка сотен и даже тысяч км/с. Тем 
не менее для обычных звезд она составляет малую часть скорости света с 
(к тому же поправки на релятивистские эффекты, как правило, пропорци­
ональны V 2/с 2). В этом смысле гравитационные поля звезд являются сла­
быми (нерелятивистскими), и теория тяготения Ньютона для этих объектов 
с достаточной степенью точности вполне пригодна. В дальнейшем, когда мы 
перейдем к изучению конечных фаз эволюции звезд, мы встретимся с небес­
ными телами — нейтронными звездами и особенно черными дырами, для 
которых V  ~  с, и полное описание их свойств возможно с помощью только
ОТО.

§ 1.1. Энергия взаимодействия, силы, ускорения, постоянная тя­
готения, отличие гравитационного взаимодействия о т  д р у ­
ги х  типов  
взаимодействия

Энергия гравитационного взаимодействия между двумя точечными массами, 
удаленными на расстояние г!2,

Сга!га2 
У12 — -------------■

П 2

б



Именно такую по величине энергию нужно затратить, удаляя на бесконеч- 
ность одну массу от другой, если начальное расстояние между массами равно 
т!2■ Гравитационная сила, действующая со стороны второй частицы на пер- 
вую,

й _  Г12 С ш !ш 2
-Г12 — -о  ■

Г 12 П 2
По второму закону Ньютона ускорение первого тела

А 2 г ! 2  Сга2 
0*1 2 ‘ т !  г 12 г{2

Отметим, что величина ускорения не зависит от массы га!, т.е. грави- 
тационное поле совершенно одинаково действует на различные тела. В этом 
коренное отличие гравитационного взаимодействия от других типов универ- 
сальных взаимодействий. В ньютоновской теории сила тяготения зависит от 
расположения тел в данный момент, конечная скорость (равная с) передачи 
гравитационного взаимодействия не учитывается.

Везде в этих формулах фигурирует коэффициент — константа грави- 
тационного взаимодействия, =  б, 7 ■ 10-8 см3/г  ■ с2 (=  1/(15 ■ Ю6)). С 
очень большой точностью известно, что сила взаимодействия между двумя 
точечными массами пропорциональна г -2 — это подтверждается наблюде- 
ниями движения планет солнечной системы. Величину можно определить 
только лабораторным путем (опыт Кавендиша). Точность определения 
гораздо меньше, чем большинства других физических констант, это обу- 
словлено малостью гравитационного взаимодействия. Согласно измерениям 
М.У.Сагитова (ГАИШ) 1978 г. О =  6.6745 ±  0.0008 см3/ г .с2־

Сравним электростатическое и гравитационное взаимодействия двух ча- 
стиц — электрона и протона :

7т _  Сгаргае _  е2
' '׳־ г р  — ' ך  - ' э л  — Гך 

1/г р Ога,
е

Итак, в атомных масштабах роль гравитации ничтожна. Однако несмо­
тря на малую величину сил тяготения, в больших астрономических масшта­
бах (планеты, звезды, галактики, скопления галактик) движение материи 
определяется главным образом гравитационным взаимодействием. Для элек­
тромагнитного взаимодействия характерно наличие зарядов разных знаков 
(плюс и минус). Электрическое поле, которое создается некоторым распре­
делением зарядов, действует на заряды так, чтобы нейтрализовать началь­
ный заряд, и из-за электронейтральности роль электростатических сил в 
больших масштабах мала. Гравитационное поле одинаковым образом при­
тягивает все различные типы частиц — частицы и даже античастицы (нет



антигравитации!), и сила этого притяжения пропорциональна массе тел, по­
этому при переходе к большим масштабам гравитационное взаимодействие 
является определяющим. Опыт показывает, что частицы с отрицательной 
массой не существуют. В современной квантовой теории поля предположе­
ние о существовании таких частиц создало бы существенные трудности.

§ 1.2. В екторное поле ускорений, теорем а Гаусса, гравитацион­
ный потенциал, уравнение  
П уассона

Введем понятие векторного поля ускорений а, создаваемых гравитирующими 
телами. Одна точечная масса т  создает поле ускорений :

г б ш
а =  " 7  ■

Окружим массу т  произвольной замкнутой поверхностью (рис.1) и вы­
числим поток поля а через поверхность Б :

соэ в (!Б =
О т

/

(Ш = —АттО т  .
О т  соэ в г2

г2 соэ в

J  а (1Б =  J

- I
Здесь в — угол между а и нормалью к поверхности Б. Важно отметить, что 
полный поток оказался независящим от формы поверхности.

Если имеется несколько масс т ! ,  т 2, т 3, ..., то поле а является супер­
позицией полей а!, а2, ..., создаваемых этими массами

а =  а! +  а2 +  аз +  . . .

Используя это свойство гравитаци­
онного поля и окружая поверхно­
стью Б несколько масс, легко полу­
чить

J  а (1Б =  —47г ОМ,

где М  =  т !  +  т 2 +  т з  +  ... .
Можно убедиться, что масса, 

расположенная вне замкнутой по­
верхности не дает вклада в
! п й Ъ .  Р и сЛ :



Таким образом, полный поток 
векторного поля а равен

J  a, dS  =  —47rG(m! +  га2 +  га3 +  . . .), 
s

причем в сумму входят только те массы, которые лежат внутри S. Это 
положение называется теоремой Гаусса.

Применим теорему Гаусса к сферическому слою. Пусть S  — сфера ра­
диуса г, лежащая внутри этого слоя. Тогда Аттг2 ■ а =  0, т.к. внутри S  нет 
масс. Следовательно, внутри сферического слоя1 а =  0. Окружим теперь 
сферически-симметричную конфигурацию массы М  поверхностью S. Тогда 
а ■ Аттг2 =  —47tG M  и а =  —G M / r 2. Итак, сферически-симметричная конфи­
гурация создает поле, эквивалентное полю точечной массы, сосредоточенной 
в ее центре.

Для малого объема V  можно написать

1 [ - , , AnGm %־  
V }  a d s  = — V ~ ’

где интеграл берется по поверхности объема V,  а га — масса, заключенная в 
этом объеме. В пределе при V  —> 0 отношение га/ V  есть локальная плотноть 
р1 так что получим

div а =  —47tG р.

Сделаем следующий шаг — введем потенциал гравитационного поля со­
гласно условию:

а =  — grad ip.

Это всегда можно сделать, так как гравитационное поле консервативно: все­
гда J  a dl=0 , т.е. rot а = 0 , а это и означает возможность введения потенци­
ала. Теперь имеем

div а =  — div grad (р =  —А<р =  —47tG р1

или
A.tp = 47tG р.

Мы получили уравнение Пуассона — основное уравнение теории потен­
циала. Дифференциальный оператор div grad =  Д  называют лапласианом. В 
декартовых координатах

. д 2(р д 2(р д 2(р
Alo = —-  Н----- - Н----- -- .

д х 2 ду2 d z 2

1При этом используем тот факт, что по симметрии а может быть направлено только 
по радиусу. К эллиптической полости это доказательство неприменимо.



В сферических координатах (г, в 1 а)

1 д 2д<р 1 д . д<р 1 д 2<р 
^  r 2 Q r  Q r  r 2 g j n  Q ff  д в  ^  Г 2 S i l l 2 в  д а 2

Нетрудно понять, откуда берется такой вид для Д . Рассмотрим член 
который остается в уравнении Пуассона для сферически-симметричной за­
дачи. Очевидно, что 47ГдгЭу — это поток поля ускорений â־ v через сферу 
радиуса г. Разность потоков а через сферы г и г +  8г равна Атгёг-^г2^  , 
объем между сферами — 4тгг28г. Разделив разность потоков а на объем, по­
лучаем Atp =  Ясно, что в задаче с цилиндрической симметрией из 
тех же соображений получим А<р = (г — цилиндрический радиус). 

Итак, для сферически-симметричного распределения плотности

1 d о dtp ״
— — г —  = 4тг Gp. (1.1)
г £ аг аг

§ 1.3. С ф ерически-сим м етричны е поля тяготения, полная и тек у­
щая массы звезд , эйлеровы  и лагранж евы  координаты

Рассмотрим тонкий сферический слой с радиусом г, толщиной 8 <С г и по­
верхностной плотностью р  [г/см2]. Найдем силу притяжения со стороны 
сферы, которая действует на пробную частицу единичной массы, помещен­
ную в какой-либо точке А  внутри сферы. Из рис.2 наглядно видно, что силы 
притяжения двух элементов масс, вырезанных на сфере телесным углом <Ш, 
одинаковы по величине и противоположны по направлению. Более близкий к 
точке А  элемент dm\  имеет меньшую массу, и сила притяжения, создаваемая 
им в точке А ,

״ , d m 1 GpdS\ G р dfl 
dF\ =  G —у- =   —̂  =   — .

Г 1  Гу  COS и

Так как правая часть этого выражения зависит лишь от величины телесного 
угла dfl и cos в 1 которые одинаковы для dm\  и е?га2, то со стороны dm 2 
действует равная по величине сила dF2 =  —dF\. Таким образом, любая 
пара участков сферы внутри двойного конуса dfl дает полную силу, равную 
нулю, и пробная частица внутри сферы не испытывает силы и ускорения. 
Этот результат остается в силе и для сферы конечной толщины (6 ~  г).

Теперь расположим нашу пробную частицу вне сферы (рис. 3). Сила, 
действующая на частицу в этом случае, равна

G M  , л
F  =  ~ —  (  )

и направлена к центру сферы. Здесь М  — полная масса сферической обо­
лочки, г — расстояние от А  до центра сферы. Направленность к центру



Рис. 3:Рис. 2:

сферы очевидна из симметрии задачи, а то что, действие такое же, как от 
точечной массы, помещенной в центре, можно получить простым интегри-

Рассмотрим звезду радиуса R  с переменной плотностью р(г) и полной

о
га(г) естественно появляется при рассмотрении равновесия звезд.

Решение нестационарных задач сжатия звезд, как и любых гидродинами­
ческих задач, можно проводить двумя способами. Выбирая в качестве незави­
симых переменных координату г и время можно рассматривать изменения 
физических величин (плотности, давления и т.д.) в какой-либо фиксирован­
ной точке пространства (эйлеров подход). Но часто бывает удобно следить за 
поведением выбранных заранее частиц вещества (лагранжев подход), в этом 
случае независимыми переменными являются начальные координаты г0{10) 
и время а координата г{1) является функцией г0. Лагранжев подход чаще 
всего осуществляется в задачах, обладающих какой-либо симметрией дви­
жений, например, при сферически-симметричном расширении (или сжатии) 
звезды. Зададим в начальный момент в качестве лагранжевой координаты

рованием.

массой
R

о
Полная сила, действующая на пробную частицу при г > Я  равна

но внутри звезды (г <  R)

Г
Величину m (r ) = 4п f  p(q)q2dq обычно называют текущей массой. Величина



расстояние до центра звезды г0. Сфера с радиусом г0 содержит вполне опре­
деленную часть массы звезды ш (г0), величина которой при сферических дви­
жениях не меняется со временем. В этом случае текущая масса га(г) может 
быть выбрана в качестве независимой (лагранжевой) координаты. 

Рассмотрим несколько примеров:
1. Шар радиуса R  имеет постоян­

ную плотность р =  const. Очевидно, 
что решение уравнения (1.1) имеет 
вид

tp = hr2 +  const.

Подставляя это решение в уравнение
(1.1), получим

А<р =  6 к = 47xGp

Ф

Рис. 4:2ж
и найдем, что

<р = — G р г +  const (г <  R).

Снаружи, при г > R 1 имеем (р =  —G M /r .  Значение const находим из условия 
непрерывности потенциала при г =  R  (см. рис. 4) (производные при этом 
сшиваются автоматически):

G M
.const ־4

R

2 7 Г Г  2 

= 3 G־ p rR

о 1 Г2 \
o ~ 2 l p  ( П Р - Г < Я ) .

G M  / 3

Учтем, что М  = ^ pR3, и получим

<р = — G р г2 — 2л G р R ־ 3= 2  г ״ -   _ г  ~  К

2. Теперь предположим, что

р(г) = рё  (г — R)

(6(г — R) — дельта-функция Дирака), т.е. р =  0 при г <  й  и г >  Д, а масса

г2 dr =  AirpR2.

ОО

J Р(г )М  = Атг

Очевидно, что // имеет смысл поверхностной плотности (размерность [//] =  
г /см 2). Поскольку а =  d(p/dr =  0 внутри сферы R 1 ясно, что (р =  const при 
г < R. Снаружи по-прежнему (р =  —G M /r .  Сшивая потенциал при г =  R 1 
получим (рис. 5)

( G M  ,
- - ! г  ( г - л ) ’

G M  ,(г >  R).



ф

Рис. 6:Рис. 5:

Мы видим, что в этом случае dtp/dr имеет разрыв (рис. 6). Можно показать, 
что этот результат совершенно общий: конечная масса, сосредоточенная в 
бесконечно тонком слое с конечной поверхностью, дает разрыв нормальной 
производной потенциала:

=  47tG/j,.
dtp
dn

dtp
dn

3. Дано: <р =  —С М /г .  Чему равно А<р1 Непосредственное вычисление 
производных дает нуль везде, за исключением точки г =  0. В самом деле

2х2 — у2 — z 2д 2!
■s/x2 + y2 + z 2' д х 2 {х2 +  у2 +  г 2)5/2 ’

и легко убедимся, что А<р =  0, кроме х = у = г = 0, где имеем неопределен­
ность 0/ 0.

Еще проще в данном случае вычисление в сферических координатах. Для 
потенциала, не зависящего от угла А!р =  ^ ^־ :г2|^ ,  и подставляя <р = 1 /г , 
снова получим А<р =  0. Однако неправильно было бы отвечать, что везде 
Д (1 /г) =  0. Такой ответ не верен, так как поток d(p/dr через любую по­
верхность, окружающую начало координат, отличен от нуля и равен 47гОМ. 
Правильный ответ:

А<р = 47г Ош^з(г).

Здесь $з(г) — трехмерная дельта-функция Дирака. Таким образом, отвечая, 
что Ар> =  0, нужно добавить: везде, кроме начала координат, где вторые 
производные от <р стремятся к бесконечности.

4. Рассмотрим теперь общий случай сферически-симметричного распре­
деления плотности р(г). Определим, как раньше, текущую массу

d q .

Г

m (r ) = An J  p{q)q"



Интегрируя уравнение Пуассона, последовательно получим

Г ОО ОО

* г) =  / й־*   ^  = ־   I =  / ' С т ( ‘г)<г ( ! )  =
СЮ Г г

сю сю

Ога(д) °° Г Ое?га(д) Ога(г) Г с1т(д)
Ч г }  Ч г У д

Г Г

Смысл полученного выражения для <р легко понять. Первый член — это 
потенциал сферически-симметричной массы, расположенной внутри сферы 
радиуса г. Второй член является суммой потенциалов от внешних слоев.

С учетом соотношения для га(г) запишем выражение для потенциала в 
виде

<р{г) =  -4 т г  е  У  р {ч )ч 2Лч +  J  ■

В последнем интеграле мы заменили верхний предел оо на Я, предполагая, 
что при г > Я  плотность р =  0.

§ 1.4. Энергия гравитационного взаимодействия

Мы видели, что энергия гравитационного взаимодействия II для двух масс 
га! и га2 равна II = — (!т'г ™2. На случай N  точечных масс выражение для II 
обобщается следующим образом:

^  г ̂
г, к 

г >  к

При таком определении II каждая пара га ,̂ га& входит в сумму только один 
раз. Введем величину

Gmi
=  ~  > -------  ,

Г Не кфк гК

что, очевидно, представляет собой гравитационный потенциал, создаваемый 
в к-той точке всеми остальными массами. Теперь для II можно написать

N

УкГПк■
1 н  

и = \ и2 
к= !



Коэффициент |  появился вследствие того, что каждая пара точек входит 
в сумму два раза. Это выражение легко обобщить на случай непрерывной 
среды:

и  = \  J  V3 А т  =  \  J  Р<Р ( I V

(по определению йт  =  р (IV).
Для точечных масс необходимо было отбрасывать энергию самодействия, 

оговаривая правило суммирования. В сплошной среде самодействие не учи­
тывается автоматически. По порядку величины (IV ~  (<1г)3, и самодействие 
элемента (IV есть G(pdV)2/ <1г ~  (<1г)5, т.е. величина более высокого порядка, 
чем энергия взаимодействия с остальными массами, которая ~  (е?г)3.

Используем теперь выражение (р для сферически-симметричного распре­
деления р(г) и вычислим гравитационную энергию. Имеем:

(1.3)

Это выражение можно значительно упростить. Введем вспомогательную функ- 
п

цию /(ш )  =  J  — . Очевидно, / (М )  =  0 и кроме этого

м  м м

/ / ( А (.״ - / ״ ״ ־ ־ / ! ־״„ / ״ ־ ״ = =# #.
О 0 0

Имеем также df = —й т ^ .
Таким образом, интеграл от первого члена в выражении (3.3) равен ин­

тегралу от второго, и окончательно получим

м
С т йт

и — —От
’(ш)У

Это выражение проще получить иным путем, рассматривая, какую работу 
совершают гравитационные силы при наращивании данной конфигурации 
последовательными слоями. Пусть масса т  с радиусом г уже изготовлена. 
Прибавим к этой массе новый сферический слой <1т. Тогда совершенная 
работа, очевидно, равна (117 =  (!т‘1т и т .д .  В результате получим

м

и = - а  [ ^ .
г 

оУ



Для звезды, находящейся в равновесии, сила гравитационного притяжения, 
действующая на какой-либо элемент массы е?га, должна быть скомпенсиро­
вана равной по величине и противоположной по направлению силой. Такая 
уравновешивающая гравитацию сила в звездах обусловлена давлением веще­
ства (точнее, градиентом давления).

В общем случае давление Р  является величиной, позволяющей описать 
силу, действующую на выделенный в жидкости или газе объем V  произволь­
ной формы со стороны окружающего его вещества, как интеграл по разделя­
ющей поверхности

F  = - J p d S , (1.4)
s

где давление Р  зависит только от состояния вещества на этой поверхности. 
Вектор dS  =  nd S  (п — нормаль к элементу поверхности dS) направлен в 
любой точке наружу от поверхности, поэтому в (1.4) перед интегралом стоит 
знак минус. Из (1.4) следует размерность давления [Р] =  дин/см2.

Для жидкости, в которой давление однородно (Р = const), имеем очевид­
ное выражение для силы, действующей на замкнутую поверхность: F  =  0. 
Пусть теперь давление неоднородно. В общем случае в малой окрестности 
некоторой точки, раскладывая в ряд, можно записать:

Р  =  Р0 +  г V P  +  г^г&(вторые производные) +  ■ ■ ■ . (1-5)

Подставляя (1.5) в (1.4), найдем, что с точностью до величин второго порядка 
малости сила, действующая на объем d V , ограниченный поверхностью d S 1 
равна dFp =  —VPeH/, т.е. сила давления является объемной силой — она 
пропорциональна dV  и направлена из области большего давления в область 
меньшего. Масса объема dV  равна dm  =  р d V . Сила гравитационного при­
тяжения, которая является массовой силой, равна dFg =  —\7tpdm.

В равновесии для невращающейся звезды эти две силы должны компен­
сировать друг друга, т.е.

dF  =  —V(/? dm  — S/P dV  =  0

Окончательно условие механического равновесия записывается в виде

-  V P  +  V<f = 0.
Р



(Рг2\сЮ

Давление на боковые стенки 
создает радиальную силу

Я  = 2Рг<1г<Ю

Рис. 7:

Для сферически-симметричных звезд 
уравнение гидростатического равно­
весия имеет вид

1 (1Р Ога(г)
+  г 1-6 •0 = *р аг г־̂ 

Сила гравитационного притяже­
ния направлена к центру звезды. 
Уравновешивающая сила давления 

пропорциональна — V P , т.е. для поддержания равновесия звезды давление 
должно с необходимостью монотонно расти от поверхности к центру звезды.

Выделим внутри звезды единичный цилиндрический объем (еП/ =  с13(1г =
1 см3, с1г =  1 см, (!Б =  1 см2) так, чтобы основания цилиндра были перпенди­
кулярны радиусу. Для такого объема сила, обусловленная давлением, равна
— ^7 [дин/см3]. Выделим теперь шаровой сектор с раствором телесного угла 

(см. рис. 7). Казалось бы, поскольку сила давления на внешнюю поверх­
ность шарового сектора равна г2Р<Ш, то результирующая сила давления, 
действующая на единичный объем этого сектора, равна — ̂  (г2Р). Не бу­
дет ли более правильным подставлять это выражение в (1.6) вместо вели­
чины — Оказывается нет. При выводе силы, действующей на шаровой
сектор, мы не учли давление на боковые поверхности сектора, что дает доба-

Р  Лг2 глвочную силу вдоль радиуса ^  г- С учетом последнего мы опять приходим*־ 
к выражению для силы газового давления —

В общем случае неизотропного давления следует применять выражение

-) Рее <1г2
г2 <1г ’

<1{г2Рг
<1г

где Ргг ф Рее■ Для обычных газовых звезд давление изотропно — выполня­
ется закон Паскаля: Ргг = Рее и Гг = —

Предположим, что нам известно уравнение состояния в виде Р  =  Р  (/?), 
т.е. давление является функцией только плотности. Зададимся значениями 
в центре рс и Рс (г =  0). Тогда имеем систему двух обыкновенных диффе­
ренциальных уравнений первого порядка:

1 (1Р с1р Ога(г) 
р (1 р (1г г 2

(1.7)

(1.8)
(1т 9
—— =  , р г־!47 
аг

решая которую, получаем распределение плотности и давления вдоль ради­
уса.

Рассмотрим асимптотическое поведение решения в центре (г —>■ 0) и на 
краю звезды (г —> Р). При г —> 0 получим

47Г ,



Р = Рс - к 1г2 = Рс - Ц - С р 2г2,

Р = рс- к2г2 = рс-  у  Ф>*г2,

т.е. в центре dP/dr  =  0 и dp/dr  =  О.
На краю звезды имеем т  = М  и, интегрируя уравнение равновесия (1.7), 

получим
[  dP G M
I —  = --------Ь const.

J Р г
Для того чтобы звезда имела определенную внешнюю границу, интеграл 
J  dP/ р должен сходиться при р —у 0. Например, для изотермической ат­
мосферы Р  ~  рТ  (Т  = const) интеграл расходится, т.е. изотермическая 
атмосфера должна быть бесконечна.

Если давление является степенной функцией плотности Р  =  К  р 1, то 
необходимым (но не достаточным) условием конечности атмосферы является 
7 >  1. В этом случае

G M

/

р 1 1 ־  ~  А +  .
г

R  получим А  +  =  0 иИз условия р —> 0 при г

7-1
M ( R - r )

R 2
м ( 1 - 1

\  г R
״7־1

м

вблизи края звезды. Для частного, но встречающегося часто случая 7 =  
4/3 (р ~  Т 3, Р  ~  рТ  ~  /?4̂ 3), получим р ~  (Я — г )3 при г —> Я.

При определенном уравнении со­
стояния Р(р) не всегда можно ре­
шить задачу для данной массы (мо­
жет оказаться, что решений для 
выбранной массы вообще не су­
ществует). Однако, задаваясь цен­
тральной плотностью рС1 можно 
найти набор решений с различ­
ными массами, т.е. построить кри­
вую М (рс) (рис. 8). После этого 
уже видно, какие решения соответ­
ствуют данной массе, при каких мас­
сах существуют решения (т.е. состо­
яния равновесия) и т.п.

Такой же подход применим и в 
ОТО. Качественно все остается по-

Рис. 8:

прежнему: решение можно находить, интегрируя от центра, так как внешние 
слои не создают ускорения.



Ограничимся случаем химически однородной звезды. Одной из самых важ­
ных термодинамических функций вещества является удельная тепловая энер­
гия Е.  Пусть Е  известна как функция удельного объема V = 1/р  [см3/г] и 
удельной энтропии Б : Е  =  Е {у 1 Б).

По I закону термодинамики (1Е =  —Р(1у +  ТйБ.  Поэтому, зная Е {у 1Б )1 
можно найти и другие термодинамические величины. Например,

m д ЕТ  = —  
d S

Р = _ дЛ
dv

При заданной температуре Т  иногда при расчетах удобно пользоваться 
свободной энергией системы F  =  Е  — TS:

dF  =  —Pdv  — SdT.

Таким образом, F  =  F[v. Т).  Однако при исследовании механической устой­
чивости равновесной звезды важно знать E {v 1S ) 1 так как процессы тепло­
проводности в звезде очень медленные и поэтому пульсации происходят адиа­
батически, т.е. с сохранением энтропии, но не температуры.

Введем еще одну важную термодинамическую функцию — энтальпию 
Н  = E  + Pv

dH  =  T d S  +  vdP.

Если энтропия фиксирована, то 
dH\s  =  vdP = Используя это со­
отношение, запишем условие равно­
весия звезды — ̂  V P  — V</? =  0 в виде
— \7(Н-\-<р) =  0. Итак, для изэн- 
тропических звезд (S  = const) усло­
вие равновесия есть Н  <р = const 
по звезде. На краю Р  =  0, р = GM
0, Н  = 0, поэтому const =  — R
Внутри звезды энтальпия является 
“зеркальным отражением” ip (рис.
9).

Каков физический смысл соотно­
шения Н  +  ip =  const? Возьмем 1 
г холодного вещества на бесконечно­
сти и поместим его в звезду на расстоянии г от центра. Работа гравитаци­
онного поля при этом равна ip(r). Чтобы этот грамм находился в равновесии 
с веществом звезды, его необходимо нагреть до температуры окружающей 
среды Т(г), придать объем и(г), т.е. совершить работу Е { Т 1 v). Кроме этого,

Рис. 9:



необходимо произвести работу P v 1 освобождая полость объема v 1 в которую 
мы поместим наш элемент. Итак, полная работа равна ip +  Е  +  Pv  =  ip +  Н. 
Условие ip +  Н  = const говорит о том, что затраченная работа не зависит от 
места, в котором мы размещаем элемент вещества.

Вместо того, чтобы брать элемент вещества на бесконечности, мы можем 
взять его в другом месте звезды. Тогда условие Н  <р = 0 означает, что 
полная работа при перестановке двух элементов равна нулю, т.е. изэнтро- 
пическая звезда находится в безразличном равновесии относительно таких 
перестановок.

§ 1.7. Вариационны й принцип

В химически однородной звезде не­
обязательно переносить вещество: к 
тем же результатам относительно 
устойчивости можно прийти, про­
сто изменяя распределение вещества 
/?(г), не меняя при этом взаим­
ного расположения слоев (рис. 10). 
Можно утверждать, что если рав­
новесие звезды слегка нарушить, 
то энергия при этом не изменится. 
Точная формулировка этого утвер­
ждения: условие экстремума полной 
энергии звезды £  совпадает с усло­
вием равновесия.

Рассматриваем звезду с произвольным распределением энтропии S{r).
м

Полная энергия звезды £  складывается из тепловой энергии Q = J  Е ( у , S)dm
о

м
и гравитационной энергии U = — J  dm:

Рис. 10:

мм
т
— d m . 
г

J  E ( v , S ) d m - G  J£  =

о о
Найдем условие экстремума £ 1 используя т  в качестве лагранжевой коорди­
наты. Распределение плотности полностью определено, если задана функция 
р(т).  Будем варьировать г(ш), т.е. смещать отдельные слои, считая энтро­
пию S(m )  фиксированной, при этом у нас будут определены вариации и всех 
остальных величин. Имеем:

м  м
m dm ״ 

-8г:8U = —G



поэтому V  =с1т = 4л г2 рйг  = рс1 ( г3־^~ 

Тогда 8 8у <1т = — J  Р ^£־  ( б ^ г 3) с1т. Интегрируя по частям с 
о о

учетом того, что г(0) =  О, Р (М ) =  0, получим

1 дР
р дг

м

с1т = [  — —  8г с1т. 
]  р дг

дР
м

4тг 3\  дР  [  2
— г —— <1т =  / 47гг 8 г ------——
3 /  д т  У 47гг 2р д г

о

м

/<8Я =

В результате

8 г.
1 дР  О т
р дг ^  г2

м

88 =  J  с1т 
о

Если £  экстремально, то 8£ =  0 при любых 8 г(ш), следовательно, из экстре­
мальности £  следует уравнение равновесия

1 дР  О т  
р дг г2

Чем полезен вариационный принцип? Оказывается, что с помощью этого 
принципа исследовать устойчивость много проще, чем используя уравнение 
равновесия. В этом можно убедиться следующим образом. Запишем выраже­
ние для полной энергии звезды, не предполагая равенства нулю скоростей 
движения вещества звезды:

(1т ,
О ״_ т  и2 

— +  ¥

м

/£  =

где и — скорость элемента массы. Очевидно, что равновесное расстояние 
(которое всегда соответствует экстремуму энергии) будет устойчивым, если 
экстремум является минимумом. Действительно, тогда из него не может воз­
никнуть никакое другое состояние, ни с и =  0 (но другим г ( т ) ) ,  ни тем более 
с и 2 > 0. Следовательно, исследование устойчивости сводится к нахождению 
условий, при которых вторая вариация энергии 82£ > 0.

Помимо исследования устойчивости вариационный принцип позволяет на­
ходить приближенные решения для структуры звезды.

§ 1.8. Т еорем а вириала

Предположим, что уравнение состояния степенное: Р  =  К р 1. Тогда удельная 
тепловая энергия Е  = ■ Мы знаем, что в равновесии
8£ =  0 при произвольной 8г(т).  Пусть 8г =  аг  ( |а | <С 1). Такое возмущение



описывает подобное (гомологическое) расширение или сжатие звезды. Тогда 
V1)  = + ׳   За)и, 811 =  —аЦ1  — 7)3— =  ^) (־, 6 а( ^.  Следовательно,

8 £  =  — 3 ( 7  —  1 ) а < 5  —  & и  =  О ,

откуда

- ия = 3(7 -  1)
(это соотношение и называют теоремой вириала). Для одноатомного газа с 
7 =  |  имеем <5 =  —^ , £  =  ^  =  —<5 .

Теперь положим г' =  /Зг, причем 
не будем считать |/5 — 1 | малой вели­
чиной, а исходное состояние — рав­
новесным. Обозначим через £7! и 
соответствующие величиныэнергий 
исходной модели. Тогда после пре­
образования II = ^II!, <3 = ^(*-1) *?1 
(для степенного уравнения состоя­
ния). Если 7 =  | ,  то <5 =  ^<3!. 
Как выглядит в этом случае кри­
вая £{!3)1 При /5 —>■ со асимпто­
тика определяется величиной II , при 
/5 —>■ 0 — величиной <5 (рис. 11). 
Получаем, что при 7 =  5/3 кривая 
имеет один и только один минимум, 
т.е. равновесие устойчиво.

Получим теорему вириала дру­
гим способом из уравнения равновесия, причем зависимость Р(р) может быть 
произвольной. (Выше при выводе теоремы вириала из вариационного прин­
ципа зависимость Р = К р 1 была существенна). Умножим уравнение равно­
весия (1.6) на г:

г (1Р От  
р (1г г

и проинтегрируем по с1т:

г (1Р=  _  ( Г- Л-1 Л т  =  -  ( г _ Л-1 ^ г > г Ч г  =
У р йг J  р аг

От<1т

/

Р<1У
т.е.

теорема вириала при произвольном Р(р)■



При степенном уравнении состояния, используя Р  =  ( 7  — 1 ) Е  р 1 имеем 
уже известное соотношение II = —3 ( 7  — 1 )<5 -

В действительности уравнение состояния не степенное, но для многих 
оценок полезно знать свойства звезд с таким  уравнением состояния. Для сте­
пенного уравнения состояния имеется подобие, т.е. достаточно реш ить за­
дачу при данном 7  для одного значения рС1 чтобы найти функциональную 
зависимость М ( р с) и Щ рс)■ В систему уравнений

1 <1Р Сга <1т 2
 —  =  — , —  = Атгг2р, Р  = К р <

р аг г* аг

входят размерные константы

см3 см2 /  Г \  —Н1־ г
[С] =  —  [К\ = —  ( — )  , Ы  =  — .г ■ Чем■3/  СМ■3

Поэтому, комбинируя <?, К 1 рс в различных степенях, можно получить массу, 
радиус и другие характеристики звезды. Э ту  задачу можно реш ить фор­
мально, составляя систему уравнений типа

[Я] =  см1 =  [0\х [К]у [/?с]г =  см" г^ с8 ,

а  = 1 , /5 =  0, 6 =  0, т.е.

Зж +  (З7  — 1)у — Ъг =  1,

—х  +  ( 1  -  7 )у +  г  =  0 ,

—2х — 2у = 0;
-2

откуда х = —| ,  у = г =  т.е. Я  ~  ( К /С ) ^ р с2 ■
Более наглядно эта связь получается с помощью порядковых оценок:

с м 2 м
с  — ^ 4  5 Рс  — ^ 3  5 с  Рс-

Смысл первого соотношения легко понять, если вспомнить, что сила притя-С1 дл2־ ужения между двумя половинками звезды ~  д2 , а давление (сила на единицу 
площади, пропорциональной В 2) ~  . Исключая из этих выражений М, 
имеем выражение для Я, а исключая Я, находим

р , ״  ״ , / ,  / е м 2/3\ ^
с м ׳23  ~  а> г 4/3, л  ~4 /3

/? с׳

Подчеркнем, что вид кривых М (рс) и Щрс) зависит от безразмерной ве­
личины 7 , т.е. кривые для разных 7 не подобны.



Глава 2. АН АЛ И ТИ Ч ЕСКАЯ ТЕОРИЯ ПОЛИТРОП- 
НЫ Х ШАРОВ (ТЕОРИЯ Л Е Й Н А -РИ Т Т Е РА  
ЭМ ДЕНА)

§ 2.1. У равнение Э м дена

В этой главе мы будем изучать равновесные конфигурации звезд, подчиняю­
щихся степенному (политропному) уравнению состояния

Р  = Кр-У = К р ״+1 ,

где 7 — показатель, п — индекс политропы. Интерес к этому уравнению 
состояния возник еще в прошлом веке, когда думали, что все звезды полно­
стью конвективны. При этом можно предположить, что энтропия постоянна. 
Интегрируя термодинамические равенства

<1Е = —Р<1у =  К р = р״ —̂<1+1  К р ~ 1+«йр,
Р

получаем выражение для внутренней энергии

Е  = п К р "  =  п —.
Р

Отсюда энтальпия

Н  = Е  +  Р у = Е  И =  (гг +  1) —.
Р Р

В случае идеального газа известно, что (с״ — теплоемкость, '/?. — газовая 
постоянная)

^  с״ П Т  Р  7£Т с״ Р
Е  = —Т, Р = р---  или — =   , Е  = — —.

/1 р р (! 7с р

Для одноатомного газа
3״, 3

с., = —7с и п = - .
2 2

То же можно вычислить и для многоатомных газов, но этот случай не­
интересен: сейчас мы знаем о звездах несколько больше, чем 100 лет назад. 

Введем переменную 0  таким образом, чтобы

=  АО", Р = К \ 1+™ в п+\

1р л 0 п р  ! I
т.е. имеем — =   , — =  К А0<׳ и Н  = (п 41 ־) А^А0<׳.

Рс Рс Р



Для идеального газа с постоянной теплоемкостью величина 0  пропорцио­
нальна температуре. Возьмем условие равновесия в виде

ip +  Н  =  const

и подействуем на него оператором Д. Лапласиан ip есть Ал G р1 т.е. Aip =  
47rG A 0 n, а лапласиан Н  есть (п +  1)А^А1/" Д 0  , и уравнение равновесия за­
пишется в виде

4тг G А0" +  (гг +  1)КХ1/пА в  =  0 .

Будем упрощать полученное соотношение, изменяя масштаб, т.е. вводя 
переменную £ через соотношение г =  а£,

47гG А0 " 0  =  о5
а 2

где А € =
Выберем а  так, чтобы An G X = (гг + 1)N X 1!™ j  а 2. Тогда уравнение равно­

весия запишется в виде

1  — f  .״ = 0© + — 
£2 d C  <*£

илиД € 0  +  0 " =  0  ,

Таким образом, при данном п 
уравнение равновесия одно и то 
же для звезд любой массы. Решая 
уравнение при граничных условиях 
0 (0) =  1, ^  = 0  (т.е. положив

А =  рс)1 получим монотонное убыва­
ние 0  от единицы к нулю (рис. 12).
Значение £!, где 0 ( ^ )  =  0, является 
границей звезды. Плотность р1 про­
порциональная 0 ", при п > 1 спа­
дает более круто, чем 0 .  Мы уже по­
казывали в § 1.5, что при степенном 
уравнении состояния на краю звезды 
р ~  (Я — г)1̂ 7-1). Но 7 =  1 +  1 /гг, 
т.е. р ~  (Я — г)" ~  0 " . Поэтому
® ~  (£1 — О и вблизи £ =  £! величина 0  проходит нуль с конечной произ­
водной, хотя 0 " “стелется” (при п > 1), т.е. подходит к нулю, касаясь оси 
абсцисс.

Ясно, что для звезд с различными рс и К  кривые с одинаковыми п по­
добны. Достаточно знать только одну функцию 0(£). Подчеркнем важность

Рис. 12:

ф 0 ) означало бы конечный
€=о

=  0. Обратное ( Щ
€=о

deконечного условия 

скачок ускорения в центре (т.е. особенность).



Несколько авторов в прошлом веке численно проинтегрировали уравнение 
для различных п. В частности, Эмден получил таблицы 0 ״ (£) с большой 
точностью. Значение этих вычислений теперь невелико, так как расчет ре­
альных звезд проводится с учетом физических факторов, совершенно не учи­
тываемых в политропной теории (нестепенное уравнение состояния; истин­
ная связь Р  и р получается из рассмотрения всех процессов, включая перенос 
излучения, ядерные реакции). Однако для качественных исследований реше­
ние уравнений Эмдена весьма полезно. Например, с помощью политропной 
модели легко показать невозможность существования сверхмассивных звезд.

отсюда легко получить точную связь между центральной плотностью и мас­
сой звезды

Заметим, что Рс (при данных М, рс) не зависит от К .  Этот результат 
естественен, если вспомнить, что

Но распределение давления по звезде зависит от гг, поэтому выражение для 
Рс содержит структурный множитель р\(п).  Введем еще множитель Я!(гг) 
таким образом, чтобы

Это важно для проблемы квазаров.

§ 2.2. Основные парам етры  политропы

При данном радиус звезды Я =

Г  1 - 1  I 1/ 2
а =  {п-\-1)Крс  /47г О

Введем безразмерную величину р,\ =  §  0 п£2е?£. Тогда масса звезды
о

к

о

Для давления звезды в центре имеем

Рс = р !С М 2/3^ /3, где р1 = (47г)1/3/(тг +  1)р1/3.

Д =  К 1(п)[Кп в - п М ־1 ״ ]



Таблица 1:
п е! ^1 Р с /  Рср Р1 I! Я! (гг)
0 2.45 4.90 1.00 0.806 0.400 0.602
0.5 2.75 3.79 1.84 0.638 — 0.832
1 3.14 3.14 3.29 0.542 0.261 1.253
1.5 3.65 2.71 5.99 0.478 0.205 2.35
2 4.35 2.41 11.4 0.431 0.155 7.53
2.5 5.36 2.19 23.4 0.394 0.112 186
3 6.90 2.02 54.2 0.364 0.075 —
4 14.97 1.80 622 0.315 — 0.0517
5 оо 1.73 оо 0.269 0

В ряде случаев (например, в задачах вращения) важен момент инерции звезды, 
выражение для которого запишем в виде

I = ьмте.

В таблице 1 мы приводим значения введенных нами структурных величин 
для наиболее важных значений п. Выше (§ 1.7; 1.8) были введены выражения 
для полной, гравитационной и тепловой энергий звезды. Интегрируя эти вы­
ражения для политропных шаров, можно получить следующие соотношения:

з -  п ем2 з е м 2
5 — гг Я ’ 5 — гг Я ’

п в М 2 
® ~ 5 - п  Я '

Однако есть более изящный способ вывода этих выражений с использо­
ванием соображений размерности и вариационного принципа.

Запишем выражение для полной энергии £  в виде £  =  —а(?М 2/Л , где а
2 1 —п

заранее не известно, и подставим зависимость Л(М ), тогда £  ~  <?М 3 ~
5 ™  ть р 5 ™  ть н с с*

О М = или в дифференциальной форме (1£ ״־3  с1М = (1М.
Здесь (1£ есть разность энергий двух равновесных звезд, массы которых раз­
личаются на с1М.

Но мы можем изменить £ 1 добавляя массу й М  на поверхность звезды (т.е. 
при Р = 0). Тогда <1£ =  с1М: так как внутренняя энергия куска равна
нулю, и изменилась только гравитационная энергия. Полученная конфигура­
ция М  +  с1М не является равновесной. Тем не менее согласно вариационному 
принципу с точностью до (е?М)2 изменение энергии звезды безразлично к 
тому, каким образом меняется масса звезды. Поэтому (1£! =  (!£ ■2  ■ откуда

5 - п  £  С М ״ 3   — гг С М 2
--------- =  — ---  и с =  .
3 — п М  Я 5 — гг Я



С другой стороны, по теореме вириала ^  ^ ,

£ = Q +  и  = 3— ^ и  =
о п

п G M 2 3 G M 2
— Г  п  ч U —

Таким образом,

5 — п R5 — п R

§ 2.3. Ч астны е случаи политропны х моделей

1. п =  5. Как видно из выше приведенной таблицы, при п =  5 безразмерный 
радиус —> оо. Из формул для £ 1 <5, II видно, что конечные значения 
энергий звезды совместимы с конечной массой только при Д —> со. Решения 
уравнения Эмдена с п > 5 вообще теряют обычный физический смысл. 

Случай п =  5 имеет аналитическое решение вида

© =  (1 +  е2/ з ) ־1/2 , е! =  оо.

Легко проверить, что полная масса звезды конечна. В самом деле, при £ —>
ОО

со 0  ~  1/ £ , а выражение для массы М  ~  уи! ~  У 0 5 £2 <1̂  сходится на верхнем

пределе. Полный момент инерции I  r̂ j 1 0 5 «4 d(  r̂ j In f  —> со, но I / M R 2 —> О,
отак как основная часть массы сосредоточена в центре.

2. п =  1. Для давления в этом случае имеет место соотношение

Р = К р 2

и, следовательно, / ? ~ 0 и # ~ . Е ~ Т  ~  Р /р  ~  0 .  Таким образом, получаем 
линейное уравнение

1 d dO ^
^ + 0 = 0׳

одно из решений которого, удовлетворяющее граничным условиям, имеет вид

sin f
0  =

и обращается в нуль при = тт. 
В силу линейности задачи радиус 
звезды Я не зависит от массы. При 
данном К  величины Е  и Н  про­
порциональны р1 и в  один объем 
можно вложить (равновесно!) разное

R  гО

Рис. 13:



количество вещества. При увеличе­
нии массы растет только централь­
ная плотность рс (рис. 13).

Задача. Получите этот резуль­
тат  из размерностных соображений.
У чтите при этом, что размерность 
К  зависит от индекса п.

3. п =  О — несжимаемая жид­
кость. Формально при п —> 0 из
уравнения состояния Р = К р 1+1/п следует, что малые изменения р дают 
большие изменения Р.  Это дает нам право отождествлять случай п =  О 
с несжимаемой однородной жидкостью р =  const =  рс. Так как тепловая 
энергия Е  равна работе, затраченной на сжатие данного газового объема, в 
случае несжимаемой жидкости Е  =  0 и, следовательно, Q = 0. Это видно 
и из формулы Q = Для п = 0■ Полная энергия £ 1 очевидно, равна
гравитационной U .

4. п =  3. Случай п =  3 является наиболее интересным и физически 
важным. Как мы увидим ниже, он осуществляется и в белых карликах, и 
в больших горячих звездах, где Р  =  е/3, Р  ~  /?4̂ 3 (здесь е — плотность 
энергии [эрг/см3]). И даже для Солнца наиболее близки к реальности поли- 
тропные модели с п =  3.

В чем особенность этого случая? Во-первых, теория политропных шаров 
при данном уравнении состояния (при данном К )  и данной массе М  не по­
зволяет вычислить радиус звезды. Кроме того, полная энергия звезды £  =  0, 
т.е. U = —Q.

Почему это происходит? Рассмотрим порядковые оценки. Тепловая энер­
гия Q при гг =  3 по порядку равна Q ~  М Р / р  ~  М К р 1/3. Для гравитацион­
ной энергии всегда имеем U G M 2/ R  ~  —G M 2/ ( M / p ) 1̂ 3. Полная энергия 
£ = Q-\-U. Очевидно, что для разных М  энергия £  по разному зависит от р1/3 
(рис. 14). В любом случае зависимость £(р1/3) линейная. Очевидно, что при 
£ > 0 система при малых возмущениях начнет разлетаться (£ стремится 
уменьшиться), а при £ < 0 будет неограниченно сжиматься (коллапсиро- 
вать). Равновесие возможно только при £  =  0, для этого случая имеется 
только одно определенное значение массы:

/  к \  3/2
К М  =  С М 5/3 - ►  М  ~  f —  J .

Точное выражение

/7Г1)!■־( 2 \ , с  )
Таким  образом, равновесная модель с п =  3 имеет три  важ ных свойства:



1) равновесие возможно только при одном определенном значении массы 
(если К  фиксировано), 2) полная энергия £  =  0, 3) радиус звезды Я может 
быть любым, т.е. равновесие безразличное.

Рассмотрим кратко, как ведет себя полная энергия £  в зависимости от 
плотности при п ^  3 (рис. 15). В случае п <  3 набор кривых для разных 
масс имеет минимум, а при п > 3 максимум. Очевидно, что точки =  О 
являются положениями равновесия, но при п <  3 это равновесие устойчиво, 
а при п > 3 неустойчиво.

§ 2.4. Теория белы х карликов

Из наблюдений известно, что массы белых карликов порядка солнечной, но 
размеры составляют лишь сотую часть солнечного радиуса (и даже меньше), 
т.е. белые карлики представляют собой звезды с черезвычайно большой плот­
ностью вещества р ~  105-109 г /см 3. В таком состоянии обычные атомы 
разрушаются, а вещество состоит из ядер и свободных электронов, которые 
подчиняются статистике Ферми-Дирака.

Получим уравнение состояния для вещества белых карликов.
В импульсном пространстве число клеток (состояний) в 1 см3 равно <1п =  

<13р/(2тгН)3, где (27гЯ)3 — объем одной клетки (фазовой ячейки). Согласно 
статике Ферми-Дирака в одном состоянии может находиться только один 
электрон, и полное число электронов ]V, заключенное в фазовом объеме Ур =



Pf

J  47Г p2dp = с учетом спина равно
о

N  = — ^  Vp.
(2тг Н)

Здесь pF — граничный импульс Ферми, выше которого при Т  = 0 все уровни 
свободны. Итак, число электронов в одном кубическом сантиметре

дт 2 47Г з 1 3

(iTfif T ft = w f׳ '
Удобно выражать pF в единицах ш ес, вводя безразмерный параметр х =  
pF/ m ec. Тогда N  = ^1%. ■х'3■ Параметр х является мерой релятивизма: 
при х <С 1 электроны нерелятивистские, при х  1 ультрарелятивистские. 
Какой плотности вещества соответствует данный ж? Обозначим через р е 
молекулярный вес на один электрон, т.е. среднее число нуклонов на один 
электрон (ре =  1 для водорода, р е =  2 для 4Не2 и р е =  2,2 для 56Fe26)■ 
Тогда р =  р е ■ 1,6 ■ 1024־ iV =  р е ■ 106 x 3 [г/см3]. Отсюда следует, что при 
р < р е ■ 106 г /см 3 имеем х < 1, т.е. pF < m ec, и электроны нерелятивистские. 
При р > р е ■ 106 г /см 3, pF > m ec.

Для водорода х  =  0,1 осуществляется при плотности р =  1000 г /см 3 (для 
56Fe26 это соответствует р =  2200 г /см 3). Ферми-энергия электронов в этих 
условиях E f  =  рр /2 ш е = ш־10_53  ес2 =  2500 эВ, что в десятки раз превышает 
энергию связи электронов атома водорода (Е Св =  13,6 эВ). Таким образом, 
при х > 0,1 уже можно пользоваться теорией вырожденного электронного 
газа.

Рассмотрим нерелятивистскую область 0,1 <  х < 1. Средняя энергия
— 2  — 

электронов в шаре с объемом y j)p  равна Е  = |  E F = |  т.е. Е  ~  х 2.
Давление Р  ~  рЕ  ~  х 5 ~  р5/3, т.е. холодное нерелятивистское вещество 
представляет собой газ, подчиняющийся уравнению состояния с 7 =  5/3:

Р = К р 5/3.

Статистика Ферми (принцип Паули) определяет константу. Для идеального 
(неквантового) газа К  может быть любым. Если охлаждать горячий газ до 
температуры Т  = 0, то К  идет не в нуль, а стремится к определенному 
пределу. Ферми-движение электронов играет роль температуры.

З а д а ч а .  Получите точную формулу для давления вырожденного не­
релятивистского газа Р  =  1023ж5 эрг/см 3 и найдите выражение для К  через 
фундаментальные константы.

Вспоминая общие формулы, выведенные для политропных конфигураций, 
имеем (гг =  1,5):

М  ~  ж3/2, R  ~  х~1/2 ~  М ־1/3 .



Приведем характеристики типичного белого карлика, состоящего из гелия 
(/-1е =  2) с массой М  =  О,25М0 =  0, 5 ■ 1033 г; рс =  2,5 ■ 105 г /см 3, р =
4 ■ 104 г/см 3, Д =  1,4 ■ 109 см.

Строго говоря, полученные выше результаты относятся к абсолютно хо­
лодному веществу. Вещество белых карликов, которые мы наблюдаем, имеют 
отличную от нуля температуру (они светят!). Но температура даже в не­
сколько миллионов градусов мала по сравнению с характерной ферми-энергией 
электронов (к Т  < С  Е ¥). Поэтому тепловое движение плазмы не существенно 
при расчете равновесия и устойчивости белых карликов, хотя для расчета 
их охлаждения оно важно.

С увеличением массы белого карлика растет ж, и при некоторой величине 
М  ж оказывается больше еденицы, электронный газ оказывается релятивист­
ским. Импульс электрона связа со скоростью известным соотношением

mv

\Л-©2’р =

а энергия электрона

Е! =  у  (ш ес2 ) 2 +  р2с2 — т ес2 =  ш ес2(л/1 +  х 2 — 1).

При малых ж, когда \/1  +  х 2 ~  1 + получим уже известную формулу ,־^ 

ТГ 2х Р-С/1 =  Ш р С  —  =  ------- .
2 2ше

При х 1 (оставляя только главный член в разложении) энергия одного 
электрона Е  =  ш ес2ж, следовательно, энергия еденицы массы Е  ~  х  ~  р1̂ 3-, 
а давление Р  ~  рЕ  ~  ж4 ~  р4/3.

Таким образом, ультрарелятивистский вырожденный электронный газ 
подчиняется уравнению состояния с показателем 7 =  4/3 (индекс политропы 
п =  3).

Нам уже известно (см. выше), что при п =  3 равновесное состояние воз­
можно только при одной определенной массе. Для вырожденного релятивист­
ского вещества (2.1) дает это значение массы

М0 .
5,75

РеM Ch =

Для р е =  2, =  1 ,4 4 М 0 . Для всех промежуточных случаев имеются
точные численные расчеты  (рис. 16).

И так, для холодного вещ ества ре­
шение сущ ествует только при М  <



М СЬ — называют чандрасе-
каровскнм пределом массы). Из на­
блюдений мы знаем, что есть горя­
чие звезды с массой, большей М  
В результате эволюции при остыва­
нии таких звезд должна происходить 
потеря устойчивости и коллапс (бы­
строе сжатие) звезды.

В ньютоновской теории более 
жесткое уравнение состояния (на­
пример, отталкивание ядер) могло 
бы спасти звезду от коллапса. Од­
нако в ОТО при любом уравнении
состояния релятивистские эффекты всегда приводят к неустойчивости и не­
ограниченному коллапсу.

Получим, следуя Е.Солпитеру, выражение для предельной массы белого 
карлика через фундаментальные физические величины т р1 Я, с, <?, или, дру­
гими словами, найдем предельное число нуклонов для которых гравита­
ция уравновешивается давлением вырожденных электронов. Имеем М =
т рЛГС1г

Из констант <?, т р1 Ь, и с можно составить только одно безразмерное 
число: <?га2/Яс ~ ־1038 ■ 7 ,0   (аналог постоянной тонкой структуры е2/Нс). 
По определению безразмерно и

<?га

НеМ СЪ = т рм СЬ =  т р

Как найти а? Воспользуемся для этого уравнением состояния ультрареля- 
тивистского вещества и найдем постоянную К  (приближенно)

ШрИ,Е\  =  ср =  екп 1̂ 3, Р = пЕ\  =  с / т 4/3, р =

Г.е .Р  =  4 / / 3 и ] Г = А
ГПр ГПр

Для политропы п =  3 выше мы получили М  г•и ( К / <?)3̂ 2. Подставляя К ,
имеем

с3/ 2Я3/2 /  сП \ 3/2 3
м = с * щ т ’ = т р ( щ )  1 те'а = ~2'

Окончательно
~  - Р( ю 38)3/2, ~  1057-

Такое большое число обусловлено тем, что константа гравитационного вза­
имодействия мала.



Теперь рассмотрим другой предельный случай, в котором главную роль играет 
давление излучения.

Напомним уравнение состояния для идеального газа

״  П Т
Р  =   Р,ц

здесь р  — молекулярный вес вещества, т.е. величина, которая показывает, 
сколько единиц атомного веса приходится на одну частицу (отличайте р  от 
р е\). Например, р!! =  1/2, но р ен  =  1, и р Н е 4 =  4/3, р ен е =  2 и т.п. При высо­
ких температурах, когда газ полностью ионизован и является одноатомным, 
тепловая энергия грамма вещества равна

״ 3  п т
Е  =  .

2 р

С другой стороны, при высоких температурах в термодинамике звезды все 
большую роль начинает играть давление излучения. Для излучения, нахо­
дящегося в термодинамическом равновесии (планковского излучения), плот­
ность энергии однозначно определяется температурой (см. ниже § 3.3)

ег = ־1015 ■ 56 ,7   Т 4 =  а Т 4 эрг/см 3.

Давление при этом

Рг = £г/3  = ־1015 ■ 52 ,2   Т 4 эрг/см 3.

В лабораторных условиях изменяют не плотность ег, а поток лучистой энер­
гии д (Почему?), который связан с ег простой зависимостью

=  £гс /4.

(Получите коэффициент 1/4 в этой формуле.) Таким образом, д =  5,67 ■ 
־105  Т 4 =  сгТ4 (закон Стефана-Больцмана). По формуле Эйнштейна плот­
ность массы излучения

рг =  ег/с 2 г /см 3.

Имеется широкая область астрофизических условий, когда давление и энер­
гия излучения и вещества сравнимы, но плотность массы излучения много 
меньше плотности массы вещества (рг <С рт)■ Выпишем теперь выражения 
для полного давления вещества и излучения

״  П Т  а Т 4 8,3 ■ 107 Тр
Р = -- р +  —  =  -----  +  2, 5 ■ 10-15 Т 4.

р, 3 р



Рассмотрим модель звезды, в которой связь между плотностью и темпе­
ратурой дается формулой

Т  = т я 1' 3,

где т — постоянный множитель. Тогда давление вещества Рто ~  рТ  ~  р4/3 и 
давление излучения Pr ~  Т 4 ~  /?4̂ 3, т.е. в такой модели отношение давления 
излучения и вещества постоянно по звезде и

Р  =  8 , 3 Т ־ 107   / А 3 (1 +  3 ■ К Г 23 р т 3 ). 
fi

Отметим, что в этом случае энтропия S  меняется (Как? Растет или падает 
наружу?). Введем величину

у = т Зу/3 ■ 1023־  р,

тогда
Р = 2, 7 ■ 1011> 2 + ־4/3?/[1  / V 73•

Параметр у имеет простой смысл: у3 =  Pr/P m.
Таким образом, Р = К!р4/3: и мы имеем уже знакомое нам уравнение 

политропы п =  3. Мы знаем, что в этом случае равновесие возможно только 
при одном значении массы. Подставляя К \  в формулу (2.1), получим

М  =  19М&р~2[у(1 +  у3)]3/2.

Используя эту формулу, можно оценить роль давлния излучения для звезды 
данной массы (см. табл. 2, в которой принято р  =  0,5).

Таблица 2: Рост давления в зависимости от массы звезды (р  =  0.5)
У 0.05 0.1 0.7 1 2 10

м/м& 0.85 2.4 70 215 5800 7.6 ■ 107
1 — (3 =  РГ/(Р Г +  Рто) 1о1—1 10־3 0.25 0.5 0.89 0.999

Из таблицы 2 видно, что звезда с массой 215 М0 является граничной 
(у =  1). Как показал А.Эддингтон, для звезд с массой порядка 1 М0 роль 
давления излучения пренебрежима, а для звезд с М  ~  100 М0 давление 
излучения является доминирующим.

Применим теорему вириала к построенной выше модели. С учетом излу­
чения тепловая энергия звезды

в =/(3 т ^ ) л •
По теореме вириала гравитационная энергия звезды

и = - Ъ  I  РйУ = -  I  ( з ^ >  +  ЗРГ̂ ) (IV.



[3 пт ״ г
£  =  -  /  ~ --------p d V ,J 2 Ц

т.е. звезда гравитационно связана, но эта связь равна только той доле энер­
гии, которая определяется веществом

г  =  \ 1 3 и ’

поэтому при /? —► 0 £  — мало. В этой модели мы искусственно ввели поли­
тропу п =  3, но энтропия не постоянна по звезде (если S  =  const по звезде, 
то при п =  3, £  =  0). Подчеркнем разницу между показателем адиабаты 
7 и показателем политропы 1 +  1/п.  Возьмем одноатомный нерелятивист­
ский газ (7 =  5/3), для которого Р  ~  es p5/3. Пусть распределение энтропии 
по звезде определяется зависимостью es  ~  /?", тогда давление и плотность 
связаны соотношением

С труктура звезды будет определятся показателем политропы (здесь 5 /3 + а  =
1 +  1 /гг), а устойчивость зависит от показателя адиабаты, т.е. от упругости 
вещества (в нашей модели 7 =  5/3).

За счет распределения энтропии мы можем получить устойчивую звезду, 
например, с п =  4. В рассматриваемой выше модели п =  3, но полная 
энергия этой звезды не равнялась нулю, так как модель неизэнтропична. 
Устойчивость звезды определяется не распределением вещества, а тем, как 
оно ведет себя при сжатии (т.е. его упругостью!).

Глава 3. ПЕРЕНОС И ЗЛ У Ч ЕН И Я В ЗВ Е ЗД А Х

§ 3 . 1 .  В ведение

В предыдущих главах изучалось механическое равновесие звезд без учета 
процессов выделения энергии в недрах звезды и переноса ее наружу. Сей­
час, не рассматривая пока источники энергии, выделяющейся вблизи центра 
звезды, обратимся к процессам переноса энергии из недр звезды к ее поверх­
ности. В зависимости от физических условий этот перенос осуществляется 
либо излучением (фотонами), либо электронной теплопроводностью, либо 
конвекцией. В большинстве случаев для нормальных звезд перенос энер­
гии осуществляется лучистой теплопроводностью (длина свободного про­
бега фотонов много больше пробега электронов). Типичная звезда (например, 
Солнце) со светимостью 4 ■ 1033 эрг/с  потеряла бы запас тепловой энергии <5 
за время порядка 2 ■ 107 лет. С другой стороны, свободный фотон пролетает 
расстояние, равное радиусу Солнца за 2 с, т.е.,если бы звезда была прозрачна



относительно излучения, она мгновенно бы потеряла запасы своей тепловой 
энергии.2

Таким образом, перенос тепловой энергии — это не движение фотонов 
по прямой, а медленное просачивание энергии наружу. Средняя скорость по­
ступательного движения фотонов составляет ничтожную долю от скорости 
света с. Более того, фотоны не сохраняют свою “индивидуальность” , т.е. 
при столкновениях с веществом фотоны рождаются и уничтожаются.

Медленность процесса выхода энергии наружу облегчает решение задачи 
лучистого переноса. В таких условиях можно ввести понятие локального тер­
модинамического равновесия.

В изолированном сосуде может осуществлятся полное термодинамическое 
равновесие, т.е. такое состояние, при котором любой физический процесс 
строго уравновешен обратным. В условиях переноса энергии полное равнове­
сие невозможно, так как поток энергии снизу вверх не равен потоку, идущему 
сверху вниз. На самой поверхности звезды фотоны летят только наружу, т.е. 
там  термодинамическое равновесие сильно нарушается.

Внутри звезды потоки почти равны и условия мало отличаются от пол­
ного термодинамического равновесия. Поэтому мы будем считать далее, что 
в каждой точке осуществляется полное термодинамическое равновесие: 1) 
равновесие между излучением и веществом; 2) равновесие вещества (все рас­
пределения больцмановские и т.п.). Ниже будет дана оценка того, с какой 
точностью осуществляется это приближение.

§ 3.2. Основные понятия теории равновесного излучения

Пусть п — число фотонов в клетке фазового пространства, т.е. число запол­
нения, которое безразмерно. Для “ящика” данного объема можно говорить 
о числе состояний. Если состояний много, то число уровней в объеме У и в 
импульсном объеме (13р есть

V  с13р / ( 2 7 г Я ) 3.

Тогда плотность числа фотонов

ОО
2

J  п(13р [см 3], (3-1)
(27гЯ)"

N  =

где коэффициент 2 учитывает два возможных состояния с разными поляри­
зациями.

2На самом деле тепловая энергия большинства звезд сосредоточена в веществе, но в
предположении абсолютной прозрачности отбор энергии излучением происходит за время
~  Ю10־  с.



Известно, что импульс фотона р связан с волновым вектором к формулой 
Де Бройля

р =  Нк.

Подставляя это выражение в формулу (3.1), получим более наглядное 
выражение для плотности числа фотонов

N  = 2 !  гкРк/(2тг)3.

Поскольку |&| =  27г/А, очевидна размерность N  ~  1/А3 ~  см-3 и, кроме того, 
исчезает постоянная Планка Я, которая была важна только при подсчете 
числа состояний.

В сферической системе координат

с?3 р =  р2йрй£1 (р = |р|).

В случае сферической симметрии /  =  47т и
ОО

Я  =  / ״ г Л г г ’׳
о

где п — функция только от р : п =  п(р).
Поскольку энергия одного фотона

Ерн =  Ь ш =  к и =  ср1

то плотность энергии излучения (фотонного газа)
ОО

£’ = ^ 1 Р  1 пр3с1р■
о

Кроме плотности энергии ег важной характеристикой является спектраль­
ная интенсивность излучения ^  ([-Р̂ ] =  эрг/см 2 с Гц стер) — величина, ко­
торая при отсутствии поглощения или рассеивания не зависит от расстояния 
до источника. Из наблюдений всегда получается а в физику дела входит 
число заполнения п.

Получим связь между ^  и п:

2с 2 &Р 2пр3с 2п к  V
г  = = пр —— ср ״-״    „ =  ———

(27г К) <1у (27г К) А2

(при этом мы использовали, что йр/в, и =  2ттН/с). имеет смысл энергии, 
проходящей через площадку А2 в еденицу времени в еденичном интервале 
частот, поэтому [.Р1„] =  эрг/см 2 с Гц.

В общем случае (и при отсутствии равновесия) связь между ег и ^  дается 
формулой

1 [
£ г =  -  I Г и (1 и  (10 ,.

С )



§ 3.3. К инетика фотонов и ф ормула П ланка

Рассмотрим теперь, как меняется функция распределения фотонов с учетом 
их взаимодействия с веществом. Пусть имеется среда из атомов, которые 
могут находиться только в двух состояниях — в основном и возбужденном, 
и разность между этими уровнями равна /и/, и пусть имеется N  атомов/см3 в 
основном состоянии и ]V* — в возбужденном. Тогда кинетическое уравнение 
для числа заполнения можно записать в виде

ПТ)
—  = - п М а с ,  (3.2)

где первый член в правой части учитывает увеличение числа квантов в ре­
зультате их испускания возбужденными атомами с вероятностью а;, а второй 
член — уменьшение п при поглощении их невозбужденными атомами, а  [см2]
— сечение возбуждения. Из квантовой механики известно, что вероятность 
поглощения ас тождественно равна вероятности испускания ш (так как пря­
мой и обратный процессы описываются одним матричным элементом). В 
кинетическом уравнении (3.2) испускание квантов определяется только свой­
ствами вещества и его состоянием. Однако существует вынужденное, или 
индуцированное, испускание: вероятность испускания квантов в какое-то со­
стояние пропорционально числу квантов, уже имеющихся в этом состоянии. 
Как говорит теория (и опыт), полная вероятность испускания есть а;(1-|-гг), и 
с учетом вынужденного излучения кинетическое уравнение запишется в виде

^  =  ш[ЛГ*(1 + п ) ~  N 71] = и[Я * -  гг(N  -  ЛГ*)].

Отметим, что при ]V* >  N  возможен экспоненциальный рост плотности излу­
чения (мазерный эффект). А в астрофизических условиях такая неравновес­
ная ситуация может встречаться только в газовых туманностях (источники 
ОН и т.п.).

В условиях локального термодинамического равновесия, которое осуще­
ствляется внутри звезд, ничего подобного быть не может, так как распреде­
ление атомов по энергиям описывается формулой Больцмана:

]V *  =  М е ~ Е / к Т .

Поскольку Е  =  ки

^  = с о Щ е ~ ^ к Т - п ( 1 - е - ^ кТ)\.

(1п
В равновесии



71 =   
е ки/кТ _  I  ’

это формула Планка.
Легко убедиться, что равновесие устойчиво. Запишем уравнение кине­

тики в виде
<1х
—— = а — ох. 
сИ

Введем у = х  — а/Ъ, тогда ^  =  — Ьу, и общее решение есть

а ,х  =  — +  ке , 
о

х  =  а/Ь — это равновесное решение, а общее решение описывает приближе­
ние к нему, что и доказывает устойчивость.

Рассмотрим предельные случаи формулы Планка.
1. Рэлей — Джинсовская область, х  =  к и / к Т  <С 1• Используя разло­

жение ех =  1 +  х +  . . . ,  получим для числа заполнения: и =  1 <^ | ־ = ־ , 
а для интенсивности Еи =  2п̂ и = Как видим, в последнее выраже­
ние постоянная Планка не входит. Формула Еи = Щг первоначально была 
получена в классической теории. Колебания электромагнитного поля можно 
представить набором осцилляторов, каждый из которых имеет энергию кТ.  
Ясно, что формула Рэлея — Джинса неприменима при малых А из-за рас­
ходимости интеграла J  Е״с1и (ультрафиолетовая катастрофа). Кроме того, 
при к и / к Т  > 1 она не согласуется с опытом. Но при к и /к Т  > 1 следует 
использовать другое предельное раложение формулы Планка.

2.Виновская область: к у ) к Т  >  1, п = е~Н1,/кТ <С 1. Это распределение 
имеет вид формулы Больцмана. Ее мы получили бы, если бы пренебрегли 
в кинетическом уравнении индуцированным излучением (так как п <С 1). 
Точное выражение для плотности энергии

ОО ОО

с [  з 1 с [  Р3<1р

Л 0 0

/ к Т \ 4 с ־׳( к Т \  с С х с1х , ~ Л ,
\  С )  7Г2к 3

О
Здесь использован табличный интеграл:

4
7Г

=  — ~  6,49. 
15/ х 3(1х

ех ~ 1

ОО

О

Максимум функции распределения энергии по частоте приходится на х  ~
2, 7, т.е. ки  =  2, 7 кТ.



Замечание. Отметим, что формула Вина очень удобна для приближен­
ного вычисления интегральных величин в теории излучения. Например, при

и Свычислении полной энергии точное выражение ] ^  -можно заменить при ־!—
ближенным интегралом J  е~хх 3(1х. В этом случае жтах =  3, а интеграл
ОО

J  е~хх 3<1х =  3! =  б (сравните с точным значением 7Г4/ 15 =  6,49). Винов- 
о
ское приближение является первым членом в разложении функции Планка:

= е~х ---- 1----  =  е~х +  е~2х + е~3х + ■■■
ех — 1 1 -  е~х

и
Г х Ч х  = Г е- Х х Ч х  +  [  е-2хх Ч х  +  . . . =

'" ־3!(1 + ? + ^ + •)
Это выражение наглядно демонстрирует роль остальных членов, которые 
дают вклад около 7%.

Используя виновское приближение, легко вычислить, какая доля энергии 
излучается в области частот больших некоторых. Например, 

х  >  3, ки > 3 к Т  — 60% 
х > 4, ки > 4 к Т  — 40% 
х  >  10, ки > 10 к Т  — 6%.
Отметим, что несмотря на экспоненциальный множитель существенная 

доля энергии (6%) излучается при х > 10.
Ранее в кинетическом уравнении ^  =  Л^*а;(1 -\- п) — N  асп, и! =  сгс, мы 

предполагали, что ш — вероятность перехода с одного уровня на другой. В 
действительности уровни имееют некоторую ширину (размыты), и полная 
вероятность перехода определяется интегралом (Размерность [\У] = с-1 в 
отличие от [а;] =  см3 ■ с-1 .)

W  = /о ' „ а  X  г )р 2<1р<т,
Щ־271)  r = 1 2 J(2 т г й ) ^ ׳־

где ^  учитывает два возможных состояния поляризации. Расчет сечения
г=1,2

а  (классический, либо квантовомеханический) дает формулу

(И7/ 2)2

”■ =  ,7'"“ (а1- ^ Р  +  (1У /2)  ̂ (ф°рмула

Подставляя это выражение в интеграл для ]V, который запишем в виде



получим, что СГтах =  Л2 / 7Г-
Рассмотрим причины размытости уровней. В нулевом приближении по 

квантовой теории возможны только строго определенные энергетические уровни. 
В следующем приближении появляется возможность переходов между энерге­
тическими состояниями атома, и в силу нестационарности состояний уровни 
энергии оказываются размытыми — по принципу неопределенности на вели­
чину А Е  ~  к \ ¥ . Испускаемые кванты будут иметь размытость порядка \ ¥  
по частоте.

Вероятности распада могут быть разными. Например: переход с уровня 
2Р  в основное состояние атома водорода происходит за 1, 6 ■ 10-9 с, в то время 
как в линии в 21 см за 106 лет. Важно, что при этом изменяется только 
ширина <т, пропорциональная IV, но всегда сгтах =  А2/ п  (рис. 17).

Все это верно для одного изоли­
рованного атома. В действительно­
сти атомы взаимодействуют. В ре­
альном газе существует ряд причин, 
по которым спектральные линии 
расширяются: столкновения частиц, 
допплер-эффект, штарк-эффект. При 
этом может случиться, что <ттах 
окажется меньше. Например, из- 
за допплер-эффекта должен сохра­
няться интеграл /  сг<1и> и сгтах сни­
жается.

Следует помнить, что естественная высота сечения сгтах =  А2/ 7Г сохраня­
ется, если нет размывающих его механизмов. В качестве примера можно рас­
смотреть эффект Мессбауэра. Если принять соответствующие меры (грубо 
говоря, закрепить атомы в кристаллической решетке), то можно наблюдать 
резонансные линии 7-излучения ядер, при этом сечение как раз равно X2/тг.

§ 3.4. Т орм озное излучение зарядов

Заряд (электрон), движущийся равномерно и прямолинейно, очевидно, ни­
чего не излучает (чтобы в этом убедиться, достаточно перейти в систему 
отсчета, где он покоится). Из классической электродинамики известно, что 
количество энергии, излучаемой зарядом в еденицу времени, определяется 
его ускорением:

2 е2

Подчеркнем, что эта формула относится к одному заряду. Если ускоряются 
два жестко связанных электрона, то <5 возрастает в 4 раза (так как <5 ~  е2). 
Таким образом, нельзя просто суммировать <5 от различных зарядов.

Рис. 17:



Ниже мы будем рассматривать излучение электрона при ускорении его во 
внешнем электрическом поле, скажем, в кулоновском поле иона. Вдали элек­
трон движется практически с постоянной скоростью. Ускорение электрона 
максимально при пролете на минимальном расстоянии от иона. Очевидно, 
при этом максимально и излучение. Нас будет интересовать и спектральный 
состав излучения С̂ и ~  е2ж2/с 3, где х и — фурье-компонента ускорения.

Займемся излучением длинных волн. Фурье-компонента ускорения

<И.х и = 7} J£״=~2  (<0

Если |аЛ| <  1 (длинные волны)

х и =  J  хсИ = Аж,

т.е. х и равно изменению скорости за время полета и не зависит от и. Тогда 
при одном столкновении в еденичном интервале частот излучается энергия

(3.3)
(Аж)5

=  -  е 
3

эрг
Яи

Подчеркнем еще раз, что это выражение справедливо только при ш <  1/т, где 
т — длительность события (столкновения) (рассматриваем длинные волны). 
Заметим, что размерность <5 к в формуле (3.3) изменилась на с2 по сравнению
с размерностью , так как мы перешли сначала на еденичныи интер­
вал частот и, кроме того, рассматриваем энергию, излученную не в секунду, 
а за все время пролета.

Легко подсчитать изменение им­
пульса электрона, пролетающего в

-----поле иона, первоначально имеющего
скорость V и прицельный параметр Ь 
(рис. 18):

Ь [
— =  I  =  А (ту) = А (шж), 
V J

г е 2

Ль
| \

6

Д)
е г о

ь 2

откуда

тЬу
А ж =

Рис. 18:

Пусть на ион с бесконечности падает пучок электронов со скоростью V 

и плотностью Ме. Через кольцо площадью 2ттЬ(П> около поля иона прохо­
дит ЪЛ электронов в секунду. Каждый из них в еденичном интервале 
частот излучает ()и. Если в 1 см3 находится ионов, то полный поток



энергии, излучаемый в еденицу времени, очевидно, равен интегралу (лога­
рифмический множитель опускаем)

ОО

ш 2и/
о

Из квантовой механики известно, что квант частотой и может получить 
только электрон, имеющий энергию больше т и ^ п/ 2 =  ки. Поэтому в полное 
выражение войдет множитель е~Ни/кТ

эрг
см3сГц

327Г /27г т \ 1̂ 2 N z N e ^ 2е6

־7׳־ = —  \ Ш ) - ^ ־  —  е ־ , Т

(формула тормозного или //-излучения). В этой формуле учтено, что элек­
троны имеют максвелловское распределение по скоростям с температурой Т.  
Как видим, число квантов с ки > к Т  экспоненциально мало. Это связано с 
тем, что большие кванты излучаются электронами с большими энергиями, 
сосредоточенными в “хвосте” максвелловского распределения.

При данном объемном коэффициенте Jv изменение интенсивности Ри в 
прозрачной среде, очевидно, определяется уравнением

(п У Я ,)  =  ^  =  р ,
<1х 471־

где х — координата вдоль произвольного направления п. Прозрачный источ­
ник ( малы поглощение и индуцированное излучение) дает одну и ту же осве­
щенность в любой точке сферы с радиусом много больше размеров источника 
независимо от формы источника. В общем случае с учетом индуцированного 
излучения и поглощения изменение интенсивности вдоль определенного на­
правления выражается уравнением

(!!*1и  ,]и  ,]
7 --- ~Л ~Л ^  ( Л ц Г ц 1ах 47Г 47г

где аи [см-1] — коэффициент поглощения.
При полном термодинамическом равновесии п = ег. ~

е кТ  - 1

г/3/  5 = 0. Получаем, что отношение объемного коэффициента
излучения вещества Jv к его коэффициенту поглощения аи есть универсаль­
ная функция V и Т  (закон Кирхгофа):

Jv|(^v =  87Г к и3 е~^т/с 2.

Таким образом, если вычислено Jl,1 то аи находится элементарно, и для 
свободно-свободных (//)-переходов получаем

4 /  2тг Л в6£ ״ 2А^]Уе 3, 7 • 108£ 2А^]Уе _ 
и 3 \ 3 к Т т )  к с т и 3 и3л/Т



Объеденим в правой части уравнения переноса члены, отвечающие инду­
цированному излучению и поглощению, так как оба они пропорциональны 
неизвестной функции координат — интенсивности излучения Ри (поскольку 
п ~  Ру). В члене индуцированного испускания Jl,n|A^т выразим Ju через ко-

7 { л _ Н и  ч _
эффициент поглощения аи, тогда правая часть примет вид аи{1—е

Отсюда видно, что вынужденное испускание можно трактовать как некое 
уменьшение поглощения: часть квантов как бы поглощается и ту т  же испус­
кается с той же частотой и в том же направлении с вероятностью е~Ни/кТ. Фи­
зически такие акты  никак себя не проявляют и их можно вообще исключить 
из рассмотрения, вводя

а'и = аи ( 1 - е - Щ .

Уравнение переноса принимает вид

d F  Т111 и .
~ ^  = ^ ~  а" *׳ ’

и взаимодействие излучения с веществом можно представить так, как будто 
существует только спонтанное испускание и эффективное поглощение, опи­
сываемое коэффициентом а'и.

Коэффициент истинного поглощения аи ~  г/-3 , но при ки < к Т  эффек­
тивное поглощение а'и ~  и~2 и в равновесии это дает рэлей-джинсовскую 
формулу для интенсивности Реч ~  ^  ~  !/2 (коэффициент излучения 1и при 
ки < к Т  фактически постоянен). Используя закон Кирхгофа ^  
запишем в общем случае уравнение переноса в виде

11Р״
=  o!v (Fveq -  Fv).

dx
Это уравнение записано для координаты, изменяющейся вдоль луча зре­
ния. Из него видно, что, если при х  =  О Fv =  0, то сначала, при малых 
х  <  1 /а[,, Fv стремится к Fueq линейно: Fv =  a'uFueчж, а затем при х > 1 j  a'v 
быстро устанавливается равновесие, при котором Fu =  Fueq. Если раз­
меры излучающего облака (слоя) х 0 меньше 1/а[,, то оно является оптически 
тонким и интенсивность его излучения всегда меньше равновесной в а'их 0 
раз. Полный поток энергии, излучаемой такими облаками, пропорционален 
F  = J  Fudu = х а J  a'^Fueqdu. Введем средний коэффициент поглощения

J  ® j e q  d u

f  Fv ecLdv
тогда

F  = ax0Feq.

Средний коэффициент поглощения для тормозного механизма, очевидно, ра­
вен

״  _ л  n - 2 4  r y 2 ^ e N z  Г _!■,
a f f  =  6 ,5 -1 0  Z  [см ].



Соответствующая средняя длина свободного пробега фотона

1 т 7! 2
О / =  —  =  1 , 5 - 10”  [см].

״ / /  Z * N eN z

Причем, если плазма содержит смесь ионов с зарядами Zi и атомными мас-

XiZi
сами Ai, то

А г ’ 

x tz?
А,. '

N e = 6 - 1 0 23p J 2

Z 2N z  =  б  ■ 1023 р

Рис. 19:

где Xi  — весовая доля данного иона.
Рассмотрим процесс установле­

ния равновесия между веществом и 
излучением для однородной неогра­
ниченной среды, в которой в началь­
ный момент I =  0 излучение от­
сутствовало, а вещество было мгно­
венно нагрето до температуры Г0. 
Очевидно, что прежде всего это рав­
новесие установится на низких ча­
стотах, так как а'и ~  1 /и 2. С тече­
нием времени равновесие будет уста­
навливаться при больших значениях
V (см. рис. 19).

§ 3.5. Рассеяние излучения на свободны х электронах

Рассмотрим движение электрона в плоской электромагнитной волне: Е х =  
Eq c o s  Lot, распространяющейся вдоль оси z. Уравнение движения электрона:

m x  =  еЕо cos Lot,

и энергия, излучаемая таким электроном,

2 е 2х 2 2 е4Е 2 c o s 2 Lot

3 с3 3 т 2с3

Своих источников энергии у электрона нет. Фактически он переизлучает 
(рассеивает) энергию падающей электромагнитной волны в других напра-
влениях, так что

Q = W a T [эрг/с],



где \ ¥  [эрг/ссм2] — поток падающей энергии:

Е 2 сов2
= с

4л87Г
и сечение рассеяния

знаменитая формула Томсона. Величина

г0 =  е2/ш с 2 =  2, 8 ־1013 ■  см

называется классическим радиусом электрона.
При преобладающей роли электронного рассеяния (процессы поглощения 

излучения несущественны) изменение интенсивности Е״ в монохроматиче­
ском пучке фотонов, очевидно, равно

Можно ввести коэффициент “поглощения” при томсоновском рассеянии (хотя 
реально поглощения энергии и нет):

электронного рассеяния.
В астрофизике обычно пользуются не коэффициентом поглощения ах, аи1 

а так называемой непрозрачностью

3 а д а ч и. 1. Дана водородная (7! =  1) плазма со значениями плотности
р = 10 6, 10 3, 1 г/см 3, температурой Т  =  108, 3 ■ 106, 105 К. Для х =

Интегрируя уравнение для Ри1 получаем

к аи/р = ״  [см2/г].

Таким образом, непрозрачность за счет рассеяния

к? = 0,4уие [см2/г].



h v / k T  =  10-2 ־1, 1, 5, 1020 ,  найти v 1 A, kjj , к?■ В переменных lg T  — lg p 
найти кривую, на которой Kff = «т- Подсчитайте Jv.

2. Пусть в каждой точке звезды плотность и температура связаны соот­
ношением р =  const ■ Г 3, где const заранее не известна. (Тогда Р  ~  Г 4 ~  р4/3, 
т.е. индекс политропы п =  3.) Для чисто водородных моделей звезд с мас­
сами М  = 1, 10, 100q и центральных плотностей рс =  100, 1 и 10-2 г /см 3 
найти радиус R , температуру в центре Тс и полную энергию £.

3. Пусть распределение плотности по звезде определяется зависимостью 
р =  рс[1 — ( г / R )2]9, где д =  1, 2, 3. Найти гравитационную энергию звезды 
U = — G^l К д: т.е. найти К д.

Пусть энергия еденицы массы Е  связана с р соотношениями: а) Е  =  А р 1/3 , 
b) Е  =  А р 1/2. (Какое при этом Р  =  Р(р)1)

При тех же распределениях плотности найти связь между М и  А й з  усло­
вия минимума полной энергии Е.

Глава 4. ТЕОРИЯ ПЕРЕНОСА (П РО ДО Л Ж ЕН И Е)

§ 4 . 1 .  П еренос излучения при рассеянии

В предыдущей главе было получено уравнение для изменения интенсивности 
при томсоновском рассеянии

см2 

г

Таким образом, интенсивность излучения удаленного точечного источника 
при прохождении через рассеивающую среду уменьшается. Однако внутри 
звезд в условиях локального термодинамического равновесия (JITP) излуче­
ние идет со всех направлений, так что хотя часть лучей уходит с данного 
направления за счет рассеяния, за счет того же рассеяния приходят лучи с 
других направлений. Поэтому уравнение переноса можно записать в виде (по­
скольку частота при рассеянии не изменяется)(Сечение рассеяния считаем 
не зависящим от угла, так как томсоновское сечение рассеяния симметрично 
относительно рассеяния на углы 7Г и 7Г — 0  : <т(0) =  <т(7г — 0 ) . Поэтому в 
теории переноса его можно заменить на а = const.)

dFu
= - F u*cTp+ <FU(Q) >  устр,

где <_Рг,(0 ) >  — усредненная по углу интенсивность излучения.
Нас интересует поток энергии излучения. Поскольку полного термодина­

мического равновесия нет, в каждой точке должна быть зависимость Fv от 
направления (анизотропия). Однако эта  анизотропия внутри звезды мала, и

=  —уст р FV1 уст =  0 ,4 /р,е
dFu
dx



при усреднении по всем направлениям мы получим величину, мало отличную 
от равновесной,

< Р 0 ״( ) > =  ^еч■
В условиях ЛТР температура плазмы соответствует температуре Ри еч и Ри еч 
является в сферической звезде функцией только радиуса

Ри е<\ — Еиец{^)■
Поэтому при рассеянии уравнение переноса имеет тот же вид, что и при 

поглощении:

(4.1)=  р>Ст (Р^ед ־  Р״ ).
(1Ри
<1х

Разница заключается в области применимости. Для тормозных процессов 
достаточно только равновесия ПЛаЗМЫ, а излучение может быть суще­
ственно неравновесным и уравнение йРи/й х  =  р?с(Ри — Ри) применимо даже 
вблизи края звезды. Для рассеяния излучение должно быть почти равновес­
ным, поэтому у края звезды, где сильна анизотропия излучения, уравнение
(4.1) неприменимо. Итак, внутри звезды

(]Ри (4.2)о! ( Р!у <1̂ Ей)!<1х ׳
где

х!ы = *}} +  ■
В других условиях могут играть роль и другие механизмы непрозрачно­

сти, но эти остаются важными.
Как решать уравнение переноса (4.2)? В условиях ЛТР предлагается 

следующий метод последовательных приближений.
1-е приближение: Ри = Риец(х) (в оптически тонкой плазме Ри <С Риец)■
2-е приближение: найдем малые отклонения от полного термодинамиче­

ского равновесия. Подставляя Риеч(х) в левую часть (4.2), имеем вдоль луча 
с координатой х

еч1 (1Ри
<1х^  ^  е ч ---------рж

Величина I =  1 /  хр ,  очевидно, есть 
длина свободного пробега кванта ки. 
Предполагая, что Риец = Риеч(ж), 
имеем

и eqд К
дх■Руеч(•̂ ׳Ь ®) — ■Р1" ׳ еч(•̂ Ь" (׳

Сопоставляя эти две формулы, мы 
видим, что Ри(х) есть Риеч в точке, 
“отстающей” от х  на длину свобод­
ного пробега фотона (см. рис. 20):

К  = ^ еч(ж ־  /)■



§ 4.2. К оэф ф ициент теплопроводности. Р осселандово среднее

Займемся важной для теории звезд задачей — определим коэффициент те­
плопроводности .

еч является функцией только температуры. Пусть температура меня­
ется вдоль координаты гг, Т  = х — любая ось в пространстве, и 0  — 
угол между осями (г, х). Тогда

(1Ри еЧ(•/; ) (1Ри <1Т (1Ри <1Т
<1х (1Т (1х (1Т (1г ’

т.е. с1Риеч/с1х зависит от угла 0 , и для интенсивности имеем соотношение

^ ( 0 , х) = Риеч{х) -  I сов 0 .

Подсчитаем полный поток энергии, проинтегрированный по всем частотам. 
По соображениям симметрии поток направлен вдоль оси г:

Fv cos 0  dfl du [эрг/с см2].

Интеграл по dfl берется по всем углам, т.е. полный поток есть разность 
потоков слева направо и справа налево. Подставим Ри в выражение для Нг :

[  Fv eq cos 0  dfl d u ---- — [  lv— cos2 0  dfl du.
J  dz J  dT

Hz =

Везде ниже будем писать FU1 понимая под этим Fue4. Первый член в 
правой части уравнения после интегрирования по dfl обращается в ноль, а 
во втором зависимость cos2 0  даст 47г /3. В итоге полный поток равен

d T A i r f  dFv
> = Y  / •'1т ’

где величина ^ / ־  С называется коэффициентом лучистой теплопро­
водности (напомним, что в общем случае коэффициентом теплопроводности 
называется величина, стоящая при V T). Запишем выражение для Нг в том 
же виде, что и в кинетической теории газов. Ранее мы определили плотность 
излучения в каждой точке как

Ап
£г =  ---

С
J  Fvdu.

Следовательно,

/
dFv d cer
dT dT  47Г



Введем среднюю длину пробега

— R o s s,! — <' ־ ־ ' ^>

J ^ d u ־ 

Эта величина называется росселандовым средним. Тогда

dT 4л с der с dT
-El z  —  * *R o s s  <-» ~A ir r  —  **R o ss  77 ~ i dz3 4л dTdz 3־ 

b

Итак, H = —D\?T,  где D = cl/3 —  коэффициент диффузии такой же, как 
в кинетической теории газов. Главный вклад в росселандово среднее дают  
кванты с энергией hu ~  4кТ,  т.е. основную роль в переносе энергии играют 
кванты с большой энергией.

В оптически толстом теле с источником тепла внутри возникает градиент 
температуры, и поток тепла определяется зонами прозрачности. Оптически 
тонкий горячий слой излучает (по закону Кирхгофа) то же, что он погло­
щал бы при внешнем облучении. Таким образом, больше всего такой слой 
излучает там, где велика непрозрачность, например в линиях.

П р и м е р ы .  1. Пусть имеется только томсоновское рассеяние, т.е.
I =  1 /жтр. Чему равно /дов8? Очевидно, IroSS =  1-, так как Iт не зависит от и.

2. Пусть непрозрачность хи за­
дана в виде гребенки (рис. 21) с 
длиной зубцов Ъ — а, Ь а и 
шириной зубцов, равной расстоя­
нию между ними. Тогда, очевидно, К у  
Iross — 1/2ар, т.е. в задачах пе­
реноса излучения весь поток посту- ^  
пает в “окнах большей прозрачно­
сти” (ответ не зависит от Ь!). В за­
дачах об излучении оптически тон­
кой плазмы все определяется верх- р ис 2 \- 
ушками гребенки, где велико погло­
щение и велико излучение.

В первом приближении такая гребенка (только с различной шириной зуб­
цов и промежутков) может имитировать учет поглощения в линиях при пе­
реносе излучения.

3. Найдем I r o SS д л я  тормозного поглощения. Имеем

1)

v
V f

- 1- 1’
Г 7/2 х3

Введем х =  h v / k T , тогда

I



dFv И  еж 2 4 еж
dT  ~  Г2 (е*_!)2 ~  Ж (е- - ־2(1

Интегрируя и выписывая численные коэффициенты, получим

7 ■ 10 22 р /г л  X^.Z2\ /г л  X iZ i\
* f f  ~  Т 7 / 2  [ l u  - J - )  ( Ь ^ ~ )

—  формула Крамерса.
Как и раньше,

Й = --—  V er.
3 xjfP

Оказывается, что ytff =  ycv при h v /k T  =  б, т.е. эффективный перенос тепла 
осуществляется квантами большой энергии. Это объясняется тем, что мак­
симум весовой функции dFvjdT  приходится на х ~  4, и, кроме того, тем, что 
усредняется 1/а[,, a a'v убывает с частотой.

Заметим, что в формулу для непрозрачности входит отношение р / Т 7!2. 
С другой стороны, как мы показали ранее, р / Т3 ~  Рд/Рг, причем это отно­
шение определяется массой звезды. Таким образом, в первом приближении, 
пренебрегая различием Т 7!2 и Г 3, получим, что ус пропорциональна Рд/Рг и 
тоже однозначно зависит от массы звезды.

Если в непрозрачности важны оба механизма, то усцо88 ф mjj +  •>*т (не 
забывайте, что усредняем lu =  \f(ycv +  уст)). В качестве упражнения подсчи­
тайте в этом случае усцаяя■ Можно показать, что

*Ross = уст f ( p / T 7/2).

Не надо преувеличивать точность всех этих расчетов. Все, что мы гово­
рили, справедливо для водородной плазмы, но для реального звездного веще­
ства существенна роль тяжелых элементов. Например, для железа энергия 
связи последних Л’-элсктронов порядка 9 кэВ и степень ионизации его меня­
ется с глубиной. Все оказывается гораздо сложней. Необходимо учитывать 
многие процессы: свободно-связанные, связанно-связанные (линии) и др. В 
этой книге дается лишь общая физическая картина, общее представление, а 
не точные методы расчета. Один вопрос о теплопроводности, рассматрива­
емый в современных статьях, может быть предметом целого курса. Настоя­
щий курс позволит начать чтение оригинальных статей, но никак не заменит 
их.

§ 4.3. П оведение р и Т  вблизи поверхности горячей звезды

Зависимость р и Т  от радиуса определяется уравнениями:
1 \ d P  G m (r )) ~dF = -----г* Р —  уравнение гидростатики,



2) L(r) =  —Ait r2 —  уравнение теплопроводности, где L(r) =  НгАттг2
—  светимость, т.е. полный поток энергии через сферу радиуса г. Так как 
Рг =  ег/3 , перепишем последнее уравнение в виде

dPr жр L(r) 
dr сАттг2

Если бы ядерная энергия каждой еденицы массы звезды е (эрг/г ■ с) вы­
делялась одинаково, так чт 
получили бы, что

=  const по звезде и L(r) = е m (r), то мы

dPr же
dP cG 47г

ж = ж(Рг/ Р ), (4.3)

, например,

Рг/  Р = const.

Поскольку приближенно

Несколько десятков лет назад, когда мало знали об источниках ядерной 
энергии, астрофизики занимались задачами подобного рода, однако сейчас 
это представляет чисто исторический интерес.

Вблизи поверхности звезды ш (г) =  М, Ь(г) =  Ь —  полная светимость 
звезды и

dPr жЬ
dP cG 47Г М  ’

это хорошее приближение потому, что постоянно выделение энергии е, а по­
тому, что у поверхности М  — m <̂i. М.

При г =  Д Р г =  0, Р  =  0 и Р г =  const ■ Р. Из (4.3) получим ж =  const, а 
из уравнения гидростатики

dP dip Т
—— ~  ——— =  const ■ р 
dr dr)

имеем Т  = const ■ (R  — г). Из Pr/P  = const следует р ~  Г3 =  const(i? — г)3. 
Таким образом, независимо от того, как распределены источники ядерной 
энергии вблизи центра звезды, следует асимптотическое распределение Т  и 
р вблизи поверхности. Заметим только, что на краю Т  ф 0, а Т  -  Tef f . 
Поэтому наши асимптотики верны при Т  > Tef f , где Tef f  определяется со­
отношением

L =  Air(rT*f f  R \

т.е. не в атмосфере и не в короне.



§ 4.4. К ритическая эддингтоновская светим ость

Из условия Р > Рг следует, что |^ ־ | >  |^г|■ Вообще говоря, не всегда можно 
дифференцировать неравенства, но в данном случае нетрудно убедиться, что 
все в порядке. Теперь очевидно, что

4тг в М с  
Ь < ------------.

х

Самая маленькая непрозрачность —  это =  0, 4 см2/г . Поэтому светимость 
звезды не может никогда превышать величину 47т (?М с/0,4, т.е.

I  < б, 3 ■ 104М  =  3 ■ 1О41 0 ( ^ 0  =  ЬС1

Ьс —  величина, называемая эддингтоновским пределом светимости.
Отметим, что для Солнца Ь&/М & =  2 эр г /г с , т.е. выделяется энергии 

примерно столько же, сколько при гниении опавших листьев, и большая све­
тимость определяется только большой массой, но все равно <С Ьс.

Подсчитаем эддингтоновский предел еще одним простым способом. Пусть 
на некотором расстоянии от звезды со светимостью Ь имеется один электрон. 
Поток излучения Н  через 1 см2 равен

=  J  к V соэ 0  ■ <£> (г/, 0 ) с10 йи,4тг г2Н =

где <р —  число квантов в единичном интервале частот, пролетающих через 
1 см2 в направлении 0  за одну секунду.

При столкновении с электроном один квант отдает импульс ки/  с, и сила, 
действующая на электрон со стороны излучения (импульс, передаваемый в 
единицу времени),

/  =  [  —  соэ 0  ■ (р СГт сЮ (1и .
J с

Дальнейший расчет прост. Так как ат не зависит от частоты, а индика- 
трисса рассеяния хотя и зависит от угла, но такова, что вероятность рассе­
яния на угол 7Г — 0 ,  получим

/  = ־   Я. (4.4)с
Таким образом, при подсчете не важно распределение функции <р по углу. 
Один и тот же результат (4.4) получится и внутри звезды, где <р почти сим­
метрично, и вне звезды, где кванты летят в узком телесном угле. Прирав­
нивая это выражение для /  силе притяжения, действующей на один протон, 
получим

а  а  Ь С М т р
/  л 2 2С С 47Г Г Г*



Мы подставили шр, так как сила притяжения протонов много больше 
силы электронов. В стационарной картине возникает электростатическое 
поле, удерживающее электроны. Таким образом, у звезды возникает заряд. 
(Вычислите величину и знак этого заряда.)

Итак,

L <  G M m - c =  Lc.
(Тт

§ 4.5. У стойчивость теплового потока

Рассмотрим простую задачу. Пусть имеются две пластины с заданными тем­
пературами Г! и Г2, вещество между ними с теплопроводностью D. завися­
щей от Т  (см. рис. 22). В стационарных условиях установится поток типа

ах
Пусть в каком-то диапазоне температур D упадет до нуля. Как изменится 
Я?

Ответ “Н = 0” неверен. В стационарной картине Н = const

J''DiT

Х \  —  х 2
Н = —

Рис. 23:Рис. 22:

Поэтому, если при некоторых температурах D =  0 (точнее, очень мало), то
т2

немного уменьшится J  DdT , Н  соответственно упадет, но не обратится в
т!

нуль. Важно, что V T  подстроится так, что Н = const, появится скачок Т  
(см. рис. 23). Другое дело, если задать D как функцию ж; в этом случае 
поток мог бы и обратиться в нуль, так как в этом случае

״  т! -  т2



Н20 нд

нд Н20
устойчиво неустойчиво

Рис. 24:

Уравнения равновесия позволяют исследовать устойчивость звезды относи­
тельно сжатия или расширения без перестановки слоев. Из вариационного 
принципа мы знаем, что при 7 >  4 /3  энергия имеет минимум, звезда устой­
чива относительно таких возмущений. Следующий вопрос —  устойчива ли 
она относительно перестановки слоев. Сферически- симметричными движе­
ниями в пределах гидродинамики невозможно переставить слои вещества: 
появляются бесконечные Р, р. Поэтому необходимы более сложные движе­
ния.

Рассмотрим, например, равнове­
сие двух несжимаемых жидкостей 
с различной плотностью (вода и 
ртуть), рис. 24. Ситуация, в которой 
более тяжелая жидкость находится 
сверху, может быть устойчивой от­
носительно плоских движений, но, 
рассматривая более широкий класс 
возмущений, например опрокидыва­
ние, получим выигрыш энергии. Та­

ким образом, картина устойчива только тогда, когда снизу находится более 
тяжелая жидкость.

3  а д а ч а 1. Проверьте это методом малых возмущений.
3  а д а ч а 2. Проверьте, что и в случае сферически-симметричного 

распределения несколько несжимаемых жидкостей разной плотности грави­
тационная энергия (? J  т йт /г  минимальна, когда внутри более плотная не­
сжимаемая жидкость.

В звездах плотность падает с высотой. Это еще не значит, что они обя­
зательно устойчивы относительно перестановок слоев. Для ответа на вопрос
об устойчивости мы должны привести два разных элемента к одинаковому 
давлению и сравнить их плотности. Если при этом плотность поднятого эле­
мента окажется меньше, то такое распределение плотности неустойчиво. Рас­
смотрим, например, одноатомный газ:

р  = е־ а5/7г Р 3/5,

где Б —  энтропия, 72. —  универсальная газовая постоянная. Если два эле­
мента привести к одинаковому давлению, то, очевидно, мерой плотности, а 
значит и величиной, от которой зависит критерий устойчивости, будет эн­
тропия Б этих элементов. При адиабатических смещениях энтропия сохра­
няется и распределение будет устойчивым, когда Б растет с высотой, так 
как при этом поднявшийся элемент окажется тяжелее окружающего газа. 
Таким образом, при с1Б/с1г > 0 конфигурация устойчива, при с1Б/с1г < 0  —  
неустойчива. В частности, изотермическая атмосфера всегда устойчива, но



адиабатическое распределение (йБ/йг =  0) находится на грани устойчиво­
сти.

Обычно Б =  <5(Т, Р ), т.е. для устойчивости необходимо

с1г \ д Т ) р <1г ^  \ З Р /  т <1г 

Отсюда получаем условие на градиент температуры

dT
<

(dS\ dP 
\дР)т dr dT

dr (dS /dT )p dr адиаб

При данном уравнении состояния температура должна падать не слишком 
быстро, не быстрее адиабатического градиента \dT/dr \адиаб- В противном 
случае замена слоев энергетически выгодна. Наименьшее значение адиаба­
тический градиент достигает в области ионизации —  вся энергия идет на 
ионизацию. Обычно эти области конвективно неустойчивы.

В области, где лучистое равнове­
сие дает dS/dr < 0, возникает не­
устойчивость, поэтому задачу при­
ходится решать в два приема. Сна­
чала предположим, что конвекции 
нет, решим задачу о лучистом пе­
реносе и найдем равновесное распре­
деление. В результате получим рас­
пределение энтропии S(r). В обла­
стях, где S  растет с радиусом, реше­
ние устойчиво, но там, где S  падает, 
нужно сконструировать новое решение с конвективным переносом энергии 
(см. рис. 25). В области конвекции практически S  =  const.

Внешняя конвективная зона наблюдается на ближайшей к нам звезде —  
Солнце. Наличие этой зоны приводит к ряду замечательных явлений. По­
являющийся в результате конвекции механический поток энергии нагревает 
корону до температуры порядка 106 К и приводит к истечению солнечного 
ветра. Взаимодействие конвекции и вращения приводит к генерации магнит­
ного поля, образованию пятен и активности Солнца. Эти интересные явления 
составляют предмет отдельной науки —  физики солнечной активности, ко­
торая выходит за рамки нашего курса. Нужно только помнить, что Солнце
—  самая обычная и очень спокойная звезда. На других звездах могут проис­
ходить подобные явления или еще более мощные. По-видимому, некоторые 
из них мы наблюдаем в виде вспышек карликовых звезд (аналогичных хро- 
мосферным вспышкам на Солнце), но большинство из них пока недоступны  
нашим приборам. Развитие наблюдений, например, рентгеновской астроно­
мии скоро сделает эти проблемы насущными для физики звезд.

-энтропия 
при лучистом 
переносе

Rобласть
конвекции

Рис. 25:



Глава 5. ЯДЕРНЫЕ РЕАКЦИИ

§ 5.1. С войства ядерны х сил

В основе теории ядерных реакций лежат представления о ядерных силах, 
ядерных взаимодействиях. Ниже мы дадим тот необходимый минимум зна­
ний о ядерных превращениях, который позволит дать представление о том, 
что же происходит в центральных областях звезды.

По сравнению с остальными известными в физике взаимодействиями ядер- 
ные являются наиболее сильными. Характерная энергия ядерных сил ~10  
20 МэВ/нуклон. Они больше гравитационных в Ю40 раз, электромагнитных 
в ~  100 раз. Ядерные силы являются короткодействующими, их потенциал

т.е. на больших расстоянияхсм!13пропорционален е мг/г , где ~  10

(г >  10 13 см) они убывают экспоненциально быстро, но на малых
радиусах преобладают над всеми остальными (см. рис. 26).

В настоящее время неизвестно, 
как ведет себя потенциал ядерного 
взаимодействия на малых расстоя­
ниях при г —> 0: либо он выхо­
дит на константу, либо вообще силы 
притяжения сменяются отталкива­
нием. Однако из-за принципа не­
определенности, вид потенциальной 
ямы вблизи нуля не очень существен 
для расчета связанных состояний. 
Например, в атоме водорода вблизи 
ядра кулоновский потенциал (~ е /г )  
порядка 106 В, но основной (самый 

низкий) уровень имеет энергию связи всего 13,6 эВ. Более низких уровней (со­
ответствующих меньшим расстояниям между электроном и протоном) нет в 
силу принципа неопределенности. Поэтому детали поведения потенциала на 
очень малых расстояниях неважны.

Ядерные силы одинаковым образом действуют как на протоны, так и на 
нейтроны. Это свойство ядерных сил называется изотопической инвариант­
ностью. Изотопическая инвариантность относится к силам, но важно учиты­
вать еще и принцип Паули, согласно которому две одинаковые частицы (два 
протона или два нейтрона) не могут находиться в одном и том же состоянии.

Рис. 26:

§ 5.2. П ростейш ие примеры

1. Ядро, состоящее из протона и нейтрона —  дейтерий:

рп = 2В  £ Связи =  2 ,2  МэВ.



Орбитального движения нет (7 =  0), но спины р и п параллельны, спин ядра 
5 =  1 и полный момент J  = 1. Энергия связи 2,2 МэВ относительно невелика, 
т.е. состояние очень мелкое, 2Б —  рыхлая система.

Могут ли быть в таком состоянии два протона Не или два нейтрона (ди­
нейтрон)? В опытах таких ядер не нашли. И это неудивительно. В дейтроне 
I =  0 и спины параллельны, т.е. две разные частицы (р и гг) находятся в 
одном итом же состоянии, но две тождественные частицы (два фермиона —  
два протона или два нейтрона) в такое состояние уложить нельзя. Можно 
было бы образовать ядро из двух тождественных частиц с I ф 0. Но это 
означало бы пролет одной частицы около другой на некотором прицельном 
расстоянии. При этом среднее расстояние между нуклонами увеличивается 
и ядерные силы ослабевают. Есть еще одна возможность: взять ядро из двух 
нуклонов с I =  0 и 5 =  0, т.е. с антипараллельными спинами. Однако за­
висимость ядерных сил от спинов такова, что они сильнее, когда спины 
параллельны и слабее в обратном случае. В случае двух нуклонов (когда 
энергия связи основного уровня при 5 =  1 невелика —  2,2 МэВ) это приво­
дит к тому, что связанных состояний с антипараллельными спинами вообще 
нет. Не надо думать, что это есть результат какого-нибудь отталкивания. 
На самом деле это еще одно проявление принципа неопределенности: для 
существования связанных состояний необходимо достаточно сильное взаи­
модействие. Исследование рассеяния нейтронов на протонах и протонов на 
протонах показывают, что в состоянии 5 =  0 они притягиваются, но не до­
статочно сильно.

2. Тритий (3Т); рпп, I =  0, 5 =  1/2, причем спины нейтронов антипарал- 
лельны. Энергия связи Есв =  8, 48 МэВ, т.е. такую энергию нужно затратить, 
чтобы разбить ядро трития на три частицы.

3. Гелий-3 (3Не); ррп, I = 0, 5 =  1/2. Здесь антипараллельны спины 
протонов, Есв =  7, 72 МэВ. В приближении изотопической инвариантности 
энергии связи 3Т и 3Не были бы равны, но в следующем приближении влияет 
кулоновская энергия отталкиваниямежду двумя протонами в 3Не, поэтому 
3Не не так сильно связан.

4. Гелий-4 (4Не); ррпп , I =  0, 5 =  0, Есъ =  28,3 МэВ.
Если есть два сорта частиц, то максимально можно использовать 4 ча­

стицы, чтобы сконструировать ядро с /  =  0 и з  =  0. Чтобы оторвать один ну­
клон, нужно затратить энергию порядка 20М эВ = (28 — 8) МэВ. Таким обра­
зом, эта система чрезвычайно сильно связана. Поскольку оболочка 1 = 0 
заполнена, ядро 4Не аналогично химически благородным газам, инртность 
которых объясняется заполненностью электронных оболочек.

5. Образование ядер 5Не, 51л в связанном состоянии невозможно. Од­
нако есть 6Не с Есв =  0 ,6  МэВ и 8Не с Есв =  3 ,0  МэВ. (Существование 
6Не известно давно, 8Не предсказан одним из авторов в 1960 г. и лишь по­
сле этого открыт на опыте (см. А.И.Базь, В.И.Гольданский, В .3 .Гольдберг, 
Я.Б.Зельдович. Легкие и промежуточные ядра вблизи границ нуклонной ста­



бильности. М., “Наука”. 1972).) Эти ядра устойчивы относительно сильного 
взаимодействия (относительно распада на составные части).

Если нет специальных причин и если хватает энергии, то ядерные реак­
ции, состоящие в перестановке п и р ,  идут с сечением а ~  7гг2 ~  10-26 —  
־1024  см2.

Например, реакции
2D +  2D -► 3Не +  п ,

2D +  2D -► 3Т +  р

сводятся к энергетически более выгодной перегруппировке нуклонов. При 
этом никакие другие взаимодействия не участвуют и задача фактически 
является классической задачей о столкновении шариков. Сечение такого про­
цесса порядка квадрата радиуса “шариков” (в данном случае г т 10-13 см). 
В ядерной физике принята еденица сечения 1 барн =  10-24 см2.

Когда говорят, что ядро некоторого элемента, например 5Не, не суще­
ствует, то это означает, что время существования такого элемента не больше 
времени пролета частицы через ядро =  10-13 см /109 см /с =  10-22 с. Скорость 
109 см /с соответствует энергии в несколько МэВ, а получающееся время 
־1022  с есть характерное время ядерного взаимодействия.

§ 5.3. У ч ет  электром агнитного взаимодействия частиц

Электромагнитное взаимодействие играет роль поправки к ядерным силам
—  мы видели это на примере 3Не и 3Т. Другой более сильный пример: ядро 
8Не —  связано, но с заменой двух нейтронов на два протона, не существует 
из-за кулоновского отталкивания. С учетом принципа Паули наиболее ком­
пактно можно уложит ядро с равным числом протонов и нейтронов, но из- 
за кулоновского отталкивания выгоднее брать несколько больше нейтронов.

238Например, g2 U состоит из 146 нейтронов и 92 протонов, т.е. нейтронов в 1,5 
раза больше. По этой же причине тяжелые ядра неустойчивы относительно 
деления.

Без кулоновского отталкивания 
две “ядерные капли” стремились бы 
слится. Объемные энергии при этом  
просто складываются, а поверхност­
ная —  уменьшается, так как по­
верхность большой капли меньше 
суммы поверхностей двух малых.
Однако, вследствие того что куло- 
новские силы спадают по степен­
ному закону, а ядерные —  по экспо­
ненциальному, в крупных каплях (ядра с большим Z) далекие протоны уже не 
притягиваются друг к другу за счет ядерных сил, а только отталкиваются за

Рис. 27:



счет кулоновских. Таким образом, кулоновская энергия не очень существенна 
в легких ядрах и важна в тяжелых, вследствие чего ядра с промежуточными 
значениями Ъ (Ее) наиболее прочно связаны (см. рис. 27).

Количественные поправки к энергии —  это одна сторона дела. Другой 
важный аспект учета электромагнитных взаимодействий —  это процессы 
рождения и поглощения фотонов:

р +  п —>■ 2Б +  7 ,

2Б +  р —> 3Не +  7 .

Реакция 2Б +  2Б —>■ 3Т +  р и подобные ей напоминают игру в кубики —  они 
сводятся просто к перегруппировке нуклонов. Здесь же происходит нечто но­
вое —  рождение частиц (фотона не было, потом он родился). Из-за закона 
сохранения энергии реакция р +  п —> 2Б +  7 не может идти без испуска­
ния фотона. Притяжение протона к нейтрону всегда есть, но если нуклоны 
сближаются и не рождают никакой частицы, то энергия сохраняется и они 
обязаны разлететься.

Теперь в сечение взаимодействия р-\-п =  Б +  7 войдет вероятность рожде­
ния фотонов, т.е. появляется множитель е2/Не =  1/137. Рассмотрим процесс 
рождения фотонов на примере классического осциллятора. Для колеблюще­
гося заряда е энергия, выделяющаяся в еденицу времени,

е2 2 е2г2 со4
־̂ х = -----с3 с3я  [-о I с J

Время излучения одного кванта Тко

Тко
г =  д " ’

а вероятность этого процесса \ ¥  пи 1 /*, таким образом, равна

1 д
уУ =  — =  —  =  со  

I Тко Не А2

(здесь А =  с/а;).
По порядку величины это выражение годится для любой системы и веро­

ятность ядерных превращений с учетом электромагнитного взаимодействия

, ״2 „ ч 2е
Не

Для простой перегруппировки вероятность \ ¥  ~  1/1 ~  ш. Теперь входят 
безразмерные величины е2/Не —  сила взаимодействия и (г/А)2 —  отношение 
площади “антенны” к квадрату длины волны. Это верно при дипольных ко­
лебаниях. Если колебания имеют другую мультипольность, то входят более 
высокие степени (г/А).



З а д а ч а .  Известно сечение реакции п +  р —> D +  7 ,

const
а =    =  0 ,3  барн

v

при v =  2, 7 ■ 105 см /с (такая скорость соответствует скорости нейтронов 
при комнатной температуре). При высокой температуре, когда есть фотоны 
с энергией больше 2,2 МэВ, очевидно, будет происходить и обратный процесс 
фотодиссоциации дейтерия, и изменение концентрации дейтерия со временем 
описывается уравнением

^ 1  = ״7>  ] ״ ] [ р ]  — / ( Г ) И ,

здесь [D] —  концентрация D, f (T )  —  некоторая функция. В термодинамиче-
d[D] п ском равновесии =  0 и

=  F(T)  е х р (-2 ,2 М эВ /к Т ) .

Найти функции / ( Г ) ,  F(T)  и сечение фотодиссоциации дейтерия в зависи­
мости от температуры.

( У к а з а н и е :  пренебречь единицей в формуле Планка, т.е. считать 
(ех — I)-1 ~  е~х).

§ 5.4. С лабое взаим одействие

Типичный пример слабого взаимодействия —  превращение нейтрона в про­
тон с испусканием электрона и антинейтрино и:

п —> р +  е~ +  v .

Взаимодействие называется сдабым из-за малой скорости распада. Время 
жизни свободного нейтрона порядка 10 мин. Выше мы рассматривали реак­
ции с характерными временами 10-22 с для чисто ядерного взаимодействия 
и 1016־  с с участием электромагнитного взаимодействия, т.е. с испусканием 
7-квантов.

Подчеркнем, что при слабых взаимодействиях, как и при электромагнит­
ных, реакции идут с рождением новых частиц, т.е. число частиц не сохраня­
ется. Ни в коем случае нельзя считать, что е~ и и “сидят” в нейтроне, что 
нейтрон есть связанная система из протона и электрона. Нейтрон так же эле­
ментарен, как и протон3. Частицы действительно рождаются. Здесь можно 
провести анологию со звуком: коснемся струны —  рождаются фононы.

3Согласно современной теории нейтроны, протоны и все другие сильновзаимодейству- 
ющие частицы состоят из кварков. Однако на физических процессах в звездах это не 
сказывается.



В реакциях такого рода можно переносить частицу справа налево и слева 
направо (с обязательной заменой частицы на античастицу):

Р + " ,е+ +  п

п +  е+ +  v .Р

Чем отличается антинейтрино и от нейтрино г/? Для и и и масса покоя 
т  =  О, заряд е =  0 и, казалось бы, различий между ними нет. Отлича­
ются они по типу реакций, в которых участвуют. Например, вблизи реак­
тора экспериментально наблюдалась реакция и -\- р —» гг +  е+ и нет реакции 
и -\- п —> р-\- е~, так как реактор дает только антинейтрино. Если бы эти ча­
стицы были тождественны (как фотон и антифотон), то ничто не мешало бы 
получить реакцию и-\-п —> р-\-е~. Так же по типу реакций было открыто, что 
нейтрино бывают двух сортов: нейтрино электронное ие и нейтрино мюонное 
г/״. Последние участвуют в реакциях типа

п +  и.Р + I*

где //“ —  мю-мезон .
Следующий важный момент слабых взаимодействий: как понимать реак­

цию р —> п +  е+ +  и! Ведь протон стабилен. Мы писали реакции только 
с учетом законов сохранения зарядов. Но нужно также удовлетворить еще 
и закону сохранения энергии. Однако сохранение заряда —  абсолютно, а на 
энергию системы можно воздействовать извне.

Масса нейтрона равна

=  Мн +  0, 78 МэВ =  т р +  т е +  0, 78 МэВ ,г а .

где Мн —  масса атома водорода 
(ясно, что Мн =  тр +  ше, поскольку 
энергией связи электрона в атоме во­
дорода ~13,6  эВ можно пренебречь). 
Поэтому реакция р —> п +  е+ +  v 
в свободном состоянии идти не мо­
жет —  не хватает энергии. Но возь­
мем связанные п и р в системах: 
13С =  12С +  п и 13N =  12С +  р (см. 
рис.28). По ядерным силам 12С оди­
наково взаимодействуует как с р. так

П

4В последние годы открыта еще более тяжелая частица, подобная е и [! по своим свой­
ствам —т^. По-видимому, есть и еще один тип нейтрино г/Т, отличающийся от и и 
соответствующее ему г/т (подобно г/е и 5;1) . Подробнее см. § 7.4.



и с гг, но кулоновское отталкивание уменьшает энергию связи протона. Свя­
занный в ядре 12С протон p b o u n d  оказался “тяжелее” связаного нейтрона, по­
этому может идти реакция 13N —> 13С +  е+ +  !/, т.е.

P bound  ^ 1A bound * ^ ־ 

Стабильность протона и нестабильность нейтрона в некотором смысле 
условны, так как в связанном состоянии стабильным может оказаться ней­
трон, а не протон.

Пойдет ли реакция р +  е+ —> п +  и! Ведь т п > тр +  т е и нейтрон 
должен распадаться. В силу этого неравенства реакция не пойдет ни в атоме 
водорода, ни в плазме малой плотности и температуры: р <  104 г /см 3, Т  < 
109 К. Однако реакция пойдет либо в случае, когда нейтрон сильно связан, 
либо когда электрон имеет большую энергию. Типичный пример: 7Ве +  е~ = 
7Li +  i', нейтрон в Li крепко связан. Болыцая энергия электронов может быть 
обусловлена либо высокой температурой, либо их вырождением при большой 
плотности. Например, в вырожденном газе при высоком давлении реакция 
р +  е+ —> п +  v  идет при ферми-энергии электронов Ef > 0 ,78 МэВ. В 
этом случае эта реакция носит название реакции нейтронизации вещества
—  главный момент в теории пульсаров и нейтронных звезд.

Такие реакции могли бы идти и в горячей плазме, когда энергия электро­
нов достаточно высока: но там есть более эффективные реакции с испуска­
нием 7-квантов, которые быстро отнимают энергию у электронов. Поэтому 
в разреженной плазме нейтронизация пренебрежима из-за слабости взаимо­
действия. К тому же нейтрон распадается обратно на протон и электрон (с 
образованием и). Интересно заметить, что в той же горячей плазме, когда 
выход излучения из системы затруднен (большая непрозрачность вещества), 
процессы слабого взаимодействия с образованием нейтрона и их распадом мо- 
шут эффективно отводить энергию через испускание и и ?  (так называемые 
урка-процессы, см. § 7.4).

Слабые взаимодействия называются четырехфермионными, так как в ре­
акциях участвуют 4 ферми-частицы со спином s =  1/2.

Вероятность взаимопревращения частиц за счет слабого взаимодействия 
по аналогии с теорией электромагнитного излучения записывается в виде

W = T  | я 1 ] ' |׳2^ ־ I ־

где dN /dE  —  число конечных состояний на единичный интервал энергии, 
а Н'  —  матричный элемент гамильтониана взаимодействия, определяющий, 
таким образом, комплексную амплитуду вероятности процесса. В простей­
шей теории слабых взаимодействий полагают, что

н д f = ׳  ФЖФ̂Фп d v ,



где д —  постоянная слабого взаимодействия, а ״י/ן, фр, фе, фи —  волновые 
функции частиц. В это выражение необходимо подставлять ф или ф* (сопря- 
женную волновую функцию) соответственно тому, уничтожается или рожда- 
ется частица. Выражение Н'  написано для распада нейтрона п —> р-\- е~ -\-ие, 
поэтому мы пишем י/ן*, ф*. Волновая функция нейтрино фи пишется без 
звездочки, так как рождение антинейтрино ие эквивалентно уничтожению 
ие. Важный момент —  размерность д. Так как размерность [Я] =  эрг, а 
J  ф2(IV = 1, т.е. [ф] = см-3/ 2, то [</] =  эрг ■ см3. Заметим, что константа 
электромагнитного взаимодействия е2//гс =  1/137 безразмерна. В системе 
СвЭ численно д =  1,4 ■ 10-49 эрг ■ см3. Зная д (из опыта), можно опре- 
делить вероятность распада п —> р +  е~ +  и. Пусть энергии выделилось 
много, тогда электрон е~ —  релятивистский, и т е не должна входить в от- 
вет. Вероятность \ ¥  пропорциональна квадрату матричного элемента, т.е. 
пропорциональна д2. Необходимо подобрать такую комбинацию степеней Е. 
Я и с, чтобы получить размерность [И̂ ] =  с-1 :

д2Е п Нт с? ,

т.е.

{
2 +  п +  т  =  О
10 +  2 гг +  2т +  р =  0

—4 — 2 п — 2т — р =  — 1 ,

откуда п =  5, т  =  —7, р =  —6.
Точная формула имеет вид

607г3 /г7с6

где коэффициент 1/60713־ получен из конкретного расчета.
3  а д а ч а 1. Рассмотрим реакцию

е~ +  р —> п +  V .

Пусть энергия электронов 5М эВ <  Ее <  100 МэВ. Тогда протон и ней- 
трон можно считать покоящимися. Построить по размерности выражение 
ДЛЯ <7־[см2]:

а{Е)  ~  д2Е пНтср .

3 а д а ч а 2. Найти вероятность нейтронизации в вырожденном газе 
релятивистских электронов

Е }W  = c J  * ( Е ) ^ Л Е
Ео

\¥  = с !  а(Е)
Ео

(Е0 —  пороговая энергия нейтронизации).



Эйнштейновское соотношение между массой и энергией вещества Е = тс2 
показывает, что ядерные реакции могут быть источником энергии звезд. В 
самом деле, масса четырех протонов больше массы ядра гелия: Атр >  шне, 
и образование последнего в результате слияния четырех протонов доложно 
происходить с огромнгым выделением энергии, равным разности массы —  
дефекту масс А Е  =  (4тр — шне)с2. Однако долгое время до появления 
квантовой механики казалось, что температура вещества в центре звезды, 
Т  ~  G M /(K R)  ~  1 кэВ, слишком низка. Для преодоления кулоновского от­
талкивания при столкновении двух протонов необходима энергия порядка 1 
МэВ. При максвелловском распределении с температурой ~ 1  кэВ энергией в

1 МэВ обладает доля частиц ~  ехр ~  е-1000 ~  Ю-430 (отметим,

что в Солнце всего 1057 частиц, т.е. классическая вероятность взаимодей­
ствия двух протонов ничтожна). Тем не менее один из основателей теории 
внутреннего строения звезд А. Эдингтон, первый указавший на возможность 
реакции Н —> 4Не, не сдавался, когда ему указывали на малую вероятность 
из-за недостаточно высокой температуры, и говорил: “Поищите-ка место по­
горячее!”.

С развитием квантовой механики стало ясно, что Эдингтон прав! Веро­
ятность ядерных реакций увеличивается благодаря подбарьерному переходу 
(тунельный эффект).

Оценим скорость ядерных реакций с учетом законов квантовой механики. 
Напомним известное соотношение Де Бройля, связывающее длину волны А 
(волновое число к =  27г/А) и импульс частицы р: к =  р/Н. Движению с

, ih r  i  f  •m irимпульсом p соответствует волновая функция е —> е л или е л J у , если 
р является функцией координат. Для частиц с массой покоя m  импульс р 
найдем из закона сохранения энергии

р2 j{2m) = ЕКИН = Еполн - U  = Eq - U  .

Отсюда
р = ■\/2т(Е0 -  U) .

Для двух частиц с зарядами Z \ , Z2 энергия отталкивания

и  = г гг 2е21 г .

В классической механике частица с энергией Е  при достижении точки г!, 
где р =  0, т.е. г! =  Z!Z2/E!  поворачивает и движется в обратную сторону. 
В квантовой теории при г < г! р = iyj2m(U — Ео), и в волновую функцию 
частицы, идущей с бескончности, войдет множитель

f־»1 ____  y/U—Eo dx



У ̂ и=Щ<1х
т.е. существует конечная вероятность гр ~  е г прохождения ча­
стицы в область г <  г! (см. рис. 29). 

Рассмотрим интеграл

г! г!

2 J  у/II — Ео <1г =  2 J у/2ш׳   —------- <1г =
о о '

־»1 _____

=  2г1-\/2тЕо J

о о
־»1

=  2г1у/2т Е0 '1 у  7 - 1 7 ־ ■

Пусть

х = г ^  I \ / ^ - 1 ^ = I ■
о о

При х —> О подынтегральное выражение —> оо, однако интеграл сходится:

-  -  1 йх =  .

Отметим, что сходимость интеграла позволяет нам вести интегрирование 
от нуля, а не от радиуса ядерного взаимодейстия г2, который составляет 
~ 1 0 - 3г!. Ясно, что такое приближение (замена г2 —> 0) даст лишь небольшой 
поправочный множитель.

При точном вычислении вероятности перед экспонентой есть еще степе- 
ные множители, которые мы не учитываем. Для нас сейчас важна только 
экспонента.

Итак, ?/,2(О) =  е_ч> ■> гДе

^J2rк Z \Z 2e2 тс2 
Ч> = ~ Не у Ео

Выше предполагалось, что одно из ядер покоится (т2 =  оо). На самом деле 
при расчете в системе центра масс вместо т  следует, как обычно, подставить 
приведенную массу ^  . Тогда

^/2^гZlZ2e2 ш с2 2^гZlZ2e‘! 
Ч> = ־  Не у Е 0 /ш0 ’

где —  относительная скорость частиц на бесконечности. В таком виде 
видна безразмерность <р (аналогично е2/(Яс)).



X

Рис. 30:

Мы получили вероятность подбарьерного сближения частиц с данной
״  л  л I  ~р~ л 2тг2 Z ? Z% е4 ^4״ / л  *энергией £0׳: ~  е V ьо 5 где л  =   — ■ л +д тпр (-Ai, —  атомные массы

ядер). В тепловом равновесии (при температуре Т ) количество частиц с энер-
E q

гией Е0 пропорционально е~ т и полная вероятность

f -v jp / А Ео
ш ~  / е х d£70, где X = у ־̂  г + у ־ 

Функция х(-^о) имеет минимум при некотором значении Eq mjn (см. рис.30). 
Очевидно, что область минимума даст главный вклад в интеграл, так как 
е~х в этой точке имеет острый максимум. Вычисление таких интегралов 
проводится методом перевала. Сначала находим экстремум:

*  1 \[А ״ 1   / г ^ а У /3

1/3

2

1/3

1 y/Ä  1 _
0 ־2^ + ^ ־  ’ ■С/0 mi n ־dE0

- 3 ׳2־2׳ , Gr )  = ( ? )
27тг2 Z2Z2e4 А !А2

Xr

1/3

Z2Z ‘

а

.ок . т 1־!1/3

9 \a 1 + a 2 ’(?)
Здесь Тд =  Г /1 09 К —  температура в млрд. градусов. Теперь можно разло­
жить х(-^о) в РЯД Тейлора в окрестности точки -Еот״!:

0
( д Е

° ’ U x
1 д2х 

+  Ö ־  Е0]
2 д£ 2X = Хг



Итак, из =  е_хтт с некоторым множителем, получающимся от интегрирова-
ОО

ния второго члена, которое сводится к интегралу вида J  е~х (1х (проведите
— ОО

это интегрирование!). Так мы нашли только вероятность сближения ядер. 
Полная вероятность реакции получится после умножения на вероятность со­
ответствующего взаимодействия.

Перейдем к конкретным реакциям.

1) р  +  р  =  Б +  е+ +  V.

Выделение энергии в этой реакции Ц =  1,442 МэВ, в том числе ~  0,25 МэВ 
уносят нейтрино.

Число ядер дейтерия Б, рождающихся в 1 см3 на 1 с, равно

4 2 !  =  I  . 4 , ־1015 ■ 2 Т ־Т°/3 [с1/־Зе38’3/־2  см3] .
2 6 ■ 1023 9 1 ]

Вводя весовые доли для химических элементов

получим

р б ■102־У

^  =  4 ,2  ■ 1 0 -15̂ н Г ־92/3 е38’3־/Т«1/3 [с1־ ] .

2) Б +  р —>■ 3Не +  7 , <3 =  5,494 МэВ,

= 3,98 ■ 103 ■ Х ИХ в рТ~2/3е-3’72/т̂  [с1־ ] .
сИ

Укажем на большую разницу (1018 раз) в отношении коэффициентов в пер­
вой и во второй реацкии. Это объясняется тем, что первая реакция идет со 
слабым взаимодействием на лету, а во второй все определяется электромаг­
нитным взаимодействием. Отметим также, что вторая реакция в условиях 
земных морей и океанов “зарезается” экспонентой, несмотря на большой мно­
житель, стоящий перед ней.

3) 3Не +  3Не -► 4Не +  2р, £  =  12,86 МэВ.

Скорость реакции:

(1X4  Не
1, з . ю 111 ׳. .!н ,г,Л ־с1] ״'•׳  ] •сИ

Здесь множитель еще больше, так как реакция идет по сильному взаимодей­
ствию.

Итак, мы видим, что благодаря цепочке реакций 1), 2), 3) возможно 
превращение четырех ядер водорода в ядро гелия с выделением энергии



( ш Н е 4 ־ ־ ш н)с2. Эта цепочка реакций может идти при достаточно высокой 
температуре в абсолютно чистом водороде и называется протон-протонным 
(или рр-) циклом. Возможны и другие цепочки протон-протонного цикла.

Расчет показывает, что при низких температура (Г  <  2 ■ 107 К реакции 
идут в основном по двум следующим схемам:

р +  р =  Б +  е+ +  V !>3■ Ю10 лет при
Б +  р =  3Не +  7 б с р =  100 г /см 3

3Не +  3Не =  4Не +  2р 106 лет Г  =  1,3■ 107 К
3Не +  4Не =  7Ве +  7
7Ве +  е~ —>■ 71л +  V
7и  + р - ^ 2 4Не

Справа указано характерное время реакций (как оно вычислено?).
Ясно, что без участия слабого взаимодействия водород в Не не превра­

тить, так как из протонов надо полуить нейтроны, свободный протон в 
нейтрон не превращается —  это возможно только в поле другого протона, 
который его подхватывает. На одно ядро 4Не должно пройти две реакции 
р р — Б +  е+ +  гл На каждую реакцию р +  р во всем рр-цикле выделяется 
13,086 МэВ энергии.

Вторая цепочка интересна потому, что дает побочные продукты:

7Ве +  р —>■ 8В +  7 ,

8В -► 8Ве +  е+ +  и.

Последний распад замечателен тем, что он дает нейтрино высокой энергией, 
в среднем Е  =  8-9 МэВ, которые можно детектировать на Земле (см. ниже).

Очевидно, что скорость выделения энергии в рр-цикле равна скорости, с 
которой идет первая реакция:

р +  р =  Б +  е+ +  и.

Дейтерий тут же вступает в реакцию с протоном. Поэтому он не накаплива­
ется и стационарная концентрация

Хт> = 1 о 1П10 = Ю17־ * н  •1,3■ 101и лет
Выпишем полную скорость энерговыделения в рр-цикле:

ерр = рХ £ £о(Г/Го)" [эрг/(г ■ с)]

Го/106 £о п
1 4■ 109 10,6

5 1,8 ■ 10־3 5,95
10 6,8 ■ 10־2 4,60
15 0,377 3,95
20 1,09 3,64
30 4,01 3,03



При температурах более высоких, чем солнечные (в более массивных звез­
дах), идет С N 0-цикл (он возможен только в присутствии катализатора угле­
рода)

12С + р ^ 1 3 М +  7 ״  е - 1 3 /׳7 т 91/3,

13К —>■ 13С +  е+ +  V 10 мин,
13С + р ^ 1 4 М +  7 ^ е-1 3 ,7 /х ^
14М + р ^ 1 5 С  +  7  ^ е - 1 5 , 2 / Х ^

15О -► 15К +  е+ +  V  120 с,
+  р ^  12С +  4Не ״ е-1ЪМТ\1\

Обратите внимание на то, что в последжней реакции снова образуется ядро 
12С, с которого начиналась первая реакция. Отметим, что в отличии от ре­
цикла здесь слабое взаимодействие идет на лету, т.е. слаборе взаимодействие 
и подбарьерный переход разделены. Поскольку в СГ^ГО-цикле участвуют ядра 
с более высоким зарядами, он идет при более высокой температуре, причем 
зависимость от температуры более крутая, чем в рр-цикле. Энерговыделение 
во всем СГ^ГО-цикле в расчете на одну реакцию 14К +  р (самую медленную) 
равно 24,97 МэВ. Выпишем полную скорость энерговыделения в СГ'Ю-цикле:

£ =  £орХ-цХсцо{Т/Т 0)" [эрг/гс]

То/106 £о п
6 9 ■ Ю10־ 27,3
10 3 ,4 - 1 0 - 4 22,9
15 1,94 19,9
20 4,5■ 102 18,0
30 4,1  ■ 105 15,6
50 6, 2 ■ 108 13,6
100 1 , 9 ■1012 10,2

З а д а ч и .
1. Подсчитать, при какой температуре Б выгорает за 106 лет. То же для 

3Не.
2. Найти условия, при которых энерговыделение

£сж> =  £рр■

3. Вычислить скорость реакций:
а). 3Не +  р =  4Не +  е+ +  и

(в этой реакции выделяются высокоэнергичные нейтрино),
б). 3Не +  е~ -► Т +  V

(указание: использовать экспериментальные данные по распаду Т +  ЗНе +  
е_ +  V׳. энергия (не включая т ес2) 0,0186 МэВ, время жизни 12,26 лет. Рас­
смотреть равновесие с невырожденными электронами при высокой темпера­
туре),

в). Т +  р —>■ 4Не +  7



Когда Р. Дэвис приступал к проведению своего эксперимента по регистрации 
нейтрино от Солнца, астрофизики не ожидали ничего сенсационного. Счита­
лось, что этот опыт позволит просто уточнить параметры модели Солнца, 
так как благодаря нейтрино мы можем “заглянуть” в самые недра нашего 
светила. Однако результаты опыта оказалиль столь ошеломляющими, что 
многие горячие головы стали указывать на них как на доказательство от­
сутствия ядерных реакций на Солнце. На самом деле приходить к таким 
радикальным выводам на основе единственного, очень трудного и тонкого 
эксперимента, конечно, преждевременно. Но понимать сущность проблемы 
солнечных нейтрино необходимо каждому, кто хочет изучать физику и эво­
люцию звезд.

Для регистрации нейтрино в опыте Девиса применяется хлор-аргонный 
метод, предложенный еще в 1946 г. Б. Понтекорво. Под лействием нейтрино 
происходит реакция

1) V +  ЗГС1 —>■ 37Аг +  е~.

Порог этой реакции 0,814 МэВ. Бак, содержащий свыше 600 т перхлорэти- 
лена (СгСЦ), помещен на глубине около 1,5 км в шахте. Это сделано для 
того, чтобы избавиться от фона космических лучей, рождающих протоны, 
которые тоже приводят к образованию 37Аг:

2) р +  ЗГС1 —>■ 37Аг +  п .

Образующийся в процессе 1) аргон —  это инертный газ, он не вступает в хи­
мические реакции. Чтобы его извлечь, в бак добавлено очень немного (3 ■ 1019 
атомов) изотопически чистого 36А г. При продувании бака гелием пузырьки 
газа захватывают аргон (как 36А г, так и 37А г), который затем отделяют 
от паров гелия и паров С2С14 в сложной системе низкотемпературных кон­
денсаторных ловушек, фильтров и т.п. В результате удается извлечь около 
90% аргона, который помещают в миниатюрный пропорцианалььный счет­
чик (прибор типа счетчика, Гейгера) с камерой меньше 1 см3. Этот счетчик 
и позволяет зарегистрировать присутствие 37А г, так как этот изотоп аргона 
нестабилен: он захватывает электрон, превращаясь снова в 37С1, согласно 
реакции 1), где стрелочку следует повернуть в обратную сторону. Период 
полураспада 37Аг составляет 35 дней. Регистрация К -захвата возможна по­
тому, что в освободившееся состояние в А —оболочке переходит электрон с 
верхнего уровня. Лишь в 7% случаев энергия этого электрона уносится фо­
тоном, а в 93% —  еще одним электроном, покидающим атом (эффект Ожё). 
Именно эти Оже-электроны и позволяют отожествить отсчеты, связанные с 
распадом 37Аг, так как они имеют характерную энергию 2,8 кэВ. Такой метод 
позволяет обнаружить 37Аг, если его во всем огромном баке с перхлорэтиле- 
ном всего 10 атомов.



Разберемся теперь, что же ожидали получить от этой установки. Пре­
вращение водорода в гелий не может обойтись без слабого взаимодействия, 
так как при образовании ядра гелия 2 протона должны превратиться в ней­
троны. Таким образом на каждое ядро гелия должно выделиться 2 нейтрино. 
Какие из них могут в принципе наблюдаться в опыте Дэвиса? Рассмотрим  
основную цепочку протон-протонного цикла:

р + р ^ Т )  + е+ + и,
Б +  р —>■ 3Не +  7 ,

3Не +  3Не —>■ 4Не +  2 р .

В стандартной модели Солнца (масса =  М@, светимость =  Х@, радиус =  
доля тяжелых элементов =  0, 019, возраст =  4, 7-109 лет) по этой цепочке 
образуется 86% из всех вновь создаваемых ядер гелия. Однако максимальная 
энергия нейтрино в первой реакции всего 0,420 МэВ. Правда с вероятностью
0,0025 вместо первой реакции может пойти процесс:

р +  е_ + р ^ ־ Б +  гл

Здесь V выделяется фактически с постоянной энергией 1,44 МэВ, равной раз­
ности масс покоя Б и 2р  +  б- , которая уже превосходит порог реакции 1). 
При данной светимости Солнца поток этих нейтрино практически не зави­
сит от модели (конечно, в предположении, что светимость Солнца обусло­
влена термоядерным горением водорода). Благодаря потоку этих нейтрино 
на каждый атом 37С1 на Земле должно происходить 0 ,3  ■ 10-36 реакций 1) в 
секунду. Величину 10-36 захватов на атом мишени в секунду стали называть 
единицей солнечных нейтрино (ЗГ'ГО). Чувствитеьлность установки Дэвиса 
недостаточна для измерения потоков порядка 0,3 ЭГ'ГО. Если бы поток ока­
зался меньше 0,3 ЭГ'ГО, можно было бы поставить под сомнение термоядерное 
горение, или источник светимости Солнца. На самом же деле по данным 1978 
г. зарегистрирован поток 1,2 ±  0 ,3  ЭГ'ГО. Что же неожиданного оказалось в 
результатах Дэвиса? Все дело в том, что полученный поток слишком низок 
по сравнению со стандартной моделью Солнца.

В 14% случаев в этой модели вместо слияния с 3Не ядро 3Не сливается с 
4Не и идет цепочка

3Не +  4Не ^  7Ве +  7 ,

7Ве -|- е —> 71л -|- V ,

7и + р -> 2 4Н е .

Из получаемых здесь “бериллиевых” нейтрино 90% имеют энергию 0,861 
МэВ и тоже могут быть зарегистрированы (у 10% энергия 0,383 МэВ), да­
вая в сумме с рер-нейтрино около 1,2 ЭГ'ГО. Еще примерно 0,1 ЭГ'ГО даю т и 
от СГЮ-цикла, который должен играть совсем незначительную роль внутри 
Солнца. Все это еще не противоречит опыту Дэвиса.



Противоречие наступает в третьей цепочке рр-цикла, которая протекает 
всего в 0,02% случаев:

7Ве +  р —>■ 8В +  7 ,

8В -► 8Ве* +  е־  +  !/,

8Ве*+ -► 24Не.

Эта цепочка важна для опыта Дэвиса из-за большой энергии “борных” 
нейтрино: максимум непрерывного спектра этих V составляет 14,06 МэВ. Из- 
за более высокой энергии сечение взаимодействия борных нейтрино в среднем 
на три порядка выше, чем у рер-нейтрино. По расчетам, проведенным до на­
чала опыта Дэвиса, получали, что борные нейтрино дадут 30^-70 ЭГ'ГО, и 
только после первых резулььтатов Дэвиса удалось “уж ать” этот поток до 
4,3 ЭГ'ГО (т. е. вся стандартная модель дает 5,6 ЭГ'ГО). Почему же возмо­
жен такой разброс в предсказаниях? Дело в том, что поток борных нейтрино 
очень резко зависит от температуры: для температур центра Солнца при­
мерно Г 18 (это вызвано, главным образом, большим кулоновским барьером 
реакции 7Ве (р, 7) 8В). Поэтому небольшие вариации в непрозрачности, урав­
нении состояния, в описании конвективного переноса могут слегка изменить 
температуру в центре, что может сильно оказаться на потоке нейтрино от 
распада 8В. Но никаким способом в рамках обычных представлений об эво­
люции Солнца не удается объяснить наблюдаемый низкий поток.

Результаты Дэвиса породили огромный поток работ, пытающихся све­
сти концы с концами в этой проблеме. Рассматривалась возможность пере­
мешивания Солнца, его неоднородность по первичному химическому составу, 
распад нейтрино и т. д. Нам представляется, что разумно не спешить с вы­
водами, дождаться результатов других наблюдений.

Принципиальное значение имело бы использование галлиевого детектора 
для регистрации реакции (предложенное В.А.Кузьминым)

V  + 71ва —>■ 71Се + е ~ .

Порог этой реакции всего 0,233 МэВ, время полураспада 71 в е  11 дней, таким 
образом, эта реакция чувствительна к самым главным процессам рр-цикла. 
Здесь в стандартной модели ожидается 90 ЭГ'ГО (галлиевых), причем 63 ЭГ'ГО 
от первой рр-реакции. Трудность технического осуществления этого экспе­
римента связана, в частности, с ценой галлия. Чтобы иметь 1 событие в 
сутки, необходимо около 50 т галлия. Это будет стоить десятки миллионов 
долларов (или рублей). Но научное значение этого опыта очень велико и его 
проведение планируется как в США, так и в СССР. А галлий в конце концов 
не пропадет и не испортится. По окончании эксперимента его можно будет 
пустить на нужды промышленности.



Глава 6. СТРОЕНИЕ И УСТОЙЧИВОСТЬ ЗВЕЗД

§ 6 . 1 .  У равнения звездой струк туры

В самой общей постановке расчет внутреннего строения звезд сводится к 
интегрированию четырех дифференциальных уравнений, каждое из которых 
мы подробно рассматривали в предыдущих главах. Выпишем сейчас их вме­
сте.

1. Уравнение массы:

dMr 2 
— -—  =  47Г г  р и л и  
dr

Mr =  J  Ажр г2 dr.
о

2. Уравнение гидростатического равновесия:

dP GMr
2Гdr

3. Уравнение переноса энергии в диффузионном приближении:

и  =  -4ТГГ2
dr

где ег =  аТ4 —  плотность лучистой энергии и £) =  с //3  =  с/(3кр) —  ее 
коэффициент диффузии.

Перепишем это уравнение в виде

dT  3 кр Ьг
dr 4ас Т 3 Аттг2

4. Уравнение энергетического баланса:

dLr
4лг ре,

dr

где е [эрг/с г] —  скорость выделения энергии.
Эти дифференциальные уравнения следует дополнить уравнением состо­

яния
P = P ( p ,T ,X ,Y ,Z )

и выражениями для непрозрачности и скорости выделения энергии

к = K (p ,T ,X ,Y ,Z ) ,

£ = £ (p ,T ,X ,Y ,Z ) .



I _  л
7 )  Р <1г

Величины —  весовые доли элементов: водорода (X ), гелия (У) и дру­
гих (2).  Отметим, что в современных расчетах выражение для х  использу­
ется в виде таблиц, хранящихся в памяти машины. Уравнение (3) справед­
ливо только для лучистой теплопроводности. В области конвективного пере­
носа энергии необходимо использовать условие изэнтропичности (йБ/йг =  0), 
которое через температуру записывается следующим образом:

вт
<1г

При расчетах обычно принимают следующий переходный хмический состав 
звезды: X  ~  0,7; У  ~  0,28; 2  =  0,02 для звезд галактической плоскости и 
Z  = ־103   для звезд шаровых скоплений.

Только что обособившуюся в результате конденсации межзвездного газа 
звезду разумно считать химически однородной. Как показывают расчет, эво­
люция звезды идет различными путями в зависимости от того, остается ли 
звезда химически однородной или же изменения химического состава проис­
ходят только там, где протекают ядерные реакции, т. е. в ее центральных 
областях. У маломассивных звезд(М  <  0, 5М©) конвекцией может быть охва­
чена большая часть звезды, поэтому здесь перемешивание приводит к тому, 
что химический состав меняеться у всей звезды в целом. У более массивных 
звезд конвекция отсутствует вообще либо происходит в небольшой централь­
ной части, где выделяется энергия, и для них изменение химического состава 
является функцией только лагранжевой координаты и пропорционально ско­
рости выделения ядерной энергии:

д Х

мг
= — Ае.

В дальнейшем будем рассматри­
вать модели без конвекции. Итак, 
имеем четыре дифференциальных 
уравнения для величин Мг, Р, Т  и 
Ьг с граничными условиями:

Мг =  0, Ьг =  0 при г =  0 ,

Р  =  0, Т  = 0 на поверхости.

В центре можно варьировать два 
параметра Рс и Тс.

Если теперь мы будем интегри­
ровать эти уравнениями с фиксиро­

ванными начальными параметрами, то не всегда Р  и Т  обратятся в нуль од­
новременно на поверхности (рис. 31). Это условие (Го =  0, Ро = 0) наклады­
вает дополнительное ограничение на Рс и Тс. Поэтому семейство решений бу­
дет однопараметрическим (по Рс или Тс). При данном Рс есть одно Тс, такое

Рис. 31:



что Р0 =  0, То =  0. Итак, при учете этого условия Тс =  ТС(РС), М  = М(РС). 
Если бы мы рассматривали только механическое равновесие, то можно было 
бы варьировать два параметра (скажем М  и 5 ). Но еще необходимо, чтобы 
выделение энергии и ее отвод компенсировали друг друга (условие теплового 
баланса). Это дополнительное условие ограничивает количество решений: 
для данного Рс есть единственная модель с одним значением массы, следо­
вательно, для данной массы есть определенное значение Рс и определенная 
светимость5.

§ 6.2. С оотнош ение м асса-светим ость

Вид уравнений позволяет найти ряд соотношений для интегральных харак­
теристик звезд (масса, светимость, радиус), не решая численно систему. Это 
можно сделать в том случае, когда непрозрачность >с и энерговыделение е 
степенным образом зависят от плотности и температуры. На самом деле эти  
зависимости различны для различных слоев, и, более того, в некоторых слу­
чаях вообще нельзя применять степенную аппроксимацию. Тем не менее для 
широкого класса “гладких” моделей получающиеся соотношения подтвер­
ждаются прямым численным расчетом.

В выражениях для непрозрачности будем пользоваться при низких тем­
пературах законом Крамерса:

х  =  х 0рТ~7/2 , 

а при высоких —  томпсоновской непрозрачностью:

х  = = 0,4 см2/г .

При оценках будем производные заменять на отношения типа:

М  (1Р Р
-----  ~  ~  — и т. д.
<1г Я  ’ <1г Я 

Тогда первые три уравнения даю т следующие три соотношения:

<1МГ
4лг р —>■ М  = Я рс,

<1г

^  =  - ^ М и р  ^ Р = =  с м 2/3/ / 3 ,
аг г 2• Я

и  = -4тгг2Р > ^ ^  ^ Ь ~ я * ~  Я Т 15' 2р-2 .  
аг хр

5В принципе при данной масс могло бы быть несколько решений, но фактически это не
так (формально, впрочем, можно было бы говорить о холодном решении как равноправ­
ном). Напомним, что мы имеем дело с заданным химическим составом, таким, что при
высокой температуре идут ядерные реакции с выделением энергии.



При таких оценках численные коэффициенты опускаются. Используя первое 
соотношение, получим для светимости

I  ~  М ^ Т ^ р ־7 !*,

а уравнение состояния идеального газа Р  =  ШрТ дает

Т  ~  с м 2/у /3.

Таким образом,
I  ~  С15/2М 16/ у /6•

Аналогично заменяем уравнение для энергии:

—— =  47г г2 ре —гЬ  = В3ре =  Ме. 
аг

Для энерговыделения имеем выражение (аппроксимирующие точные фор­
мулы 5.5):

£ =  рТпи ,

где V =  4 при Т  ~  13 ■ 106 К (в случае рр-цикла) и и =  15 -г- 20 при Т  ~  20 ■ 106 
К (СГ'Ю-цикл). Дальше ограничимся случаем рр-цикла (г/ =  4). Тогда

I  ~  М  Г4 ~  с 4м и /у /3.

Исключая плотность из двух выражений для Ь окончательно получим

Ь ~  С7’8м 5’5 ,

Д -  м 0’07 , 

тэф -  м .׳13
Отметим, что читсленные расчеты даю т X ~  М 4 (для звезд с массой по­
рядка 1 М &). Следует обратить внимание на сильную зависимость светимо­
сти от постоянной тяготения I! ~  О7,8. Из геологии известно, что светимость 
Солнца не менялась, по крайней мере на протяжении последних трех мил­
лиардов лет. Это говорит о том, что постоянная тяготения не могла сильно 
меняться с возрастом Вселенной.

В случае томпсоновской непрозрачности (высокие температуры)

X  =  Я т ,

I  -  д т у  1X1־  -  М 1/3Т 4р4/3 ~  М 1/3(Т1р1/3)4 ~  С4М 11/3,

т. е. энергоотвод не зависит от р. Для энерговыделения при больших темпе­
ратурах имеем

I  =  М р Т15 (СГ'Ю-цикл),



р  ~  М 4 / 3 ־ С 1 1 / 6 ־ ,

я  ~  м 7/9.

что дает

Приведем таблицу 3, полученную путем численных расчетов для верхней 
части главной последовательности (М  >  М®, ^  =  0, 02).

Таблица.
Модели звезд главной последовательности

м/м@ 2,5 5 10

Ь/Ь@ 20 300 3000
я/ я© 1,6 2,4 3,6

Рс [г С М 3 ־ ] 48 20 8

§ 6.3. Тепловая устойчивость звезд

Раньше мы рассматривали вопросы механического равновесия звезд. Теперь 
нас будет интересовать их тепловая устойчивость, т. е. мы попытаемся по­
нять, почему Солнце и другие звезды, обладая огромными запасами взрыво­
опасного вещества, весьма “разумно” расходует его на протяжении миллио­
нов и даже миллиардов лет.

Тепловое равновесие вообще определяется равенством скоростей процес­
сов энерговыделения и энергоотвода. Система устойчива в тепловом отно­
шении в том случае, когда при небольшом возмущении температуры эти  
процессы меняются так, чтобы ликвидировать начальное возмущение.

Пусть в центре звезды “горит” водород и выделяющаяся энергия отво­
дится теплопроводностью. Что произойдет при небольшом изменении темпе­
ратуры?

Из уравнения диффузии излучения получаем, что отвод тепла (свети­
мость звезды) следующим образом зависит от физических величин:

Т 7,5

при крамеровском законе непрозрачности и

при комптоновском рассеянии. В эти формулы входит Я, а не Я2, из-за гра­
диента плотности лучистой энергии, входящего в уравнение диффузии:

с1Т4 Т4
V  Г4 =  —--------- -- I  ~  Д2У Т4 -  Я Т 4.

йг Я



Радиус Я. средние значения температуры Т  и плотности р для звезды данной 
массы не являются независимыми:

М  ~  Д3/9, Т  ~  О М /Я

(в дальнейшем (? считаем постоянной и не вписываем в формулы). С учетом  
этих соотношений имеем следующие зависимости для отвода тепла:

Ь~}} ~  М “1 р1/6 ~  М “2 л/Т, 

1 ־  -  М ь> 0 -  М Ь2Г°

(в качестве упражнения найдите показатели а,-, Ьг). Таким образом, в случае 
крамеровской непрозрачности энергоотвод от температуры зависит слабо, а 
при комптоновском рассеянии не зависит от температуры вообще.

Как обстоит дело с подводом тепла Ь+1 Из полученных в предыдущем  
параграфе соотношений имеем:

Ь ±  - М р Г 4 -  М СТ 7РР М  рТ4 ~  М СТ ‘ (рр-цикл), 

М  р Т15 -  М аТ 18 (С Ш -цикл)

(аналогично проделанному выше найдите показатели с и в). В выражениях 
для теплоотвода р и Т  входят как в числитель, так и знаменатель, поэтому 
они почти (или совсем) сокращаются. В формулу для Ь+ и плотность и тем­
пература входят с одной стороны.

Почему в Ь+ плотность р входит в первой степени? Вероятность процесса
р . Следовательно, по всейна атом пропорциональна р. на единицу объема 

массе звезды Ь+ ~  Мр.
В С N 0-цикле есть процессы 

типа 12К —> 13С +  е+ +  и, вероят­
ность которых не зависит от /?, но 
они быстры (см. 5.5), а процессы 
типа столкновений (в которые р вхо­
дит) медленны. Именно последние и 
лимитируют выделение энергии, т. 
е. они определяют скорость подвода 
тепла.

Итак, в равновесии Ь+ =  Ь~ при 
некотором фиксированном значении 
температуры (см. рис. 32).

Является это равновесие устой­
чивым? На первый взгляд кажется, 
что небольшое увеличение темпера­

туры приведет к возрастанию энерговыделения, что в свою очередь подни­
мает температуру дальше и ведет к взрыву звезды. При уменьшении тем­
пературы отвод энергии становиться больше, чем ее выделение, и, казалось

Рис. 32:



бы, звезда должна остыть. Подобная ситуация возникает при неустойчивости 
горения обычных веществ на Земле.

Однако звезды устойчивы. Где ошибка в наших рассуждениях? Мы не 
учли факт, что звезда имеет отрицательную теплоемкость. В общем случае 
змение температуры со временем определяется уравнением

I -с <и ’

где с —  теплоемкость системы. При малых возмущениях относительно точки 
равновесия Т0 разложим выражения Ь+ и Ь~ в ряд по степеням Т  — Т0, огра­
ничиваясь линейными членами:

Л{т . и То) = £ + № 0 +  ^ ( Т  -  Г״) -  Ь-(Т0) -  % ( Т  -  Г״),с
аь 4 ' (!т4 (!т4

откуда (поскольку Ь+(Т0) =  Ь~(Т0))

Ясно, что при (1Ь+/(1Т >  (1Ь~/(1Т и с >  0 малые возмущения приведут к 
неустойчивости:

'<И+ <и-
(6.1)

(1Т вт
Т  — То =  с о !^  • ехр

Для звезды полная энергия £ , которая является суммой гравитациооной энер­
гии 11 и тепловой Ш =  с״М Т , отрицательна:

и  =  — (теорема вириала; см. 1.8)

£ = и  + \У = - \ У  < 0.

Таким образом, теплоемкость звезды с = <1£/ <1Т =  —с״М  <  0, т.е. формула 
(6.1) показывает, что возмущения затухаю т, поэтому звезда и находится в 
устойчивом тепловом равновесии.

Следует помнить, что эти рассуждения справедливы только в тех слу­
чаях, когда, во-первых, при малых возмущениях звезда расширяется (или 
сжимается) как целое и, во-вторых, тепловая энергия \ ¥  пропорциональна 
температуре Т, т. е. когда звезда невырождена. Когда эти условия не вы­
полняются, то может возникнуть неустойчивость.

Рассмотрим теперь, как изменяется со временем положение теплового 
равновесия по мере выгорания водорода. Ясно, что с уменьшением общего 
количества водорода в центре кривая 1!+ будет со временем понижаться (см. 
рис. 32). Как видно, температура в центре постепенно растет, увеличива­
ется центральная плотность звезды, растет светимость. Как показывают рас­
четы, радиус звезды изменяется в ту или другую сторону в зависимости от



наличия перемешивания. В отсутствии конвекции, когда звезда со време­
нем становится химически неоднородной, размеры ее увеличиваются, т. е. 
звезда постепенно “разбухает”. Однако до тех пор, пока водород не выгорит 
в центре, все эти изменения столь медленны и незначительны, что в первом 
приближении можно считать звезду почти неизменной. Поскольку калорий­
ность водорода велика, звезда долго находится в состоянии горения водо­
рода в ее центральных частях. В этом состоянии проходит большая часть 
ее жизни, именно поэтому преобладающее большинство звезд сконцентриро­
вано на главной последовательности диаграммы Гершпрунга-Рессела. При­
ведем время жизни в годах на главной последовательности для нескольких 
значений масс звезд: М  =  М®, Т  =  Ю10; М  =  3М®, Т  =  2 • 108; М  =  15М®, 
Т  = 107.

§ 6.4. Эволю ция звезд  главной последовательности

При достаточно больших массах 
(М > 0,5М®) нет глобального пере­
мешивания, поэтому водород в цен­
тре постепенно истощается (рис. 33). 
Со временем в ядре водород исче­
зает полностью и звезда вступает в 
качественно новую фазу своей эво­
люции —  появляется слоевой источ­
ник энергии. Поскольку в централь­
ных областях энергия больше не вы-

0 1 J./R деляется, температура там вырав­
нивается —  звезда приобретает изо- 

Рис. 33: термическое гелиевое ядро (рис. 34).
С появлением слоевого источника 

звезда начинает быстро разбухать. Очень быстро происходит перестройка 
звезды, при которой ее радиус увеличивается в десятки раз. На расширение 
внешних частей звезды затрачивается энергия, что приводит даже к некото­
рому понижению ее светимости. На диаграмме Гершпрунга-Рассела звезда 
переходит в область красных гигантов.

Посмотрим на результаты численных расчетов для звезды 5 М® (рис. 
35). Практически невозможно качественно объяснить полный трек звезды 
на диаграмме Гершпрунга-Рассела. На стадии слоевого горения возникает 
конвекция, происходит сжатие гелиевого ядра и расширение оболочки. При 
сжатии ядра температура повышается до того момента, пока не станет воз­
можным загорание гелия. У звезд определеннонй массы М  < 2  М® конвекция 
не возникает, т. е. ядро долго остается изотермическим, и по мере горения 
водорода медленно нарастает его масса (причем температура и плотность 
почти не меняются). Однако это не может продолжаться слишком долго, так
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Рис. 35:Рис. 34:

как при достижении определенной доли массы звезды (М я/М  ~  10 — 15%) 
изотермическое ядро ужене может находиться в равновесии (так называемый 
предел Ш енберга-Чандрасекара, не путать с Чандрасекаровским пределом 
белых карликов). После достижения этого предела ядро начинает сжиматься 
и разогреваться за счет выделения гравитационной энергии до тех пор, пока 
не загориться гелий.

§ 6.5. Горение гелия: За—реакция

Горение гелия затруднено тем обстоятельством, что отсутствую т устойчи­
вые ядра с атомным весом А  =  5 и А  =  8 (если бы они существовали, то были 
бы возможны реакции 4Не +  1Н и 4Не +  4Не). Однако слияние трех ядер гелия 
дает устойчивое ядро с атомным весом 12: 3 4Не —> 12С. Поэтому дальней­
шая эволюция звезды определяется этой так называемой Зси-реакцией. Ядра 
81л и 8Ве неустойчивы и быстро распадаются. Например,

81л —> 8Ве 6 -|- и,

8В е ^ 2 4Не (г - ־1016  с).

Тем не менее тот факт, что ядро 8Ве хотя и неустойчиво, но все же суще­
ствует в течение времени порядка 10- 16с, оказывается существенным. Веро­
ятность реакции при тройном столкновении си-частиц с произвольными энер­
гиями намного меньше вероятности того, что две си-частицы имеют энергию 
как раз такую, что они (хотя и ненадолго) образуют систему 8Ве. Такая си­
стема —  ядро 8Ве в подавляющем большинстве случаев распадается обратно



на две си-частицы, но все же изредка происходит столкновение 8Ве с третей  
си-частицей, приводящее к образованию 12С. При больших температурах в 
термодинамическом равновесии имеется некоторая концентрация ядер 8Ве, 
определяемая формулой Саха:

[8Ве] -  [4Не]2е־ °’ЗМэв/кТ.

Столкновение ядер 4Не с 8Ве приводит к образованию ядра 12С. Так как 
вероятность процесса пропорциональна произведению концентраций 4Не и 
8Ве

[4Не] [8Ве] -  [4Не]3е־ °’ЗМэВ/кТ,

то скорость реакции ~  рл, если рассчитывать ее на единицу объема, или р2
—  на единицу массы. Однако ни столкновение За, ни столкновение 8Ве с 
а  само по себе не приводит к образованию стабильного ядра 12С, пока си­
стема не избавиться от лишней энергии. Избыток энергии трех покоящихся 
си-частиц над энергией 12С равен 7,28 МэВ, для горячих а -частиц он еще 
больше. При этом энергию не может унести нейтрон или протон —  на это 
энергии не хватает, да и получился бы 11В или 11С, а не 12С. Значит энер­
гию уносят фотоны или пары е+ , е~ (см. ниже). Снова вероятность процесса 
увеличивается, если система долго живет в данном состоянии , т. е. если мы 
имеем дело с определенным возбужденным состоянием ядра 12С, а не систе­
мой, состоящей из б протонов и б нейтронов (или 3 си-частиц) с произвольной 
энергией, не равной энергии какого-либо возбужденного состояния 12С.

9.629±0.010
(3 ־ ) ;  О

7.656±0.007
0+ ; О

У
4.430

2+ ; 0

Уровни энгергии
ядра С12(МэВ)

7.2753±0.0014
4 4 4Не+Не+Не

0+ ; 0
12

С



Ядро 12С обладает большим количеством уровней (рис. 36). Один из уров­
ней с энергией Е  =  7, 66 МэВ находится в резонансе с тремя ядрами гелия
—  3 4Н е, обладаюющими избытком кинетической энергии (7,66-6,28=0,38) 
МэВ. Это возбужденное состояние, так же как и основное, имеет спин з =
0.Поэтому переход с уровня 7,66 МэВ в основное состояние 12С не может илти 
с испусканием одного 7-кванта (спин которого равен 1). Наиболее вероят­
ным является переход с испусканием электронно-позитронной пары

12С* ^  12С +  е+ +  е-_

Снятие возбуждения может происходить также с испусканием квантов через 
промежуточный уровень Е  =  4 ,43 МэВ. Полная вероятность реакции на еди­
ницу массы пропорциональна р2е~АЕ/кТ ~  р2е~4’4/Тэ. Сравним калорийность 
Зси-реакции с /;/;-циклом:

4р ->■ 4Не +  26 МэВ,

4Н е ^  -  12С +  2 ,4  МэВ,
3

т.е. выделение энергии на грамм в Зси-реакции на порядок меньше.
Постепенно гелий в центре тоже выгорает —  возникает гелиевый слое­

вой источник, а водород при этом продолжает гореть во внешнем слоевом 
источнике (рис. 37). На стадии гелиевого слоевого источника сильно возра­
стает светимость звезды, увеличивается ее радиус, и на диаграмме ГР звезда 
попадает в область красных сверхгигантов (рис. 35). В дальнейшем (в до­
статочно массивных звездах) загорается углерод. Должно идти образование 
более тяжелых элементов О, Mg, Ые и т. д. во все уюыстряющемся темпе. 
И наконец, такая звезда должна достичь состояния, при котором теряется ее 
устойчивость. Однако пока не существует хорошитх расчетов, доведенных 
до конца. Положение дел усложняется наличием большого числа слоевых ис­
точников и ядерных реакций, скорости которых плохо изучены. Кроме того, 
возникают тепловые неустойчивости, вспышки и т.п. Все это затруднят про­
ведение детальных расчетов.

Ниже мы обсудим ряд характерных моментов, которые возникают при 
расчетов эволюции звезд и имеют достаточно простое физическое истолко­
вание.

§ 6.6. О пределение возраста скоплений

Остановимся вкратце на одном из результатов теории внутреннего строе­
ния звезд, ставшим классическим —  определение возраста шаровых скопле­
ний. Диаграмма ГР шаровых скоплений имеет характерный вид (рис. 38). 
От главной последовательности в так называемой “точке поворота” отхо­
дит ветвь красных гигантов. Можно предположить, что все звезды шаро­
вого скопления образовались одновременно. Тогда наблюдаемую диаграмму



ГР получают следующим способом. Возьмем набор звезд разных масс и по­
строим для них эволюционные кривые (рис. 39). Звезды большой массы (т. е. 
большой светимости) эволюционируют быстрее и становятся красными ги­
гантами, пока звезды малой массы еще остаются на главой последовательно­
сти. Соединив точки равного возраста (жирная кривая на рис. 39), получим 
наблюдаемую диаграмму ГР. Этот метод позволяет определить не только 
возраст скоплений, но и начальный химический состав их звезд, так как от 
него зависит вид получаемой диаграммы ГР. Получение начального содер­
жания гелия очень важно для космологии. Во фридмановской космологии в 
теории горячей Вселенной должно быть около 25-30% Не.

Сходным образом определяют и возраст рассеянных скоплений. Суще­
ственная разница —  это практически полное отсутствие ветви гигантов в 
молодых рассеянных скоплениях. Объясняется это просто —  в стадии крас­
ного гиганта звезда живет очень недолго в рассеянных скоплениях общее 
число звезд в сотни раз меньше, чем в шаровых, а “предгиганты” в них мас­
сивнее (так как рассеянные скопления гораздо моложе) и эволюционируют 
быстрее. По этим причинам вероятность застать звезду в стадии гиганта 
очень мала. Но “точка поворота” и здесь видна —  это то место, где главная 
последовательность резко обрывваеться.

0 — Т=0 (главная последовательность)
1 -1=0.5• 109лет
2-Т =1.5-109лет
3 - 1=2.2• 109лет

Шаровое скопление М3

Рис. 39:

В -У  

Рис. 38:

Интересно заметить, что в рассеянных скоплениях видны белые карлики. 
Их массы заведомо меньше чандрасекаровского предела (1,4 М©). Наблюда­
ются белые карлики около 0,7 М®, хотя звезды более массивные сидят еще на 
гланой последовательности. Например, в Гиадах есть больше десятка белых 
карликов, а точка поворота ~ 2  М®. В Плеядах найден один белый карлик, 
хотя на главной послеодвательности еще есть звезды с массой 4-6 М®! Эти



факты говорят об интенсивной потере массы звездами после главной после­
довательности и перед концом жизни.

§ 6.7. К ачественная картина эволю ции звезды

Эволюция звезд с массой больше и меньше 2,5 М® идет по-разному. При 
М  > 2 ,5  М® в изотермическом гелиевом ядре растет температура и в даль­
нейшем возможно зажигание и спокойное горение гелия. Для звезд с меньшей 
массой в изотермичесом ядре наступает вырождение, при котором сила тя­
жести уравновешивается давлением вырожденных электронов. Если в таком 
ядре начнутся ядерные реакции, то при его достаточно большой массе мо­
жет произойти термоядерный взрыв, так как повышение температуры почит 
не будет сопровождаться одновременным повышением давления. При массах
4 М@ <  М  <  8 М® наступает вырождение углерода в центре. Возможны усло­
вия, когда углеродное ядро звезды сгорает почти мгновенно и может быть 
достигнута светимость ~  Ю10 Ь&. Такой взрыв может быть отождествлен со 
вспышкой сверновой.

В этом разделе мы хотим на простых формулах (хотя и приближенных) 
показать, как в результате эволюции, из-за вырождения в центре, теплоем­
кость звезды может стать положительной, и возникает тепловая неустойчи­
вость.

Вся суть в том, что мы рассматриваем эволюцию звезды с данной массой, 
причем Р  и р связаны между собой условиями гдростатического равновесия. 
Эволюция постепенно меняет связь между Р  и р. При этом нельзя забывать, 
что звезда является протяженной, неоднородной системой, поэтому необхо­
димо говорить либо о средних значениях <Р > и < /? > , либо о значениях в 
центре Рс и рс. Ниже для определенности будем рассматривать Рс и рс.

Структуру звезды можно приближенно описать политропой. Пусть ин­
декс политропы п =  3. Тогда

Р(т) = Рс(р/рс)4/3,

< е > = ^ Р о  Рс = р ! о м ^  \
а

Ниже индекс с будем опускать. Итак,

Р = ар4/3

где а ~  М 2/3.
Рассмотрим сначала предельный случай вырожденного электронного газа 

с Т  =  0. Тогда давление связано с плотностью по формуле

1 / 2  2 — ШРСР = СО!^ • р ((ш еС2)2 +  РрС2)
־״׳V־־“
Ер



где pF =  шесж, х =  (р/Це • IO6)1/3. (Эта формула не точная! Но она правильно 
передает асимптотики уравенния состояния вырожденного газа.) Видим, что 
при х =  1, pF =  шес, следовательно, х =  1 отмечает границу релятивизма 
(см. 2.4). Итак,

Р  ~  р ((ш ес2)2 +  Ь̂ 2/3)1/2 — ШеС2 .

Учтем теперь вклад давления теплого движения частиц, вводя функцию 
/ ( Т ) ,  такую что

Р  ~  р ((тес2)2 + Ър2/3 + f ( T ) ) 1/2 -  т ес2 = ар4/3. (6.2)

Здесь f ( T )  —  растущая функция температуры, причем в не релятивистской 
области /  ~  Г , а в ультрарелятивистской ~  Т 2. Перепишем соотношение 
(2) в виде

((т ес2)2 +  Ър2/3 +  f ( T ) )1/2 =  ур1/3 +  т ес2,

где у ~  а —  некоторая новая константа, и возведем последнее соотношение в 
квадрат. Тогда (шес2)2 сократится, и мы получим

/( Г )  =  2ур1/3т ес2 +  (у2 -  Ь У /3.

При р —> 0 (нерелятивистская область) f ( T )  ~  Т и отсюда

Г -  р1/3М 2/3,

поскольку у ~  а ~  М 2!3. Итак, мы получили один из вариантов теоремы 
вириала.

При больших плотностях поведение температуры зависит от того, поло­
жительна или р2!3. Если у2 < Ь (т. е. масса мала, у ~  М 2/3 и скобка отри­
цательна), то легко увидеть, что существует равновесие при Т  =  0, р ф 0, и 
кроме этого есть максимум температуры (рис. 40). Легко найти соотношение 
между максимальной плотностью (Т =  0) и полтностью, соответствующей
максимуму температуры: рт тах ~  1р \т=0 (Так как /»Ушах =  |Т=0)• Та­
ким образом, мы видим, что при постепенном сжатии температура растет, 
достигает максимума, а затем убывает. Найдем асимптотику Ттах для малых 
масс. Имеем

р\т=о ~  (у/ ь)3 ~  М 2!

отсюда
Ттах -  р1' 3 -  М 2' 3.

Конкретные расчеты показывают, что для масс, меньших чем 0, 08^-0,10 М®, 
максимально возможная температура ниже значения, при котором начинает 
гореть водород. Этот предел слабо зависит от химического состава звезды, 
так как он получается из общих термодинамических соотношений. Можно



также найти, что для масс М  <  0, 35 М® не загорается гелий, т. е. не идет 
Зси-реакция 3 4Не ^  С, а при М  <  0 ,8  М© не горит углерод (в реакции 
12С +  12С ^  24М^). Наличие максимума температры важно и в другом отно­
шении. Именно благодаря замедлению роста температуры в маломассивных 
звездах с ростом центральной плотности звезда попадает в область вырожде­
ния (см. рис. 40). Если это происходит при достаточно высокой температуре, 
то взрыв неизбежен.

/(Т)

Рис. 41:Рис. 40:

При у2 < Ъ (М  < Мен =  1 ,4  М©) образуются белые карлики. Массы 
наблюдаемых белых карликов ~ 0 , б М®. Но звезда с массой ~ 0 , б М® живет 
на главной последовательности около 3 • Ю10 лет, т.е. больше возраста Все­
ленной. Это еще один аргумент в пользу того, что наблюдаемые сейчас белые 
карлики произошли из более массивных звезд, которые в процессе эволюции 
потеряли значительную часть своей массы. Кроме того, имеются двойные 
звездые системы, состоящие из белого карлика с массой порядка 0,6 М®, и 
звезды главной последовательности с массой порядка 2 М®. Такое сочетание 
объектов возможно только лишь в том случае, если на месте белого карлика 
ранее была более массивная звезда, потерявшая на стадии красного гиганта 
большую часть своей массы. Почти вся утерянная масса может быть захва­
чена вторым компонентом.

Теперь рассмотрим случай больших масс (у2 >  6, М  >  1 ,4  М® —  чанд- 
расекаровский предел). Для этих масс в рамках наших приближенных рас­
четов нет ограничений на рост плотности и температуры (рис. 41). Загора­
ние тяжелых элементов (С, О, Mg) начинается в вырожденных условиях. Но 
следует помнить, что мы предполагали постоянство числа электронов, неиз­
менность химического состава, не учли эффекты ОТО. На самом деле из-за 
этих эффектов при достижении некоторой критической плотности начнутся 
катастрофические события.



Задача. Расчет космологических моделей дает содержание дейтерия от­
носительно водорода 104 -3־ ־10 . Найти значение массы звезды, при которой 
пойдет реакция

D +  р —► 3Не +  7 ,

(т. е. нужно проверить не только, сможет ли начаться реакция, но и успеет 
ли она пройти по сравнению со временем остывания, задержит ли она осты­
вание) .

Глава 7. НОВЫЕ ФИЗИЧЕСКИЕ ФАКТОРЫ. МЕХА­
НИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ ЗВЕЗД

§ 7.1. Общая теория относительности  —  ОТО

Везде выше мы пользовались ньютоновской теорией тяготения, условие при­
менимости которой \tp\ с2. Введем пока формально понятие гравитацион­
ного радиуса гд —  величины, при которой параболическая скорость убегания 
с поверхности становится равной с в рамках ньютоновской теории:

GM с2 2 GM
  =  — откуда гд =  — — .

гд 2 с2

Численно гд = 3- 105 (М /М ®).
Качественно эффекты ОТО можно учесть следующим образом: там, где 

в ньютоновской теории сила тяжести пропорциональна G M /R 2, в ОТО эта  
сила ~  G M /(R (R  — гд)), т.е. сила тяготения обращается в бесконечность на 
гд. Найдем теперь величину средней плотности, при которой эффекты ОТО 
становятся важными:

М  М  , « { М &\ 2 , з
^  = f # < ^  = 2 •10 { - ж )  г/см׳

Отсюда вывод: чем больше масса, тем при меньшей плотности достигаются 
релятивистские эффекты. Например, для квазаров М  ~  108 М® они стано­
вятся важны при pcr ~  1 г /см 3, т.е. вещество локально находится в обычном 
состоянии, а релятивистские эффекты появляются просто из-за того, что его 
много. Для обычных звезд рсг ~  1016 г /см 3, и здесь сначала будут проявлять 
себя специфические эффекты вещества (нейтронизация, диссоциация ядер и 
пр.).

§ 7.2. Н ейтронизация

Возьмем область, где кТ  <  т ес2 и р 10е //е, т.е. температура низка, а 
плотность велика. При этом тепловые движения нерелятивистские, а прин­
цип Паули из-за высокой плотности заставляет электроны двигаться с реля­
тивистскими скоростями. С точки зрения излучения это вещество холодное,



так как нижние состояния заняты, но с точки зрения ядерных реакций это ве­
щество горячее, так как частицы могут исчезать ъи отдавать свою энергию 
в процессах следующего типа:

3Не +  е3 ►- ־ Н +  и ,

4Не +  е4 ►- ־ Н +  п +  и ,

56Ее +  е56 ►- ־ Мп +  и .

Такие процессы называют нейтро- 
низацией вещества (см. § 5.4). Ней- 
тронизация —  пороговый процесс 
и для разных элементов происхо­
дит при разных энергиях электро­
нов. Например, для первой реакции 
порог нейцтронизации 18МэВ, для 
второй —  20 МэВ, для третьей —
4 МэВ. Так как граничная энергия 
Ферми однозначно связана с плотно­
стью, то соответственно нейтрони- 
зация вещества для различных эле­
ментов начинается при разных плот­
ностях. Например, первая реакция 
может идти и при р <  106 г /см 3, 
а вторая идет только при р >
1011 г /см 3.

К чему ведет нейтронизация? Мы 
видим, что в этих реакциях умень­
шается количество электронов, со­
храняется число ядер, но их заряд убывает. Здесь мы имеем дело с очень 
тонким равновесием.

На графике \%Р -\%р  кривая уравнения состояния вещества в нереляти­
вистской области имеет наклон 5 /3 , а в релятивистской 4 /3  (см. рис. 42). 
Будем на этом же графике наносить прямые Рс = Р!бгМ2/3р^ 3, которые по­
лучаются из условия гидростатического равновесия. Точки их пересечения с 
предыдущей кривой дадут положения равновесия для различных масс. Оче­
видно, в начале точка пересечения движется медленно с увеличением массы, 
а затем —  очень быстро. В идеальном случае (т.е. без учета эффектов ОТО 
и нейтронизации) р ос при М  —»■ Мс̂  (чандрасекаровский предел).

Из-за нейтронизации на кривой ^  Р -  \%р появляются изломы, так как 
электроны, которые обеспечивают упругость вещества, “вдавливаются” в 
ядра.

Нейтронизация —  это фазовый переход первого рода, при котором давле­
ние зависит от плотности так, как это изображено на рис. 43. Мы видим,



Рис. 44:Рис. 43:

что если раньше равновесие массы еще было возможно, то теперь это не так, 
т.е. при Мкр <  Мсь происходит потеря устойчивости.

С другой стороны, эффекты ОТО из-за того, что давление имеет “вес”, 
изменяют условия гидростатического равновесия. Так как теперь сила тяже­
сти пропорциональна С М /Я (Я  — гд), условие равновесия теперь запишется 
в виде Р  =  Сф4/3+а, где а  >  О, т.е. наклон прямых М !, М2, М3 нарастает с 
увеличением а  (рис. 44).

Чандрасекар ограничил значение массы М , а р могло быть бесконечным. 
Теперь мы видим, что есть и предельное значение р.

Все эти эффекты приводят к изгибам кривой М(/?с), что в конечном итоге 
приводит к потере устойчивости (рис. 45). Формальный расчет с разными 
значениями рс дает максимальное значение массы Мтах и при М  <  м тах 
два решения с различными значениями рс. Решение с большей п л о т н о с т ь ю  

(/?2 >  ркр на рис. 45) оказывается неустойчивым. Как это можно показать?
Мы видим, что для одной массы 

М0 существует два решения. Можно М/М 
считать, что одно из этих решений 
(скажем с рс =  />2) является возму­
щением другого (рс =  /?!). Это зна­
чит,что

г2(т) = г1(т)+6г(т),  О <  т < М.

В общем случае собственные функ­
ции уравнения для малых возмуще­

Рис. 45:



ний должны иметь вид
8г(т,1) =  егш*8г(т).

Такая запись возмущения является вполне естественной. Это следствие того, 
что в решении не должно быть выделенного момента, т.е. сдвиг по времени 
должен приводить к решению. Кроме того, задача линейна, т.е. решение, 
умноженное на константу, тоже является решением. Эти условия опреде­
ляют зависимость возмущения от времени. Они даю т экспоненту, так как 
только для нее сдвиг по времени эквивалентен умножению на константу, 
т.е. яЧ*+*о) = Ае*“*, где А = е*^°.

В нашем случае 8г от I не зависит, т.е. ш =  Ов общем решении. Поскольку 
мы знаем, что при р <  ркр модели были устойчивыми, для них было из\ >  0. 
При р =  ркр мы получили, что = 0 для некоторого к. Для физика этого 
уже достаточно, чтобы утверждать, что при р >  ркр <  0, т.е. 8г ~  еА*, 
а это и означает неустойчивость. Конечно, можно убедиться в этом и более 
строго, например, если исследовать форму экстремума энергии. При р <  ркр 
экстремум, соответствующий равновесию, является минимумом, а при р > 
ркр —  максимумом.

При остывании звезды с М  >  МГ\Л при некоторой температуре происхо­
дит срыв. До этого момента эволюция определяется скоростью остывания, 
затем происходит потеря устойчивости с характерным гидродинамическим 
временем.

§ 7.3. Д ва типа энер гетических потерь

Обычная звезда находится в гидростатическом равновесии, при котором силы 
тяготения уравновешены градиентом давления. Если нет вырождения, то да­
вление тепловое. Потери энергии звездой приводят к тому, что состояние рав­
новесия все время изменяется. При этом надо различать два принципиально 
разных типа энергетических потерь —  обратимые и необтатимые.

1. Процессы, при которых происходят однократные потери энергии, т.е. 
процессы типа ионизации, диссоциации, рождение пар е+ , е~ и т.п. являются 
обратимыми. После того как произошло превращение, потери энергии пре­
кращаются. Такие процессы можно характеризовать величиной Е  [эрг/г], 
т.е. количеством энергии, которую нужно затратить, чтобы перевести веще­
ство в новое состояние.

2. Процессы, при которых образуются частицы, способные уходить из си­
стемы и уносить энергию, являются необратимыми. Типичными примерами 
является рождение пар 7 -квантов и особенно пар нейтрино-антиенйтрино. 
Звезды почти всегда праетически прозрачны для нейтрино. На конечных ста­
диях эволюции потери энергии через нейтринные процессы являются преоб­
ладающими. Процессы такого типа характеризуются величиной [эрг/г•с], 
т.е. энергией, теряемой граммом вещества в секунду.



Рассмотрим более подробно обратимые потери. Этот тип потерь лучше 
назвать не потерями , а особенносоями уравнения состояния. Рассмотрим  
уравнение состояния Р(р, Б), где Б —  удельная энтропия для идельного газа, 
состоящего из атомарного водорода.

При низкой температуре (Г  <  Гиониз)

3 
Б = —72. 1п р +  -  72. 1п Т  +  А"н,

72. —  универсальная газовая постоянная, а А"н —  так называемая химическая 
константа водорода.

При высокой температуре, когда весь водород ионизован, газ состоит из 
двух компонент —  протонной и электронной. Поскольку энтропия адитивна, 
получаем

Б =  —72. 1п Ре + -  К1п Те +  К е — 72. 1п рр +  -  72. 1п Тр + Кр,

где К е и Кр —  химические константы электронного и протонного газов. Так 
как статические и атомные веса Н и  р почти равны, имеем Кр ~  Кд.

Из первого соотношения мы видим, что

т = ек н/п  е25/зтг г/з_

Таким образом, при постоянной энтропии Т  ~  р2̂ 3! а давление

р  = К р ^Г  = ^  5/3 

ц

С другой стороны, при Т  2> Гиониз

Р = В 2р5/3, В2 ~  е ^ ,

т.е. есть и до и после ионизации наклон прямой в переменных ^ Р  -  \%р 
один и тот же и равен 5 /3 . Но в промежуточной области мы имеем почти 
изотермический участок, где Р  ~  р (рис. 46). Ионизация происходит в узком 
интервале температур , поскольку по Саха

[ * И/[־  ~ е"״“т,

где ,1 —  потенциал ионизации.
По другому это можно понять, если вспомнить, что в неионизованном газе 

Су <1Т =  —Р  (IV, Е  =  СуТ,  откуда

3 р С уТ
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Рис. 46:

После ионизации Е  =  С уТ  +  .//гар. Из-за того, что часть работы уходит на 
ионизацию, давление оказывается ниже, чем по формуле (7.1).

Теперь займемся фигурами равновесия. Рассмотрим водородную самогра- 
витирующую конфигурацию, когда ионизация еще не произошла (модель про­
тозвезды). Ясно, что при этом происходит сжатие, и на графике \%Р -  \%р 
появляются три равновесных решения, два из которых устойчивы, а одно 
неустойчиво (см. рис. 47) 6. При еще более низких энтропиях ( меньших Бз) 
остается одно устойчиво состояние. Ясно, что переход из одного устойчивого 
состояния в другое происходит скачком.

Все это происходит при температурах ~  104К ~  1 эВ, т.е. при темпе­
ратурах, гораздо меньших потенциала ионизации (,] ~  13,6 эВ). В формуле 
Саха экспонента мала, но велик предэкспоненциальный множитель.

Теперь рассмотрим другой механизм потери устойчивости, который ва­
жен при температурах ~  0,5 МэВ. Это механизм фотодисоциации железа, 
впервые рассмотренный Хойлом и Фаулером:

7 + 56Ее -► 52С1 +  а.

Если уж началась диссоциация железа, то разваливаются и другие элементы, 
вплоть до гелия. На частицу при этом поглощается энергия ~ 7 М эВ. Всего 
получается 17 частиц (13 4Не +  Ап). Таким образом полная энергия диссоци­
ации составляет ■ 7 = 1 x 7  =  120 МэВ на ядро 56Ее. Однако фотдиссоциация 
начинается при температурах кТ  J  опять же из-за большой величины

6Среднее решение неустойчиво, так как сжатие звезды (т.е. рост плотности) приводит 
к давлению, меньшему равновесного.



предэкспоненциального множителя в формуле Саха. Этот множитель, кото­
рый описывает статистический вес диссоциированного состояния, велик, так 
как образуется много частиц.

В качестве примера приведем два значения Гдис при разных плотностях:

р (г /см 3) 103 ю 4

Гдис (К)
Гдис (МэВ)

4• 109 
0,3

5 ,8  • 109 
0,5

В результате фотодиссоциации железа происходит потеря устойчивости и 
звезда начинает быстро (за гидродинамическое время) сжиматься. Этот про­
цесс подобен взрыву, но движение вещества направлено внутрь, поэтому он 
называется имплозией (в отличие от обычного взрыва “explosion”). Кривые 
на плоскости lg P  -  \gp  при этом подобны изображенным на рис. 47.

Поскольку во внешних слоях звезды могут оставаться несгоревшие эле­
менты (С, О и пр.), а при имплозии происходит сильный нагрев вещества, 
то возможно выделение ядерной энергии, при котором имплозия сменяется 
обычным взрывом, направленным наружу. Раньше думали, что этот меха­
низм может объяснить взрыв звезд с массой М  > 10 М© как сверхновых, 
однако самые последние расчеты показывают, что имплоззия не сменяется 
взрывом. Энергия уходит из звезды в виде нейтрино (см.§ 7.4).

В заключении рассмотрим случай, когда в термодинамическом равно­
весии может находиться большое количество электронно-позитронных пар. 
Пусть давление излучения ~ а Г 4 много больше давления вещества TZpT, но 
плотность вещества все еще больше плотности излучения:

р > аТ4/(?.

Из термодинамического соотношения

4аТъ с/Т  T d S = ^а1 dl

s  = 4̂ .
3 P

־ ־ ־ ) £ ( * •

Найдем удельную энтропию

Итак,

1 4 а ( 4  S p \ 4̂ 3
з = з (з (Г>־  ’

т.е. для чистого излучения при постоянной энтропии Р  ~  /?4/3.
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Рис. 48:

При температурах кТ  > т ес2 
начинается интенсивное рождение 
пар (е+е- ). В предельном случае 
кТ  т ес2 кроме излучения име­
ется равновесный релятивистский 
электронно-позитронный газ. Пол­
ная плотность энергии при этом

Е  =  аТ4 +  7-а Т 4 = Ц-аТ4.
4 4

Давление

11 аТ3 
3 р

и энтропия

5  =

Таким образом, при кТ  2> т ес2 снова Р  ~  /?4 3̂, но в промежуточном слу­
чае наклон кривой на графике \%Р -\% р  должен быть меньше 4 /3  (см. рис. 
48). При относительно небольших плотностях, когда давление определялось 
фотонным газом, звезда уже была на границе устойчивости (Р  ~  р4̂ 3)• По­
этому при подходе к области рождения электрон-позитронных пар уже нет 
состояния равновесия. Поэтому нет севрхмассивных звезд.

§ 7.4. Р ол ь  нейтрино в эволю ции звезд

Выше мы уже отмечали качественное отличие процессов с рождением ней­
трино от других механизмов потерь энергии. Рождаясь нейтрино практиче­
ски беспрепятственно уходят из звезды и навсегда уносят с собой энергию. 
Как и остальные процессы (диссоциация ядер, рождение пар и пр.), ней­
тринные процессы сопровождаются затратой энергии и понижением давле­
ния. Однако если раньше мы имели только изменение состояние равновесия 
из-за рождения новых частиц, то теперь вследствие энергетических потерь 
полного равновесного состояния вообще нет: д Б /  д 1  ф  О ( Б  —  энтропия). Эн­
тропия иногда падает! В этом нет противоречия: падает энтропия вещества 
в центре ядра, но возникает энтропия нейтрино, улетевших от звезды.

Но неполное равновесие тоже можно излучать. Например, гремучий газ: 
Н2 +  О2 —  мы можем рассматривать его расширение, сжатие и прочее, при­
чем все эти процессы будут равновесными, кроме одного —  процесса сго­
рания. То же можно сказать и о любой смеси веществ (например, Н +  Не, 
если иметь в виду ядерные реакции), так как полное равновесие —  это ядра 
железа.



В состоянии полного термодинамического равновесия концентрация ней­
трино пропорциональна Г 3. Плотность энергии и давление ~ Т 4. Однако в 
звездах нейтрино рождаются и уходят, поэтому их истинная концентрация 
гораздо меньше равновесной.

При рассмотрении горения водорода мы уже учитывали рождение ней­
трино. Но тогда учет нейтрион сводился просто к эффективному уменьше­
нию калорийности ядерного топлива. Например, если скорость реакции

4Н —>•4 Не равна q [актов/г • с],

то нагрев

Т  —  =  дАпгс2(1 — а ),

где Д ш  =  4шн — п־гне —  дефект масс, а а  —  доля энергии, уносимой нейтрино 
(а  ~  0,05 -Ь 0 ,1).Но есть и другой путь рождения нейтрино —  урка-процесс, 
впервые рассмотренный Гамовым и Шенбергом.

Пусть имеется стабильное ядро 3Не. Ядро с тем же ядерным весом —  
ядро трития —  неустойчиво и распадается по схеме /3-распада,

3Н —»■ 3Не -\- е~ -\-и

с периодом полураспада (время жизни) 12 лет. При этом выделяется энергия 
~ 18  кэВ. Когда может идти обратный процесс

е3 + ־  Не -► 3Н +  и!

Ясно, что энергия электрона должна быть больше 18 кэВ. Скорость этого 
процесса <׳/  пропорциональна Е 2 = (Е — 18 кэВ)2:

е~̂־ г(Е — 18 кэВ)2сШ.

18 кэВ

Главную роль играет экспоненциальный множитель ехр(—18 кэВ /кТ),  
т.е. при комнатной температуре в скорость этого процесса входит число е-106. 
Но при температуре порядка 10 кэВ (~ 1 08 К) процесс может идти. Однако 
одновременно в таком веществе тритий опять распадается:

3Н -► 3Не +  е־  +  и,

и опять образуются и. Таким образом, и при прямом и пир обратном про­
цессе происходят необратимые потери энергии за счет и и г/, т.е. независимо 
от того, выделяется энергия или нет (в каждом отдельном процессе), ней­
трино и антинейтрино уходят. Процессы такого рода Гамов и назвал урка- 
процессами. Поскольку скорость реакции образоавния трития есть ?(Г ), в



стационарных условиях должно быть(концентрации обозначаем квадратными 
скобками):

<г(Г)[3Не] =  1  [3Н], 
т

где т —  время жизни трития 3Н. Пусть в начале вещество состояло только 
из ядер 3Не с концентрацией [3Не]0. Тогда при некоторой температуре Т  
установится следующая стационарная концннтрация трития:

[3Не]0.«СО
«СО + V-

[3Н] =

Вероятность распада W  (1 /см3-с)

W  = -  pH] =  i  [3Не]״ —
т т 1 +  l / r q

На первый взгляд кажется, что скорость урка-процесса выходит на кон­
станту (плато) при Т  ------у о о  (q ------у о о  при Т  ------у о о )  из-за ограничения
периодом полураспада тритийя (рис. 49).

При высоких температурах, когда уже нет ядер, урка-процесс идет таким 
образом:

е~ +  р =  п +  и,

р + е +  и.п

Нейтрон тяжелее протона на 0,8 
МэВ. Поэтому плато =  [п-\-р]/103 
с достигалось бы при Т  > 0,8 МэВ. 
Однако Пинаев заметил, что при та­
ких температурах появляются пози­
троны е+ и начинает эффективно 
идти процесс

P  + U  ( Г > 1 0 1ОК).е+ +  п

Рис. 49:

Вследствие этого число нейтронов 
приблизительно равно числу прото­
нов (без учета позитронов были бы 
только нейтроны). Ясно, что при 
этом плато исчезает и кривая И/Г(Т)

идет вверх.
Выпишем без расчета величину энергопотерь, связанных с обсуждаемыми 

процессами:
д  ~  8 • Ю11̂ 6 = ־1043 • 8  рТ6 [эрг/см • см3].



и

т.е.

В плотность вещества р при высокой температуре главный вклад дают ней­
троны и протоны7. Объясним теперь, почему скорость энергетических потерь 
пропорциональна Г 6. Во-первых, при кТ  2> т ес2 концентрации электронов 
и позитронов примерно равны и пропорциональны Г3 (поскольку массой е~ 
и е+ можно пренебречь, их импульс р = Е / с ~  к Т / с ~  Г , а концентрация 
и ~  р3 ~  Г 3). Во-вторых, сечение реакций <те- р =  <те+п ~  Г 2. В общей теории 
(см. § 5.4) <т ~  (Н г)2с1М/(1Е, где Н'  —  матричный элемент, который посто­
янен, так как это точечное взаимодействие, а N  =  4/37гР3/(27гЯ)3 —  число 
возможных состояний с импульсом меньше р в единице объема. Используя 
соотношение

Е 2 = (тпес2)2 + с2р2,

имеем
Е (1Е =  с2р (1р

<1М по р2 (1р ПО р  Е с1Е,

—  ~  р Е  ~  £ 2 ~  Г 2.
<1Е У

Каждое нейтрино уносит с собой энергию Е״ ~  Т. Поэтому окончательно

(2 ~  п аЕ ~ ״  Г3 Г 2 Г  =  Г 6.

У некоторых ядер может наступить 
насыщение, а затем уже степенной 
рост (рис. 50). Существование урка- 
процессов несомненно. Кроме этого 
есть еще процессы другого типа с 
участием нейтрино, связанные с ги­
потезами, которые пока не прове­
рены экспериментально.

Для объяснения всех эксперимен­
тальных проявлений слабых взаи­
модействий до недавнего времени 
достаточно было считать, что все 
частицы взаимодействуют в одной 
точке (причем взаимодействуют —  
это значит и рождаются). Например:

е~ +  р = п +  ие. Рис. 50:

7Мы рассматриваем такую температуру и плотность, при которой число е~ и е+ 
больше числа протонов и нейтронов в единице объема, но общая плотность все еще опре­
деляется протонами и нейтронами.



Можно считать,что в этом процессе в одну точку приходят две частицы, 
из той же точки вылетают две новые частицы. Вероятность этого процесса 
описывается матричным элементом гамильтониана (см. §5.4)

Н' =  д  !  ФпФУКФр (IV,

где д =  1,4 • 10-49 эрг • см3 — постоянная слабого взаимодействия. Мы запи­
шем самую существенную часть гамильтониана символически следующим 
образом:

Н  =  (рп ) (еие) +  (р п ) (еие). (7.2)

Здесь знак ~  (тильда) обозначает античастицу, а скобки объединяют ча­
стицы, входящие в реакцию всегда по одну сторону от стрелочки. Запись (2) 
расшифровывается так: если встречается символ некоторой частицы, то это 
обозначает гибель данной частицы, либо рождение ее античастицы. Напри­
мер, первый член в (2) символизирует реакцию

р +  п —> е" +  ие

(аннигиляция нуклонов), а также:

п —у р  +  е~ +  ие (/3-распад нейтрона),

а второй, сопряженный член, символизирует обратные процессы

р  +  е~ п -\- ие (нейтронизация),

р  +  п —у е г +  уе (аннигиляция).

В действительности есть еще реакции с мюоном /1 и мюонным нейтрино 
и, например, распады׳-!

ц~ —> е" +  т7е +  г/״ , 

ц + —> е+ +  ие +  г'״ ,

или захват мюона нуклоном:

Ц~ +  р  —> п +  г/״

и т.д. Все эти процессы можно описать гамильтонианом Н  =  д [(рп) (еие) +  
+  (^и^)(еие) +  сопряженные члены]. Все они характеризуются кон­

стантой д = ־1049 • 1,4   эрг-см3. Тот факт, что эта константа размерна, 
представляется удивительным. Он может означать, что процесс слабого вза­
имодействия не является элементарным и на самом деле протекает в два 
этапа с образованием промежуточной частицы, которую пока не наблюдали:



Из сохранения момента ясно, что эта  частица должна иметь спин s =  1, т.е. 
должна быть бозоном. Процессы с IF —бозоном аналогичны электромагнит­
ным процессам с фотоном:

р  —> р  +  7 , 7  —> е" +  е+ .

Теория И'-бозона, предполагает, что он во всем, кроме большой массы, по­
хож на фотон. В этом случае элементарные взаимодействия с И —бозоном 
характеризуются той же безразмерной константой, что и электромагнитное 
взаимодействие (постоянной тонкой структуры):

-  -  J _
а ~  h e  ~  137’

а “слабость” слабого взаимодействия объясняется тем, что при обычных 
энергиях И —бозон появляется только виртуально из-за своей большой массы. 
Значение массы И'-бозона, M w  можно оценить из экспериментального зна­
чения постоянной слабого взаимодействия д и размерных соображений:

д =  а  ■ энергия • (длина)3 =  a ( M w c 2) 

откуда
/  ah3 \  1/2 

M w  =  f   ) — 30 ГэВ ~  30 т р.

Расстояние, которое проходит И^-бозон до распада, можно оценить из 
соотношения неопределенностей

х ~  h /M w c ~ ־1015   см.

Малость этого расстояния (на два порядка меньше радиуса ядерных сил!) и 
позволяла старой теории считать слабое взаимодействие точечным.

Квантовомеханическая амплитуда процессов с рождением И'-бозона, должна 
иметь вид

J  =  (:pn)W  +  (eue) W  +  (/лиц)W .

По общим принципам квантовой механики полная амплитуда процессов, иду­
щих через проиежуточный И'-бозон, равна произведению амплитуды обра­
зования, J ,  на амплитуду распада W ,  которая, очевидно, равна J*, т.е. со- 
пряженна J:

г  =  W (p n ) +  W (eue) +  W f tv p ) .

Гамильтониан наблюдаемых процессов тогда выглядит следующим обра­
зом:



я набл =  , и *  =  (рп)(рп) +  (рп)(еие)+
+  (еие)(еие) +  ( ^ ) ( / ״/!2 )+
+  (/иг^)(/1г׳׳ти ) +  (6^)(Дг׳̂׳ ) +  сопряженные члены.

Произведение обозначающее рождение и гибель войдет просто в
константу слабого взаимодействия д. которую мы опускаем в символической 
записи гамильтониана. Процессы, стоящие в правом столбце этого выраже­
ния, давно уже наблюдались в лаборатории. В последнее время обнаружены 
и процессы, записанные в левом столбце.

Процесс (рп)(рп ), т.е. р-\-п р-\-п — это рассеяние нуклонов за счет сла­
бого взаимодействия. Его наблюдать трудно, так как есть рассеяние за счет 
сильного взаимодействия. Но слабое взаимодействие приводит к несохране- 
нию четности, и в этих процессах, например, должны появлятся 7 -кванты  с 
круговой поляризацией.

Процесс (е£׳е)(ег-׳е) — рассеяние нейтрино на электронах:

е~ +  е~ +  ие.

Мы можем переставлять частицы справа налево с заменой их на антича­
стицы:

е ־  +  е+ ^  г/е +  ие , 

е+ ^  е ־  +  г/е +  ие .

Процесс
е~ +  ие ^  е~ +  г׳׳е

наблюдать очень трудно, гораздо сложнее прцесса ие +  р п +  е+ , который 
уже наблюдался.

Интересно, что Райнес в свое время дал для процесса (е£е)(ег-׳е) экспери­
ментальное значение сечения <тэксп =  500 <ттеор, но это оказалось с ошибкой. 
Сейчас

^эксп —  ( 1 — 1) С^теор-

Если бы было <тэксп =  500 <ттеор, то этого не допустила бы астрофизика. 
Процесс

е~ —у е~ +  V +  V

не идет на свободном электроне по законам сохранения. Он идет в поле ядра:

6 -|- 2  —► 2  -|- 6 и и

и уносит энергию, так как ии улетают.
Если “раскачивать” кусок вещества, то электромагнитные волны он из­

лучать не будет, так как вещество электронейтрально, но данный нейтринны



йпроцесс может идти, так как он не компенсируется протонами, т.е. при ко­
лебании вещества возникает нейтринное излучение.

Данный вид взаимодействия приводит к тому, что между любыми двумя 
телами есть дальнодействующая сила, потенциал которой пропорционален 
V? =  1/ г 5.

В гамильтониане есть член

д(еие)(еие),

где д =  1,4 • 10-49 эрг-см3 — константа слабого взаимодействия, т.е. энергия 
нейтрино зависит от плотности электрона в данном месте. Потенциальная 
яма, рассчитанная на одно нейтрино, составит (для свинца)

II =  дпе = 1 ,4 ־1049 •   [эрг • см3] • 5 • 1024 [см-3] ~
~  10-24 эрг ~  10-12 эВ,

т.е. появляется коэффициент преломления вещества для нейтрино.
Есть и другие процессы с излучением нейтрино. Это плазменные колеба­

ния с испусканием нейтринно-антинейтринных пар. На стадии горения угле­
рода нейтринное излучение может быть равно фотонному.

Наконец, при высоой температуре (Т  >  Ю10 К) самым главным стано­
вится процесс е+ +  е~ —»■ и +  и (он остается сравнимым с урка-процессом 
Пинаева).

Пары ии в этом процессе рождаются с вероятностью гораздо меньшей, 
чем пары 7 -квантов в процессе

е+е~ —>7  +  7 ,

но последний процесс идет в прямую и обратную стороны и не влияет на ве­
роятность первого. При очень высоких температурах скорость энергопотерь 
определяется выражением

ф ~  4 • 1015 • Гд [эрг/с • см3].

Легко понять, откуда появилась высокая — девятая степень температуры:

~  пе- п е+(тЕ ~  т3 Т 3 Т 2 Т  =  Г 9.

При низкой температуре

пе- п е+ =  [е+][е- ] ~  ехр(—2тес2/к Т )  ~  е~12̂ Тз.

Отметим принципиально новые результаты семидесяятых годов в обла­
сти слабого взаимодействия и их астрофизическое значение.

В 1974 г. был откры т третий член ряда, первые два которого предста­
вляют собой электрон и мюон. Э та частица обозначается г  и называется тау- 
лептон. Физика вступает в противоречие с филологией: лептон по-гречески



значит “легкий” , и это было правильно применительно к е± и ц ± . Масса 
т равна 1780 МэВ, т.е. он в 1,9 раза тяжелее протона, легким его назвать 
нельзя. Но свойства т  подобны свойствам е и р. Поэтому, придавая слову 
“лептон” новый смысл — “фермион, обладабщий слабым и электромагнит­
ным, но не сильным, взаимодействиями” , мы называем т лептоном. Предпо­
лагается, что существует и соответствуующее этому лептону нейтрино, ь>т. 
а также его античастица подобно тому как мюону соответствует и 
Следовательно, распады т  идут так: т~ =  ц ~  +  ит +  или т + =  7Г+ +  ит. 

Распад с образованием пионов и других адронов невозможен для мюона, но 
возможен для тау-лептона благодаря большой массе этой частицы.

Второе открытие — существование нейтрального тока. Процессы, про­
текающие через посредство промежуточных бозонов И׳г±, называют зависи­
мыми от заряженного тока. Феноменологически эти процессы записаны так, 
что каждый член в выражении для тока (в наших обозначениях для ампли­
туды J)  меняет заряд на единицу, а общий заряд сохраняется, потому что га­
мильтониан содержит произведение двух токов, одного уменьшающего и дру­
гого увеличивающего заряд. Но в теории Салама-Вейнберга предполагается, 
что наряду с ]У± существует аналогичный тяжелый векторный (спин 1) про­
межуточный (в слабом взаимодействии) и притом нейтральный 2 °  бозон. Бу­
дучи нейтральным, он должен распадаться на пары нейтрино-антинейтрино 
или пары заряженных частиц или античастиц: 2 ° ие + е, 2׳£  ° е+ +  
е~ . . .  Аналогично этому происходит и взаимодействие с адронами8. Как 
всегда в таких формулах можно перенести античастицу справа нелево, пре­
вращая ее в частиц. У самого ^ 0-бозона нет античастицы, или точнее он 
сам является своей античастицей, так как Z 0 истинно нейтрален, также как 
фотон.

На опыте при энергиях, недостаточных для реального рождения ^ 0-бозона 
(такая ситуация продлится вероятно до 1985 г.), наблюдаются процессы типа 
рассеяния: г-״׳ +  р  —»■ 2 °  —»■ г-״׳ +  р. Предсказывается также слабое взаимодей­
ствие электронов с ядрами, которое обнаруживается при рассеянии реляти­
вистских электронов, а также в оптическом поведении атомов. Это взаимо­
действие качественно было предсказано одним из авторов (Я. Б . Зельдовичем) 
еще в 1958 г. В настоящее время его можно считать доказанным.

Каковы астрофизические следствия существования нейтрального тока?
С одной стороны, расширяются возможности производства пар нейтрино- 

антинейтрино. Теперь возможны процессы

е +  е+ —»■ 2 ° —»■ г/ц +  г-״׳ ,

е~ +  е+ —»■ 2 ° —»■ ит +  ит.

8Его можно рассматривать как взаимодействие с кварками, из которых состоят адроны, 
но это не повлияет на дальнейшее.



Возможно также рождение пар и, и при солкновенири адронов или возбу­
жденными состояниями ядер А* —>■ А  +  2 °  —»■ А  +  и +  и (ие, г-״׳ , ит — с 
одинаковой вероятностью). С другой стороны, появляется новый канал рассе­
яния нейтрино на электронах и , главное, новый процесс рассеяния нейтрино 
на ядрах. В этом процессе рассеяние на всех нуклонах может происходить 
когерентно, при этом амплитуда рассеянной волны пропорциональна числу 
нуклонов, а сечение рассеяния оказывается пропорционально квадрату чи­
сла нуклонов. Таким образом увеличивается непрозрачность плдотного ве­
щества, состоящего из тяжелых и средних ядер по отношению к нейтрино 
всех сортов. Этот факт играет большую роль в теории взрыва сверхновых 
звезд.

Какова роль нейтринных процессов в эволюции звезд вообще? На ста­
дии главной последовательности нейтринное излучение, казалось бы, мало­
существенно. Однако нельзя забывать, что, во-первых, без слабого взаимо­
действия, а значит и без излучения нейтрино, вообще не возможно горение 
водорода. А, во-вторых, нейтрино позволяет в принципе заглянуть в самые 
центральные области звезд и проверить наши теории. Для Солнца это уже 
делается (опыты Дэвиса).

На поздних стадиях эволюции нейтринное излучение может играть ре­
шающую роль, поскольку достигаются высокие температуры, и нейтрино 
эффективно отводит тепло. Без нейтрино трудно объяснить образование пла­
нетарных туманностей, взрывы сверхновых. Нейтринное излучение сильно 
ускоряет остывание горячих белых карликов и нейтронных звезд. Поэтому, 
сравнивая предсказания теории эволюции звезд, рассчитанные с учетом и 
без учета нейтрино, с наблюдениями реальных объектов, можно проверить 
теорию слабых взаимодействий, т.е. установить наличие в природе тех про­
цессов, которые в лаборатории пока не наблюдались.

Глава 8. ВВЕДЕНИЕ В ОБЩУЮ ТЕОРИЮ ОТНО­
СИТЕЛЬНОСТИ

После открытия квазаров, пульсаров и компактных рентгеновских источни­
ков нельзя изучать эводюцию звезд, не ознакомившись с теорией сильного 
гравитационного поля. С срзданием специальной теории относительности 
стало ясно, чтоо теория тяготения Ньютона с мгновенным дальноднйствием 
нуждается в перестройке и что необходима новая релятивистская теория 
тяготения, притом такая, которая содержала бы теорию Ньютона как пре­
дельный случай. Возникло много попыток построитьь такую теорию; эти 
попытки продолжаются до сегодняшнего времени. Однако наиболее привле­
кательной остается теория тяготения А.Эйнштейна — общая теория относи­
тельности (кратко ОТО) — она прекрасно удовлетворяет всем эксперимен­
тальным данным и, кроме того, в сущности является самой простой. В нашем



курсе мы познакомимся с физикой общей теории относительности. Однако, 
для того чтобы в полной мере овладеть материалом последующих лекций, не­
обходимо проштудировать полный курс теории Эйнштейна — лучше всего 
“Теорию поля” — Л. Д. Ландау и Е. М. Лившица.

§ 8 . 1 .  И дея искривленного пространства—времени

Все тела независимо от их массы падают с одинаковым ускорением — это 
было известно со времен Галилея. Но именно этот факт стал определяющим 
для Эйнштейна при создании общей теории относительности (ОТО). Закон 
тяготения Ньютона очень похож на закон Кулона. Однако в закон Ньютона в 
качестве гравитационного заряда входит величина, пропорциональная инерт­
ной массе. Почему же тяготения связано с инертной массой? С точки зрения 
ньютоновской теории это некоторая случайность. Однако именно от этого 
оттолкнулся Эйнштейн, когда ему пришла в голову идея искривленного про­
странства.

В плоском четырехмерном про- 
странстве (х, у, г ,  £) движению по 

±  прямой соответствует равномерное
прямолинейное движение. В плоском 
пространстве прямая — это крат­
чайшее расстояние между двумя 
точками, т. е. экстремаль. Идея Эйн­
штейна заключается в том, что и в 
поле тяготения все тела движутся по 
экстремальным (геодезическим) ли­
ниям в пространстве-времени, кото­
рое, однако, уже не плоское, а ис­
кривленное. Пространство-время ис­
кривляют массы, создающие поле 
тяжести. Если пространство искри­
влено, и все тела движутся по геоде­
зическим, то это означает, что тела 
разной природы будут двигатся по 
одинаковым траекториям, т. е. есте­

ственно объясняется независимость ускорения свободного падения от при­
роды тела.

Что такое искривленное пространство? Проще всего это понять на при­
мере двумерного случая. Рассмотрим поверхность шара х 2 +  у2 +  г 2 =  Я 2. 
“Прямыми” на этой поверхности будут дуги большого круга, так как им 
соответствуют кратчайшие расстояния на поверхности. Сумма углов тре­
угольника уже не равна 7Г. Рассмотрим треугольник с вершиной в полюсе и 
двумя вершинами на экваторе (рис. 51). Сумма углов в этом треугольнике



равна 7Г +  а.  Площадь треугольника равна a R 2.
В двумерном случае можно представить кривое пространство вложенным 

в трехмерное пространство. Однакопространство данной размерности можно 
изучать и непосредственно, по внутренним свойствам, не обращаясь к идее 
вложения. Например, точки поверхности шара можно характеризовать двумя 
независимыми координатами в и ip (широтой и долготой). Можно найти вы­
ражение для элемента длины на поверхности шара

ds2 =  R 2(d92 +  sin2 в ip2).

Далее мы задаемся условием, что ip и (2п — <р) при данном в описывают одну 
и ту  же точку, а в меняется от 0 до 7Г. (Здесь мы не вдаемся в вопрос о том, 
как связаны эти по существу топологические условия с видом выражения для 
ds2). Все свойства сферы этим заданы.

Для элемента длины в плоском двумерном пространстве можно записать

ds2 =  dx2 +  dy2 =  R 2(d92 +  в2 dip2)

(R  — масштабный фактор). Здесь координата в может менятся от 0 до оо в 
отличие от сферы, где в меняется от 0 до 7Г (так как sin# =  0 при в =  7г).

Итак, отличие кривой поверхности от плоской можно обнаружить, иссле­
дуя геометрию самой двумерной поверхности, без вложения.

Обратимся к трехмерному случаю.
В плоском пространстве квадрат элемента длины ds между двумя беско­

нечно близкими точками записывается в виде (d x , d y , dz  — соответствую­
щие разности координат)

ds =  dx ־)־ dy . dz ־)־ 

Введем новые координаты, £, 77, £ следующим образом:

х =  X{L  7 , 0 ,׳

У =  у (£ , 7 , 0 ,׳

*  =  * ( £ ,  » 7 , 0 ■

дх дх  , дх
Тогда



К вадрат элемента длины в новых координатах записывается в виде

^ 2 =  9п ^ 2 +  д!2^(1г] +  ... ,

где

и т.д.
Пока мы только лишь в новом виде описали плоское пространство. Имеем 

9 величин gik , из которых только б независимы, так как . Можно по­
казать, что в плоском пространстве сами величины дц- , их первые и вторые 
производные определенным образом связаны. Уместен вопрос, что будет, если 
выбрать gik , чтобы эти связи не выполнялись? Тогда окажется, что такая 
метрика описывает искривленное пространство, которое уже трудно пред­
ставить наглядно.При этом gik определяют как координатную сетку, так и 
кривизну пространства.

Здесь уместно сделать историческое замечание: Лобачевский и Больяи 
рассматривали пространство, кривизна которого везде постоянна. Не выра­
жая этой мысли в явном виде, они исходили из идеи, что существуют абсо­
лютно жесткие тела. Т а,кое тело может перемещаться в пространстве посто­
янной кривизны.

Характеризуя пространство метрическими коэффициентами gik, являю­
щимися произвольными функциями координат, Риман ввел в рассмотрение 
пространство, кривизна которого меняется от точки к точке. В этот же пе­
риод возникают первые идеи о том, что кривизна пространства может быть 
связана с физическими факторами. Отказ от идеи абсолютно жесткого тела 
стал вполне естественным позже, с развитием электронной теории и откры­
тием лоренцева сокращения тел.

В искривленном пространстве можно определять кривую, дающую мини­
мум расстояниия между двумя точками:

Ü2 Ц2(2

/  ds =  min (по всем путям из 1 в 2).

6 mCi

В плоском случае сразу получается

х =  а! +  bit ,

у  =  а 2 +  b2t,  

z  =  аз +  b^t,



т. е. параметрическое выражение прямой.
В общем случае искривленного пространства т а,кой простой зависимости 

не будет; можно написать только дифференциальные уравнения — уравнения 
геодезической.

Наконец, следующий шаг заключается в том, что рассматривается как 
исходное, четырехмерное пространство Минковского, или, другими словами, 
комплекс, состоящий из времени и трехмерного пространства (в узком смы­
сле слова).

Это четырехмерное многообразие преобразуется по Лренцу, а не по Га­
лилею, т. е. так, что остается инвариантным

2 2 , 2  2 2 2 5 =  с г — х — у —г  ,

или в малом
(!я2 =  с2 (Й2 — <1х2 — (1у2 — <1г2.

При переходе от одной системы координат к другой, движущейся относи­
тельно первой со скоростью и, меняется также время 1' =  - ^ ^ | ,  где /3 =  V/с.

Такую метрику — не евклидову, а псевдоевклидову (вследствие разного знака 
у и е?х, е?у, (1г) надо сделать “кривой” , вводя сщ. функции координат и вре­
мени.

§ 8.2. П араллельны й перенос векторов

Что такое параллельный перенос в евклидовом пространстве, всем понятно: 
при переносе должны оставатся постоянными компоненты вектора в декарто­
вых координатах. Однако уже в плоском пространстве, но в криволинейных 
координатах, например, в полярных, это не так просто определить.

При параллельном переносе в плоском пространстве сохраняется напра­
вление вектора. В частности, сохраняются углы, образуемые вектором с пря­
мой (т. е. геодезической), соединяющей исходную и конечную точки переноса. 
При обходе замкнутого контура положение вектора совпадает с исзодным. В 
искривленном пространстев это не так. Легче всего это понять на примере 
сферы9 (см. рис. 51). Выйдем из полюса свектором, направленным по мериди­
ану. Дойдем до экватора и перенесем вектор параллельно самому себе вдоль 
экватора, после чего вернемся по другому меридиану на полюс. Очевидно, 
что конечное положение вектора не совпадает с исходным и угол поворота а  
равен как раз избытку углов треугольника над 180°. При малых а

\АА\ =  \А\а =  \A \SfR2,

9В общем случае кривого пространства не так просто освоить понятие параллельного 
переноса. Дирак пользуется для этого представлением кривого пространства как гиперпо­
верхности в плоском пространстве большого числа измерений. После очевидной операции 
переноса на малое расстояние (!в производится проектирование вектора на гиперповерх­
ность, и так малыми шагами производится параллельный перенос на конечные расстояния.



где S  — площадь треугольника.
___ — t —t

Приращение вектора ДА  _L А, так как длина вектора не меняется.
Кривизна двумерной поверхно­

сти характеризуется только одним 
числом (например, радиусом кри­
визны R ). Надо понимать, что 
эта  кривизна не обусловлена рассма­
триванием ее из трехмерного мира. 
Это число характеризует внутрен­
нюю геометрию двумерной поверх­
ности.

Например, поверхность цилин­
дра с точки зрения трехмерного на­
блюдателя искривлена. Ее внешняя 
геометрия характеризуется двумя 
радиусами кривизны: одним конеч­
ным Ri  и другим Roc (рис. 52). Но 
с точки зрения двумерного существа 
все геометрические фигуры на этой 

поверхности имеют те же свойства, что и фигуры на плоском листе (сумма 
углов треугольника равна 7Г и т. п.). Таким образом, цилиндр является при­
мером плоской поверхности (от обычной плоскости он отличается только 
топологией).

Другой пример — конус. Коническая поверхность везде плоская, кроме 
одной точки, но в этой точке кривизна ведет себя подобно 6-функции. Поэтому 
там, где входят интегралы от кривизны, мы получаем конечный вклад от 
этой одной точки._ —*

Приращение компонент вектора А  =  (А!, А2) при параллельном пере­
носе по бесконечно малому контуру площади Д /  на поверхности в некоторой 
системе координат ж!, х 2 можно записать в виде:

ДА! =  к А 2 Д / ,

Д А 2 =  —к А 2 д / ,

. Здесь к — вну-кО
-к О

т. е. матрица этого преобразования имеет вид

тренняя кривизна поверхности (на сфере к =  1/Я). Такой вид матрицы 
преобразования связан с условием сохранения длины вектора.

В трехмерном (и более общем) случае изменение компонент вектора при 
параллельном переносе зависит также от ориентации элементарных площа­
док, определяемых контуром пути переноса. Поэтому изменение компонент 
вектора при параллельном переносе по контуру, ограничивающему малую



ЛЛ‘ = ^1итЛ ‘ ДГ׳т .

где Щ,1т — так называемый тензор кривизны. Как это принято, здесь подра­
зумевается суммирование по повторяющимся индексам. В силу свойств сим­
метрии в четырехмерном случае Щ,!т имеет 20 независимых компонент.

Тензор Щ.1т выражается через метрику дц,, точнее говоря через дц,, ддг!■/ д х ! 
и д 2дцг/дх1д х т.

Поэтому, если известна метрика д&, то известна и кривизна в каждой 
точке. И наоборот, если известен тензор кривизны то геометрия про­
странства полностью известна. Заметим, что если Я ^т = 0, то пространство 
плоское, и существует такое преобразование координат, которое преобразует 
выражение (1,н2 =  дц.(1хг(1х!' к псевдоевклидову виду: (1н2 =  8г!'(1хг(1х!\

§ 8.3. Физика искривленного пространства—времени

В отсутствие гравитационного поля физика разворачивается в псевдоевкли- 
довом пространстве Минковского с метрикой

с?52 =  с2<й2 — е?х2 — <1у2 — <1г2.

При наличии гравитации, т. е. в ОТО, будем считать, что пространство 
искривлено:

е^2 =  дгк{х) <1хЧхк, дм =  ды (8.1)

(по повторяющимся индексам предполагается суммирование).
Если задан метрический тензор дц. (для краткости будем говорить “ме­

трика” д±к),то можно найти геодезические в пространстве-времени, т. е. опре­
делить движение частиц в гравитационном поле.

В данной точке квадратичную форму (1) можно диагонализовать и при­
вести ее к метрике Минковского10.

В обшем случае можно разложить д& в ряд Тейлора в окрестности точки
х0

д*к{х) =  д & { х  о) +  +  •”

Преобразованием системы координат в данной точке всегда можно обра­
тить в нуль первые производные д&. Для этого достаточно перейти в сво­
бодно падающую систему отсчета. Но произвольную совокупность всех вто­
рых производных д±к никакими преобразованиями системы координат уни­
чтожить нельзя.

10Это условие накладывает определенные ограничения на те дц., которые реализуются 
в природе. Например, невозможно, чтобы где-то было г1,я2 =  — с2сИ2 — г1,х2 — (1у2 — г/.г2.



Если рассматривать квадратичные эффекты, например, относительные 
ускорения удаленных частиц, то можно заметить приливные силы. Невесо­
мость существует лишь если ограничится первым порядком по А х.  Таким 
образом, одна частица “не чувствует” гравитационного поля, но система с 
разнесенными массами “чувствует” . Глобально гравитационное поле всегда 
можно обнаружить.

Таким образом, в членах первого порядка по А х  эффект гравитации ком­
пенсируется ускорением свободного падения — в этом и состоит точная фор­
мулировка принципа эквивалентности. (Более грубая формулировка: “Силы 
инерции эквивалентны некоторому полю тяготения” .)

Итак, кривизна пространства характеризуется двадцатью независимыми 
числами Щ.!т. Естественно связать Щ.!т с веществом.

В ньютоновской теории потенциал гравитационного поля определяется 
плотностью вещества /?[г/см3]. Можно перевести плотность вещества р в 
плотность энергии е =  рс2. В специальной теории относительности е явля­
ется 00-компонентой тензора энергии-импульса

/  £ .71 .72 .7з ^
гр 31 •
1-1к ~

31 • • •
32 ■ гр

-1■ ес/З I 
\  3 3 • /

Тензор Тж состоит из величин, которые по отношению к трехмерным, чи-
—}  ,

сто пространственным поворотам ведут себя как скаляр е, вектор ]  (поток 
энергии-импульса на единицу объема) и трехмерный тензор натяжений Та/з, 
диагональные члены которого характеризуют давление, а недиагональные — 
вязкость.

Мы видим, что вещество характеризуется тензором второго ранга. 
Ээйнштейн получил уравнения поля в виде

1 _ 1 8тгС
Я г к  ^  9 г к Я  — — к Т ц * ,  К  — —-  ,

где Лис =  д1т11цтк, Я  =  {)г!' Яц? ■ Из этих уравнений следует (в случае слабых 
полей) закон тяготения Ньютона и, кроме того, автоматически выполняются 
законы сохранения11.

В электромагнитной теории заряд сохраняется, но движение заряда про­
извольно. В ОТО Тцс не может быть любым — движение должно соответ­
ствовать законам механики, т.е. законам сохраенния энергии и импульса. 
Нет метрики, где вещество сначала покоилось, а потом все в целом само­
произвольно начало бы двигаться. Кроме того, оказалось, что из уравнений

11Знаменитый математик Гильберт получил правильный вид уравнений практически 
одновременно с Эйнштейном. Статья Гильберта датирована неделей раньше, но в этой 
статье есть примечание Гильберта, что правильный вид уравнений поля он узнал от Эйн­
штейна. При этом Гильберт вывел уравнения из вариационного принципа.



ОТО получаются не только законы движения материальных точек (т. е. за­
коны механики), но и (с небольшим произволом) законы свободного электро­
магнитного поля (уравнения Максвелла). Это породило в свое время массу 
надежд. Казалось, что всю физику можно вывести из ОТО. Однако попытки 
создать единую теорию поля к успеху не привели.

Число уроавнений Эйнштейна равно числу компонент тензора второго 
ранга, а полное описание пространства задается тензором четвертого ранга 
Щ,1т . В двумерном и трехмерном пространстве-времени задание Яг/. одно­
значно определяет Я ^т , в четырехмерном мире это не так: условие Яц. =  О 
совместимо с Щ,[т ф 0. Это означает, что гравитационное поле может суще­
ствовать и без источников — это, например, гравитационные волны.

Еще английский математик Клиффорд высказал идею, что у простран­
ства должна быть собственная упругость. В некотором смысле ОТО является 
развитием этой идеи. В лагранжиан Ь входит кривизна Я =  д*кЯ*кш■

L = 1 ■&g S  R i v '

где V  — четырехмерный объем. (Если задаться таким лагранжианом и ла­
гранжианом других полей и частиц, то при варьировании метрики можно 
получить уравнения ОТО, что и сделал Гильберт.) Можно наглядно предста­
вить себе, что Ь описывает упругость пространства, “стремление” простран­
ства оставаться плоским. Константа с3/  1б7г(7 , характеризующая упругость 
вакуума, велика, и пространство искривлено слабо, из-за того, что велика 
его упругость.

Может смутить то обстоятельство, что константа с3/ 1б7г(7 размерна, по­
этому непонятно, относительно чего она является большой. В безразмер­
ном виде силу гравитационного взаимодействия характеризует константа 
(7 т 2/Яс, аналогичная константе электромагнитного взаимодействия е2/Не =  
1/137. Из вида константы сразу получаем массу, характерную для грави­
тационного взаимодействия (так называемая планковская масса, сравните 
аналогичные рассуждения о слабом взаимодействии и о массе И׳ —бозона, в 
§ 7.4):

т р1 =  =  Ю5־  г.

Характерная квантовая длина этой массы:

1Р1 =  ------ =  \ —  =  10 33 см.
h _  Gh

m pic V с3

Легко убедится, что lpi совпадает как раз с гравитационным радиусом гд 
для планковской массы. Таким образом, искривление пространства велико 
на расстоянии lpi от массы m pi. Для известных элементарных частиц т  ~  
10_24г <g: шрг, I ~  10_13см <g; lpi , т. е. эффекты гравитации и искривления



пространства в объеме известных элементарных частиц чрезвычайно малы. 
Это и доказывает большую упругость вакуума.

Нельзя ли получить упругость пространства из каких-то более общих 
соображений? Из квантовой теории мы знаем, что вакуум обладает нулевыми 
колебаниями, которые, в частности, даю т поправки в уровнях атома водорода 
(Лэмбовский сдвиг). Может быть такие эффекты приводят и к упругости 
вакуума? Такой подход удалось сформулировать, но при этом оказалось, что 
в теорию необходимо вводить частицы с массой т р1.

Таким образом, есть два принципиально различных направления:
1) из теории тяготения вывести существование частиц с т р1.
2) из теории частиц получить константу (7. (Подробнее см. книги Я. Б. Зель­

довича и И. Д. Новикова “Релятивистская астрофизика” и “Теория тяготения
и эволюция звезд”).

§ 8.4. Гравитационное красное см ещ ение. Зам едление времени

В предыдущих разделах мы увидели, что основная идея ОТО о движении 
тел в искривленном пространстве-времени по геодезическим означает, что 
все тела падают в гравитационном поле по одинаковым траекториям с оди­
наковым ускорением.

Покажем сейчас с помощью ОТО и квантовой ме­
ханики, что в гравитационном поле происходит за­
медление времени. Для этого рассмотрим один про­
ект вечного двигателя. На установке из двух блоков 
(рис. 53) будем поднимать ядра дейтерия, а опус­
кать протоны и нейтроны.

Пусть внизу протооны реагируют с нейтронами, 
а образующиеся 7 -кванты  используются наверху 
для диссоциации дейтерия. Масса И на 2,2 МэВ 
меньше т,р +  гап, поэтому под действием большей 
тяжести р-п система будет отдавать энергию, со­
вершать вечное движение.

Ошибка этого проекта в том, что в действитель­
ности 7 -квант не поглотится, так как часть его
энергии уйдет на преодоление силы тяжести:

= 'Е.Е-7־  Е  — — Е  =  Е  +  —и  — “Г
7

Рис. 53: Энергия 7 -кванта  £77=йо,. Поскольку Е' <  Е7 , то 
а / <  а;, т. е. частота фотонов испытывает красное 

смещение в гравитационном поле. Этот эффект уже наблюдался на Земле с 
помощью эффекта Мессбауэра (опыт Паунда и Ребки).



Д<^\
1 н— ;г1 1־-^п р и н  --- 1-^исп

где А(р — различие гравитационного потенциала в местах испускания и при­
ема. Это соотношение верно для фотонов любых частот. В данном месте ча­
стота фотонов зависит только от свойств испускающих их атомов (или ядер). 
На этих же свойствах основано и измерение времени в данном месте (атомные 
часы). Поэтому наблюдатель, находящийся в точке с другим гравитацион­
ным потенциалом, будет интерпретировать сдвиг частот как изменение хода 
времени:

(8 .2)
А^Х
с2 )

1 -Д ^ п р и н  —  Д т и־

Раньше мы говорили об измене­
нии в гравитационном поле метрики 
вообще, а теперь видим более кон­
кретно, что изменяется течение вре­
мени в разных точках. Это можно 
интерпретировать как изменение ко­
эффициента //оо при временной коор­
динате в метрике. Рассмотрев как 
изменяется д00 в слабом поле (т. е. 
ньютоновском случае), мы увидим, 
что д00 играет роль ньютоновского 
потенциала для медленных частиц.

Рассмотрим статическое грави­
тационное поле. По определению это 
значит, что метрику можно написать в виде

йв2 =  дж ((1хо)2 +  дар (1ха (1хР

причем ни 5׳оо, ни д0а не зависят от временной координаты х°. Пусть в не­
которой точке г! испускаются два световых сигнала с запаздыванием Д.х׳° и 
принимаются в точке г 2 (см. рис. 54). Поскольку д& от х°  не зависит, мировая 
линия второго сигнала отличается от первой только сдвигом по координате 
х°  на Д.х׳°, т. е. запаздывание сигналов в точке приема по координатному 
времени тоже будет Д.х׳°. Однако наблюдатель пользуется не координат­
ным, а собственным временем т. Это соответствует тому, что он в своей 
окрестности пользуется метрикой

=  с2с1т2 — <112.

Интервал между двумя событиями — приходом сигналов в точку г 2 — инва­
риантен (не зависит от выбора метрики), т. е.

л = °оо(2) Дж׳3/  с Д т2.

Рис. 54:

(а,/? = 1,2,3),



Глава 9. СИЛЬНЫЕ ГРАВИТАЦИОННЫЕ ПОЛЯ И 
СТРОЕНИЕ РЕЛЯТИВИСТСКИХ ЗВЕЗД

§ 9 . 1 .  Р еш ен и е Ш варцш ильда

Рассмотрим сферически-симметричное и статическое решение уравнений Эйн­
штейна. Введем сферические координаты, записав выражение для интервала 
в виде

ds2 =  д00 d t2 — g \ \dr2 — g22{d02 4־ sin2 в dip2).

Вид угловой части метрики (d02 +  sin2 в dip2) следует из требования сфе­
рической симметрии. Из требования статичности находим, что <7оо<7п  и д22 

должны быть функциями только г. Кроме того, должно быть д0! =  0, иначе 
не будет обратимости во времени. Отсутствую т также члены типа дГ1р из-за 
сферической симметрии.

Определим радиальную координату г  так, чтобы д22 =  г 2. При таком 
определении радиуса площадь сферы равна 47Гг2, а длина окружности с цен­
тром в начале координат равна 2ттг. Однако это не значит, что точка, име­
ющая координату г, удалена от центра на расстояние г, так как геометрия 
теперь неевклидова.

Введем функции t׳(r) и А(г) так, что

9 « ,  =  е 9 ,(г)״ ״  =  е Л(,' \

т. е. метрика приобретает вид

ds2 =  —eu^ d t 2 +  ex^ d r 2 +  r 2(d02 +  sin2 в dip2).

Из уравнений Эйнштейна

я* _ = -2т?
2 с* cz

после довольно долгих вычислений получим



= -Jo■ (9.3)e~x V ין J 2̂ ־ן»2 

Все остальные уравнения обращаются в тождества 0=0. Не диагональные 
компоненты тензора энергии-импульса (типа и т. п.) обращаются в нуль 
вследствие сферической симметрии (это означает, что нет склавающих на­
пряжений). О тсутствует также компонента Тц, так как этот член соответ­
ствует потоку энергии по радиусу, а мы рассматриваем статические реше­
ния.

Мы использовали смешанные компоненты тензора Т*. В выражение Г!! 
и Г 11 входят метрические коэффициенты. Пусть у нас есть метрика

dl2 =  a2dx2 +  b2dy2 +  c2d z2, (9-4)

которая эквивалентна метрике

dl2 =  dx'2 4־ dy'2 4־ dz '2, (9-5)

где a d x  =  x ' , =  dy ' , ceh: =  eh7. Оказывается, что выражения для Г!!, 
например, разные в (9.4) и (9.5). В смешанные компоненты вида коэф- 
фициенты а, Ь, с не входят, поэтому они одинаковы в исходной системе и 
локально-лоренцевой (если исходная система уже диагональна).

Начнем с того, что будем искать решение уравнений (9.1), (9.2), (9.3) в 
пустоте вокруг звезды (т. е. положим Тf  =  0). Введем /  =  е_А. Тогда

- Л ׳ е־ А =  / ׳

А ־ / ׳ = ׳ / / •

Теперь для уравнения (3) имеем

/  =  1 — a /r ,  а — const, т. е. дц =  ех =  J ־1=1/(1 _a/r). Вычитая из уравнения 
(1) уравнение (3), получим

и' +  А' =  0 и X =  const.

Выбор const просто определяет масштаб времени. Поэтому зададимся уело- 
вием, что вдали от тела, где Л =  0, также и и =  0, т. е. переменная t есть 
время изменения далеким покоящимся наблюдателем. Тогда получим

v  +  Л =  0

Отсюда
е" =  goo =  1 -  а / г.



Мы получили известное решение Шварцшильда для пустого пространства 
вокруг сферического симметричного тела:

(1г2
( !  -  “ )  <Й2 +  ^  +  г 2(с1в2 +  в т 2 V ׳6 ) ■  (9.6)С?52 =  -С 2

При г ----у оо эта метрика переходит в метрику Минковского.
Из выражения (б) видно, что при г =  а коэффициент при 2 обращается 

в нуль, а при (1г2 — в бесконечность.
Наблюдатель на некотором радиусе г  пользуется локально-лоре нцевой 

системой отсчета:
с?52 =  — с 2(1т2 4 II2) ־ .

Для покоящегося наблюдателя в обеих системах е?г, (1(р. (16 =  0 и (II =  0. 
Поскольку (1в2 — инвариант, получим

= (1 -  “) <Й2.

Вдали, при г  — > оо

* V 2 г(£ ־ х) = ־ )
Так как мы уже выяснили связь потенциала с замедлением времени (§ 8.4), 
мы видим, что

а (р 
2 г с2 ’

где (р — ньютоновский потенциал (мы убедимся в этом еще раз ниже, рас­
сматривая движение частиц), но

С М  2 С М
<Р = ----------- , т. е. а =  — —  =  г д.

г  <г

Величину гд =  а называют гарвитационным радиусом (или радиусом Швар­
цшильда). Для звезды солнечной массы М  =  М0 =  2 • 1033 г; гд =  3 • 105 см=3 
км (полезно запомнить!). Для Солнца метрику Ш варцшильда можно приме­
нять до поверхности г 8 =  7 • Ю10 см, т. е. гд/ г  всюду мало. Для нейтронных 
звезд гд /г  достигает 0,1 -ьО, 2. Для черной (невращающейся!) дыры метрика 
Ш варцшильда применима ко всей наблюдаемой области пространства, т. е. 
вплоть до г =  гд. Почему область г <  гд не наблюдаема (издали) будет 
объяснено позднее.

§ 9.2. Д виж ение частиц в поле Ш варцш ильда

Теперь рассмотрим движение частиц в этом поле. По ньютоновской теории 
для частиц, покоящихся на бесконечности, используя закон сохранения энер­
гии, имеем

СМ га гаи2
־־ + =



т. е.
V 2 =  в М / г .

Определим наивно гд как радиус, где V =  с. Тогда (ср. § 1.7)

2 0  М
Г9 =  ----ГС1

Этот результат получил еще Лаплас. Подчеркнем, однако, что это не больше 
чем мнемонический прием. Очевидно, что Ньютоновская механика неприме­
нима при V  ~  с.

Теперь напишем строго уравнение движения частиц в поле Шварцшильда. 
В метрике, не зависящей от времени, сохраняется энергия, т. е. компонента 
р0 (именно с нижним индексом) 4-вектора импульса частицы:

2 (1х° 
р0 =  - т с  д т ~ г■  ав

статическом полеВ
ds2 =  goodt2 — dl2

или

, L dPds — dt у/goo 4 / 1 —
//oo dt2 

dl v
Величина

л/goodt с

это скорость, измеренная локальным наблюдателем. Тогда имеем

m c ? J g ^
Ро =  --  =  =  const

у /1  - V 2/ c 2

(это соотношение не зависит от направления и).
Пусть при г  ----> oo (g׳oo ----* 1) v ----> 0, т.е. р0 =  т с2. В этом случае

всегда
1 -  v 2/ c 2 =  д00 = ־ 1   rg/ r  , v 2 =  с2гд/ г  ,

т.е. в ОТО имеет место связь между и и г в точности такая, как в ньюто­
новской механике и теории тяготения. В частности, гд — это как раз тот 
радиус, где v =  с, если при г  =  oo, v =  0 в т а,кой теории. Если v ф 0 на 
бесконечности, то

Таким образом, в точной теории в ОТО V =  с только на гд независимо от 
значения V =  при г =  ос.

2В ньютоновской теории в этом случае V было бы равно с при г



Еще раз подчеркнем, что V — это скорость, измеренная локальным на­
блюдателем.

В дальнейшем положим с =  1. При движении по радиусу в случае V =  О 
при г  — > оо

При падении с конечного Я этот интеграл логарифмически расходится при 
г  — > гд. Отметим, что (1г/(Ы проходит через максимум и стремится к нулю 
при г  — > гд. Конечно, в шварцшильдовском поле нет отталкивания, хотя 
<1г/<И — > 0 при г  — > гд, так как <1г/<И — это не скорость.

Существует хорошее сравнение. Если мы будем бросать частицы на чер­
ную дыру, то мы увидим, что они замедляют движение и скучиваются вблизи 
гд. Э та остановка не соответствует положению равновесия. Представим себе, 
что снимается на кинопленку прыгун, а потом при просмотре замедляется 
скорость движения пленки, так что в некоторый момент он остановится. То 
же самое при движении частиц. Если установить часы на частицах, которые 
действительно останавливаются в положении равновесия, то часы все равно 
идут. В случае дыры частицы останавливаются, но останавливаются и часы 
на них. По собственному времени никаких остановок не происходит. Про­
сто с точки зрения удаленного наблюдателя часы замедляются из-за доплер- 
эффекта и из-за влияния гравитационного потенциала.

Представим себе падение газа, состоящего из отдельных частиц с точки 
зрения далекого наблюдателя. Оказывается, что газ скапливается вблизи гд, 
но не отдает свою кинетическую энергию. Несмотря на то, что количество 
скопившегося газа неограниченно возрастает с течением времени, его плот­
ность, измеренная в собственной системе (наблюдателя, дижущегося вместе с 
газом), остается конечной в каждой точке пространства, в частности вблизи
гя■

Задача. Рассчитать радиальное движение для света (фотонов) в метрике 
Шварцшильда.

§ 9.3. С ф ерически-сим м етричное поле внутри  звезды

Займемся теперь уравнениями в веществе. Начнем с уравнения (3) § 9.1. Оно 
содержит только А. Пусть задано Г״ (г).



Известный метод решения неоднородных уравнений — метод вариации 
констант. Мы знаем, что /  =  1 — а / г  удовлетворяет однородному уравнению. 
Будем теперь считать, что а не является константой. Тогда после подста­
новки /  в неоднородное уравнение все члены, не содержащие da |dr ,  сокра­
тятся, а мы получим

1 с1а
— =  х Т .°״

Т0° = - р с 2 =  - е .

8лС  [
= (■׳)■>  ^ г ]

По определению 

Тогда

а(г) =  — — / e r 2dr.
V ' с4 J

о
Введем величину т(г) ,  такую, что

г2 Gm(
С

т. е.

i(r) =  4л J  p r 2dr.ту г ) =  47г J  рт аг. 

о
Результат получился вроде бы тривиальный. Но на самом деле это не 

так. Элемент объема вовсе не равен 4 л r2dr. Поскольку метрика неевклидова,
расстояние между равно не с1г, а ех!2с1г, т. е. так что

4 л r2dr

( i - ^ Г
d v  =

г )

Таким образом,
Г

m(r) < J  pdV.
о

Полная масса есть значение га на крою звезды

R  R

М  =  4л J  p r 2dr <  J  pdV.
о о

Полная масса меньше суммы масс отдельных частей звезды, так как она 
складывается из масс, которые взаимодействуют гравитационно.



Если отдельные куски вещества (так же сжатые, как в звезде) разнести 
далеко друг от друга, то их полная масса была бы равна

о  о  гс2

Вычислим полное число барионов в звезде

д
[  , , г 2<1г

N  =
_  о(г)

о V гф
Здесь п — плотность числа барионов. Теперь определим массу Мо, равную

М 0 =  га0ЛГ,

где т о  — масса ядра железа 56Ее, деленная на 56, т. е. это масса бариона, 
связанного в наиболее устойчивом ядре.

(Мо — М')с2 — это минимальная энергия, необходимая для того, чтобы 
“распылить” звезду на бесконечность.

Плотность вещества
р >  п ■ то,

так как при сжатии приходится затратить энергию. Сразу нельзя сказать, 
что больше

д
„2М  =  4п J  р г гс1г

о
или д

У у / \  -  о(г)/г

так как р >  топ/(1 — а / г ) 1/ 2 >  1.
Поэтому в принципе энергия связи звезды

£  =  ( М -  Мо)(?

может быть положительной даже13 в локально-равновесной системе и в раз­
ных моделях может иметь разный знак. С этим связан и вопрос о том, сколько

13При отсутствии локального равновесия возможность £  >  0 тривиальна: такова, на­
пример, ситуация для Солнца. Это означает лишь, что энергия ялерной реакции превра­
щения водорода и гелия в железо превышает отрицательную энергию гравитационного 
взаимодействия. Солнце не взрывается потому, что ядерная реакция идет медленно и те­
пло отводится излучением.



выделяется энергии при образовании звезды. Мы получили, что маса такой 
звезды

М  =  4л J  р г 2(1г, 

и полная маса барионов того же вещества на бесконечности

М  =  47г J  т 0п л/д!! г 2с1г

где т о  — масса бариона в ядре железа. Как уже говорилось, в принципе мо­
гут быть решения с М  >  Мо, хотя их трудно получить в природе, так как 
для их образования необходимо затратить энергию. Эти решения неустойчи- 
выотносительно разлета на бесконечность. Устойчивы ли они относительно 
малых возмущений — сказать нельзя без подробных расчетов. По-видимому 
евтвь нейтронных звезд малой масы М  <  О, 2 М0 имеет £  >  0, но устойчива 
относительно малых возмущений (см. ниже). Решения с отрицательной энер­
гией связи (М  <  Мо) могут получится в результате естественной эжволю- 
ции. Мы увидим позже, однако, что все решения неустойчивы относительно 
образования черной дыры, но по отношению к большим возмущениям. 

Запишем выражение для массы звезды в виде

М  =  Мо +  4л '! ‘р г 2с1г — 4л п т о у / д й г 2с1г.

Обозначим через
4лпл/ д ц  г (1г =  б/ДГ

число барионов в слое (г, г  +  (1г).
Введем

т  =  р!п  =  то +  -Е/с2,

где Е  — добавочная энергия, затраченная при сжатии. С этими обозначени­
ями

М  =  М0 +  4л J  р г 2с1г — т  d N  +  J  т  d N  — J  то0 d N  =
---------- --------- V-------- ׳ V-׳ 4

дефект массы внутренняя энергия

=  М0 4־ У  47г^(1 -  д/^п) r2dr +  J ( E / c 2)dN .

С точностью до величин первого порядка

.  1 Сга(г)
у /д й  =  1 н ■״ ̂ ־־  ’

/* G m d m  1 Г
М  =  Мо -  /  ---- ^ ^  /  E d N  +  ....

]  (ГГ (Г ,/

т. е.



Полученное соотношение было точным выражением для полной энергии 
звезды в ньютоновской теории. По порядку величины

״  ,  Га
М  — Mq — К \ ——— — Mq — К 2М 0—,

&Н, К

т.е. можно сказать, что точные для ньютоновской теории соотношения явля­
ются лишь первыми членами разложения по степеням rg/ R  для энергии 
звезды в ОТО (по теореме вириала тепловая энергия имеет тот же порядок 
величины, что и гравитационная).

В следующем порядке появляется член ~  (rg/ R )2. Мы уже знаем, что 
при 7  — > 4/3 |£грав| =  £тепл, т.е. член гд/ R  исчезает, и для роасчета устой­
чивости становятся важны поправки ~  (гд/ R )2. Эффекты ОТО приводят к 
тому, что при центральной плотности звезды больше некоторой, массы бе­
лых карликов начинают убывать (см. рис. 45). Важен также учет ОТО для 
случая сверхмассивных горячих звезд, где из-за роли давления излучения 
показатель адиабаты также стремится к 4/3.

Не решая пока уравнения Эйнштейна до конца, попробуем уже сейчас 
выяснить некоторые свойства метрики внутри звезды. Из-за сферической 
симметрии достаточно рассмтреть геометрию одной “плоскости” , проходя­
щей через центр, чтобы охарактеризовать все трехмерие. М етрика такой 
поверхности такая же, как в плоском трехмерном пространстве на изогнутой 
поверхности вращения ( “тарелке” , см. рис. 55а). Для такой поверхности

dl2 =  г 2 dip2 +  g \ \dr2,

где
<7п  =  cos-2 а.

Выясним асимптотику при г  — > 0, т. е. в центре. Пусть центральная плот­
ность рс конечна. Тогда m (r) ~  г3 и, используя

-1

5
г)

.2

2 Gm(
гс9 и  =

получим
<7п =  1 +  const ■ г 2.

<7п  — 1 +  о!2

С другой стороны,

т. е.

Поэтому в центре имеем обыкновенную точку (касательная горизонтальна). 
В принципе может быть особое решение

р ~  Ъ/г2 , га ~  г  , <7ц  — > const ф 1 ,



Рис. 55:

т.е. в центре появляется коническая точка с бесконечной кривизной (рис. 55Ь)
— это решение является асимптотической серии несингулярных решений при
Pi — >■ оо.

Рассмотрим теперь асимптотику при г  — > оо,

т  =  М  =  const.

Имеем
ди  =  1 +  const/г  = а ־4 1  2,

1
а  ~  —-= — > О,

лА־
т.е. на бесконечности пространство опять плоское (хотя высота “тарелки” и 
бесконечна).

Продолжим решение уравнений. До сих пор мы использовали только одно 
уравнение ОТО, куда входит слева дц  (и не входит goo), а в правую часть 
Т0° ~ р.

Очень важно заметить, что до сих пор не подразумевалось, что распреде­
ление плотности равновесно. Необходим только покой (Л, и =  0). Скорости 
равны нулю, а ускорения могут быть любыми. Условие равновесия мы нигде 
не использовали. Поэтому полученное выражэение для М  удобно в дальней­
шем использовать для исследования устойчивости звезды.

Вернемся к равновесным звездам. Следующие уравнения (вместе с усло­
виями стационарности Л, и =  0), куда входит давление, дадут условие рав­
новесия. Ограничимся случаем паскалевой жидкости

т; = т22 = т33 = р.
В уравнении (1) § 9.1 входит только d v f d r , а в (9.2) еще d2v / d r 2. Диф­
ференцируя первое уравнение, исключая dPvjdr2, d v fd r , d \ / d r , v  и Л, после



алнебраических преобразований получаем уравнение гидростатического рав­
новесия

ЛР <?( ״( + 4־ ׳5) ־ <+; ^ )

<1г ~  Г2 ( 1 -  ^ )

Напомним, что в ньютоновской теории

с1Р Орт
<1г г 2

Отличия ОТО от ньютоновской теории таковы: 1) вместо р входит р-\- Р /с 2, 
т. е. давление “весит” ; 2) сила притяжения зависит не только от ш, но и от 
Р:

т /тгРг3־ 44  с2т

(ясно, что эти поправки существенны, когда Р /с 2 сравнимо с р, т.е. для ре-
׳ (г) имеем (1Р/(1г — > оо, ускорениелятивистского вещества); 3) при

д — > со, так как в знаменателев уравнении равновесия в ОТО стоит г ( г  — 1 
вместо ньютоновского г 2.

Надо иметь ввиду, что физический градиент давления равен

а р

у / д й * г д/1 - тд / т
АР
Ж־

поэтому ускорение растет не как (1 — гг/ г ) -1 , а по закону (1 — гд/ г ) ]/ 2. На 
нашей двумерной поверхности, “изображающей” метрику, при г =  гд стенки 
“тарелки” становятся вертикальными (рис. 56).

Задавшись уравнением состоя­
ния Р(р),  можно интегрировать 
уравнение равновесия и уравнение 
пепрерывности

с1т =  47г р г2с1г

при произвольно выбранном значе­
нии в центре рс и соответствующим 
Рс. При любом разумном уравне­
нии состояния мы получим падаю­
щее решение, идущее в нуль на краю 
звезды.

Что будет, если центральная 
плотность очень велика (рс — > со), 
не получится ли бесконечная масса?
Возьмем степенное уравнение состояния. Пусть п — плотность барионов,

Рис. 56:



v =  1 /гг, Е  — энергия на барион. В изэнтропическом случае dE  =  —Pdv.  
Поскольку Е  =  рс?/п,

=  ~ 2 dn.
пАп

c2d ( 9  =  - Р  d

(  Р \  dn
d P =  \ Р +  ^

Отсюда

п

Если р =  А п к, то
Р  =  с2(к — 1 )р =  (к — 1)е.

Здесь мы выписали общее степенное уравнение (к =  4/3 — ультрареляти- 
вистский газ, к =  2 — предельно жесткое уравнение состояния, так как в 
этом случае скорость звука ( д Р / д р ) 1̂ 2 =  с).

Пусть р =  Ь/г2,
Р  =  с2( к - 1 ) Ъ / г 2.

2 G m 8nbG
=  const =  а  =  — -—.

Тогда

с2 г
Подставляя р. Р  и т  в уравнение 

равновесия, получим

к2־а
1-с»! 4 (к — 1) ’

Рис. 57:

т.е. существует решение, где та­
релка” идет на конус, но для ка­
ждого показателя к конус имеет свой 
наклон.

Текущая масса га ~  г, но это 
справедливо только в области боль­
ших плотностей, затем р спадает бы­
стрее, чем 1 / г 2, и га становится ко­
нечным. Таким образом, даже при 
рс — > оо масса остается конечной!
При этом общая масса звезды зависит от того значения плотности /?!, при 
котором уравнение состояния перестает быть степенным, т. е. где наруша­
ется пропорциональность Р  и р.

Аналитическое исследование для степенных уравнений состояния и чи­
сленные расчеты показывают, что зависимость М (р с) ведет себя как на рис. 
57, т. е. после первого максимума возникают колебания кривой М (р с). Ана­
лиз показывает, что все решения за первым максимумом неустойчивы. Зна­
чение максимальной массы Мтах получается разным при разных уравнениях



состояния. Для газа свобожных нейтронов Оппенгеймер и Волков получили 
М тлх =  О, 7М@14. Современные расчеты, учитывающие межнуклонные взаи­
модействия, даю т для нейтронных звезд Mmax =  1, 8-^2,4 М@. Еще раз напо­
мним, что масса здесь понимается как источник гравитационного поля для 
внешнего наблюдателя. Масса того же числа барионов существенно больше 
Mo шах ~  (2, 2 -Ь 3, 2) М@, так что энергия связи отрицательная. Нейтронные 
звезды большой массы устойчивы относительно разлета на бесконечность, 
при их образовании выделяется энергия ~  20% начальной энергии покоя, 
т.е. величина, во много раз превышающая ядерную энергию.

Задача. Известно,что предельно жестком уравнении состояния Р  =  рс2 =  
const ■гг2 (Я. Б. Зельдович) в ньютоновской теории масса звезды М  — > со при 
Рс — > со. С помощью уравнения гидростатики показать, что в ОТО даже 
в случае несжимаемой жидкости (Р  — > со, п =  п0 =  const) масса остается 
конечной при Рс — > со.

§ 9.4. О бщ ие свойства равновесия релятивистских звезд

Рассмотрим некоторые общие свойства этих решений для равновесных реля­
тивистских звезд. Механическое равновесие соответствует минимуму энер­
гии (т. е. массы) — в общем случае экстремуму при данном количестве ба­
рионов и данном распределении энтропии по барионам. В частном случае 
холодного вещества энтропия везде равна нулю. Решение, устойчивое относи­
тельно радиальных перемещений, при этом всегда безразлично относительно 
конвекций.

1. Пусть дано некоторое распределение энтропии S. В сферически-симметричном 
случае S  является функцией текущего числа барионов:

Г

F  =  J  п у /—д ц 47г г 2dr, F(R)  =  N.
о

F  — лагранжева координата, поэтому при всех вариациях S(F ) ,  в отли­
чие от 5 (г), всегда фиксирована. Состояние равновесия соответствует ми­
нимуму М  при данном S(F )  при вариациях n(F)  (или r(F )) . (Вопрос о 
конвективной устойчивости здесь не ставится.)

2 . Пусть звезда изэнтропична: S  =  const. Можно и в этом случае действо­
вать по-прежнему, т. е. находить минимум М  при ваирациях n(F)  и фикси­
рованном N , но теперь проявляется еще одна степень свободы: мы можем 
переставлять частицы между любыми слоями. При перестановке энергия не 
должна менятся (в первом порядке). Отсюда сразу получается условие на

14При этом учитывается, что нейтроны являются фермионами, и рассматривается 
холодный вырожденный нейтронный газ. В центральной области нейтроны умеренно 
релятивистские.
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по звезде. Химпотенциал определяется как приращение энергии системы при 
добавлении единицы массы покоя:

dp \  рс2 +  Р  
dp0 J  s  топ

р  =  с

Такой вид выражения для р, объясняется тем, что если внутрь звезды поме­
стить элемент массы Ашо, то работа А т  ~  Атор/ро ­работа по раздви) ־4 
ганию окружающего вещества) ~  Ат оР/ро  . Множитель (■}'I2 играет роль 
гравитационного потенциала (работа по перенесению барионов из бесконеч­
ности равна A Moe^R^ 2). Константу в (9.7) легко найти из условий на по­
верхности. Там Р  =  0, р =  0, р  =  с2,

у(д) 2G Mе 2 =  \ I -------— ,
V c2R

Итак,
1 / 2

2 G M \
2R  )

1 -
i>/2 2 ре ' =  с

Рис. 58:

Предположим, что мы хотим под­
считать, как изменится масса звезды 
М  при изменении числа барионов, 
т. е. при изменении Мо. Для этого 
нам нужно сравнить два близких, 
но разных решения. Эти два реше­
ния различаются во всех точках. Но 
из принципа экстремума ясно, что 
можно сначала добавить барионы на 
поверхности (см. рис. 58). При этом, 
во-первых, изменится масса

у(Д)
М\  =  Мо А Мо е 2 .

Во-вторых, это решение не равнолвесно. Поэтому звезда перестроится. Но 
изменение массы при перестройке около равновесия имеет высший порядок 
малости, поэтому в первом порядке масса и после перестройки та  же (ср. 
§ 1.7, 1.8). В результате имеем

1 / 2HR) 
=  е 2

dM  
d M q



мм

Рис. 60:Рис. 59:

Следовательно,
(1М бШо ^2 

с1рс с1рс

т. е. экстремумы кривых М (р с) и Мо(рс) совпадают (рис. 59). Интересно, 
что при некоторой рс величина М  становится больше М(). Как это может 
получится, если (1,М/(1,М<) всегда меньше единицы? Все объясняется просто: 
кривая М(Мо)  не гладкая (рис. 60), поэтому она может пересечь биссектрису
М  =  М 0.

§ 9.5. У стойчивость релятивистских звезд

Точно также, как и в случае белых карликов, можно показать, что первый 
максимум на кривой М (р с) соответствует устойчивости (см. § 7.2). Однако 
появление минимума М (р с) здесь уже не означает возврата к устойчивому 
состоянию. Оказывается, что в п-ом экстремуме кривой М (р с) теряет устой­
чивость п-я собственная мода радиальных колебаний.

Устойчивыми оказываются только звезды с рс <  рс тах. Однако они 
устойчивы только относительно малых возмущений. Сейчас мы докажем, 
что относительно достаточно больших возмущений неустойчиво любое рав­
новесие (теорема Зельдовича).

Когда мы говорим, что при некотором рс0 равновесие звезды устойчиво, то 
это значит, что любые неравновесные конфигурации с тем же числом барио­
нов (т. е. с тем же М 0) имеют в окрестности нашего решения М (р с) >  М (р с0). 
Покажем, что при больших рс есть конфигурации с очень малой массой: 
М  <С М (р со) (при той же М 0), т. е. относительно больших возмущений все­
гда есть неустойчивость.



Напишем выражение для массы звезды, которое, как мы уже говорили, 
верно и для неравновесных конфигураций:

R

2М  =  J  Акр г 2 dr.
о

R
Л.

Число барионов

f  г dr
47Г I  п ( г ) —  :

{
Считаем, что для барионов справедливо уравнение состояния ультрареляти- 
вистского газа:

4 /3р ~  п ' .

Пусть
р =  А/ r 2, следовательно, гд(г) j  г  =  SttA G / c2.

Теперь получим, что

М  =  const ■ N 3/2A 1/2(1 -  8тtA G / c2).

Видно, что всегда можно выбрать А  так, что М  сколь угодно мало: М  — > О 
при рс — > со. Но ясно, что при конечных рс должны быть точки с малым 
М ,  что и доказывает неустойчивость любого состояния.

Оценимвеличину барьера, который надо преодолеть, чтобы звезда поте­
ряла устойчивость. Будем работать в системе единиц h =  с =  1 (G  ф 1). 
В этих единицах размерность длины совпадает с размерностью обратной 
массы:

[рх] =  \h\ =  [тех], [ж] =  [h/mc] =  [1/ т ] .

[Энергия] =  [£?] =  [ т с 2] =  [т] =  [1/ж], [Gm2\ =  [е2] =  [Ех\ =  [ж0],

т. е. G m 2 в этих единицах безразмерно.
В ультрарелятивистском газе энергия частицы Е  =  ерр =  гг1/3, следова­

тельно, энергия звезды (масса)

М  =  E N  =  N n 1' 3,

а радиус
R  -  { N j n f 13.

Теперь мы хотим, чтобы радиус конфигурации, состоящей из данного числа 
барионов, равнялся гравитационному радиусу звезды

rg =  G M  =  G N { n f l 3 =  iV1/3n ־1/3  =  R,



т. е.
п =  Г ־372?)1 .

Чтобы сж ать вещество до такой плотности, надо затратить энергию

А М  =  ДГ2/3С ־1/2  -  N7X1.

Отсюда видно, что при N  =  N l̂ vшт(G m 2)~3l 2 барьера вообще нет. Это кри­
тическое число барионов соответствует максимальной равновесной массе, 
так как она может сколлапсировать без барьера (ср. § 2.4). Для малых 
N  <  ]Чкрит относительная величина барьера растет:

А М  =  /М ф и т У / 3 _ 1 

Мо \  N  )

Пример Земли: =  3 ■ 10-6  М &. Для того, чтобы перейти барьер, необ­
ходимо затратить энергию около 100 М § с2.

Однако в действительности эта оценка барьера не имеет смысла. Мы 
определили величину барьера из соображений подобия, т. е. считали, что 
зхвезда сжимается гомологически. А это вовсе не обязательно. Экономнее 
сжать в центре малую часть и заставить ее сколлапсировать. Потом на обра­
зовавшуюся черную дыру упадет все вещество. Беря все меньшее количество 
вещества, необходимо затрачивать все меньшее количество энергии, чтобы 
заставить его сколлапсировать.

Хотя для малых масс энергия мала, этот результат нельзя найти методом 
малых возмущений, так как 8 Е / Е  становится все больше и больше. Еще раз 
повторим, что плотность, до которой надо сжать вещество, с уменьшением 
массы возрастает (ср. § 7.1):

р =  2 ■ 1016 (М &/ М ) 2 [г/см3].

Таким образом, в классической ОТО барьер сводится к нулю. Однако, как 
обычно считают, квантовые эффекты становятся важными при гд <  10-33 см, 
т. е. га ~  10-5 г. Здесь барьер ~  гас2 =  1016эрг =  109 Дж (это не так мало). 
Однако трудность здесь не в энергии, а в том, чтобы создать столь малый 
радиус. Надо различать явления необходимые (т. е. неизбежные) и возмож­
ные, по крайней мере, в принципе. Коллапс холодного вещества с массой 
М  >  2 М & необходим, т. е. массивные звезды должны коллапсировать по­
сле исчерпания ядерного горючего. Можно сомневаться, сколько их в нашей 
Галактике: 108 или 103. Но в принципе они должны существовать.

Те маломассивные черные дыры, о которых мы выше говорили, не обя­
зательно существуют, так как они не пролучаются в результате эволюции 
звезд. Однако они могут в принципе образоваться на самых ранних стадиях 
расширения Вселенной из первичного вещества и приводить к интересным



космологическим следствиям. Как показал Хокинг, такие черные дыры за 
счет квантовых процессов испускают тепловое излучение с эффективной дли­
ной волны гд. При этом черная дыра, теряя массу, “испаряется” .

Для черных дыр звездного происхождения М  ~  М@ эффект испарения 
нечтожен, увеличение массы в результате процессов аккреции окружающего 
газа гораздо сильнее. Для малых черных дыр, в особенности первичных, 
эффект велик, возникает множество интересных вопросов, которые однако, 
лежат за пределами данной книги.

§ 9.6. Н есф ерические поля тяготения

Наиболее характерное свойство поля Ш варцшильда — то, что на некото­
ром расстоянии (г <  гд) невозможен покой частиц. Сфера Ш варцшильда 
касательна световому конусу (см. рис. 61), поэтому никакие частицы (в том 
числе и ультрарелятивистские) не могут выйти из-под радиуса гд, т. е. сферу 
Ш варцшильда можно пересечь только снаружи внутрь. Решение Шварц­
шильда относится к случаю сферически-симметричного распределения веще­
ства. Мы знаем, что идеальных сферически-симметричных объектов не суще­
ствует. Поэтому возникает естественный вопрос — насколько свойства этого 
решения устойчивы относительно возмущений сферической симметрии?

Устойчивость шварцшильдовской сингулярноости относительноо малых 
возмущений метрики исследовали Редже и Уилер. Они пришли к выводу, 
что для стационарных возмущений есть полдя только двух типов — с осо­
бенностью или на поверхности Ш варцшильда или на бесконечности. Сразу 
возникает подозрение, что поверхность Ш варцшильда может быть неустой-

Методом Редже-Уилера можно 
исследовать устойчивость только 
относительно малых возмущений. 
Другой путь (позволяющий исследо­
вать большие возмущения) — это 
получение тоочных решений уравне­
ний ОТО, в которых снято требо­
вание сферической симметрии. Ста­
тические решения для осесимме­
тричного распределения масс очень 
давно получил Вейль. В этом ре­
шении источник поля (т. е. неко­
торое тело) предполагается ограни­
ченным. Поэтому на бесконечности 
метрика должна переходить в евкли­
дову. Решение Вейля в частном слу­

чае совпадает с решением Ш варцшильда (строго говоря, его можно перевести

• световой 
конус

Рис. 61:
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в решение Шварцшильда некоторым преобразованием координат).
А в общем случае существует квадрупольный момент гравитационного 

поля. В этом решении поверхность доо =  0 обладает совсем другими свой­
ствами, чем сфера Ш варцшильда (где доо =  1 — гд!г  =  0 при г  =  гд). В 
частности, на поверхности доо =  0 есть истинная особенность пространства- 
времени. В метрике Ш варцшильда инвариант

С  =  =  12/ г 2д при г =  гд,

т. е. истинной особенности нет (хотя дц  =  (1 — гд/ г ) -1 — > со, однако в дей­
ствительности пространство гладко — есть системы отсчета, где все д,ь — 
гладкие до центра; это значит просто, что метрика Ш варцшильда в обыч- 
ноой записи не годится для описания пространства при г <  гд). В решении 
Вейля С  имеет особенность на поверхности доо =  0:

С  =  А ц 2д0̂  +  12/ г 4 +  ... ,

где <1 — квадрупольный момент. Кроме того, в отличие от поля Шварц- 
щильда, свет достигает этой поверхности за конечное время. Это отражает 
свойства, найденные Редже и Уилером: те возмкщения, которые конечны на 
бесконечности, имеют особенность на поверхности доо =  0 .

Эти выводы не являются свойством специально квадрупольного отклоне­
ния от сферической симметрии. Можно показать, что они являются общими 
для любого статического аксиально-симметричного решения.

Могут ли реальные тела создать поле Вейля во всей области доо >  0? 
Как уже говорилось, на бесконечности, в евклидовой области, поле Вейля 
соответствует гравитационному полю статического тела с неравным нулю 
квадрупольным моментом. Однако статическое тело не может дать такое 
поле вплоть до поверхности доо =  0 уже потому, что тогда обращается в бес­
конечность гравитационная сила. Это было верно и в поле Шварцшильда, но 
мы знаем, что его можно реализовать нестатическими телами, движущимися 
сферически-симметриичным образом (коллапсар).

Нельзя ли реализовать решение Вейля нестатическими телами? Оказыва­
ется и это невозможно. Можно показать, что при коллапсе в сопутствующей 
системе отсчета момент перехода границе тела поверхности доо =  0 ничем 
не выделен: в этот момент на поверхности тела нет истинных особенностей 
пространства-времени (С ф со), а в решении Вейля они есть. Итак, появле­
ние истинной особенности в этом решении означает, что такое распределение 
масс реализовано быть не может. Это связано с тем, что уравнения поля од­
новременно являются уравнениями движения.

Совершенно так же можно убедится, что рассмотрение статически малых 
возмущений решения Шварцшильда, проведенное Редже и Уилером, говорит 
не о неустойчивости этого решения, а о физической невозможности реализо­
вать такие возмущения. Точнее говоря, статические возмущения поля Швар­
цшильда можно получить, только поместив сферу Шварцшильда во внешнее



возмущающее поле. В решении Редже-Уилера это соответствует возмуще­
ниям конечным на гд и расходящимся на бесконечности.

Имеются осесимметричные решения уравнений ОТО в вакууме (Я ^ =  
0) и другого типа — это реешние Керра. Приведем метрику Керра в виде, 
данном Боейром и Линдквистом:

сIs2 =  d t2 — (г2 +  a2) sin2 в dip2 ---- -------------— (dt +  a sin2 в dip)2 —
г 2 +  а 2 cos2 в

-  (г» + * W  ») (  2 f  .
— 2 гаг +  аг J

Мы записали выражение для ds2 в таких единицах, что с =  1, G =  1. Смысл 
символов га и а, как всегда, находим исследованием предельных случаев. 
Сразу видно, что при а — > 0 метрика Керра переходит в решение Швар- 
цшильда, т. е. га можно интерпретировать как массу тела (в наших едини­
цах гд =  2га). Смысл символа а выясняется при переходе к бесконечности 
г  — > со. Очевидно, тогда

9оо =  ~9и  =  1 rg l r ! 

так же как для поля Шварцшильда. Но есть и одно существенное отличие:

2ага . 2 0 , ч
д׳оз =  gtv = -------- sin в (приг — > оо),

г

т. е. недиагональная компонента метрики доз отлична от нуля. В ОТО по­
казывают (см., например, “Теорию поля” Ландау и Лившица), что в слабом 
поле (т. е. при г  — > со) у вращающегося тела с моментом вращения К  
появляется компонента доз именно такого вида:

2 К  ■ 2 ״
= оз׳5  ---- sin в.

г

Это позволяет считать, что метрика Керра описывает внешнее поле тела, 
вращающегося с моментом

К  =  —am.

При получении выражения для доз в случае г  — > со мы по существу вели 
разложение по степеням а /г , поэтому это выражение остается справндливым 
и в сильном поле вплоть до г  — > гд, если а — > 0. М етрика, записанная в 
виде (), имеет смысл только при 0 <  а <  га, т. е. а =  га соответствует 
максимально возможному моменту центрального тела (т. е. К тлх =  га2 или 
в обычных единицах К тах =  M crg/2  =  G M 2/с).

Если подсчитать скаляр кривизны С,  то окажется, что метрика имеет 
особенность только при г =  0. это наталкивает на мысль, что метрика Керра 
в отличие от метрики Вейля может быть реализована реальными телами.



Рассммотрим, во что переходит поверхность Шварцшильда в метрике 
Керра. В шварцшильдовском случае сфера г  =  гд обладала двумя главными 
свойствами: на ней доо =  0 и, кроме того, ее касался световой конус. Из-за 
второго свойства сфера Шварцшильда являлась как бы “клапаном” : никакие 
частицы не могли пересечь ее изнутри наружу. Этот клапан, т. е. поверх­
ность, касательную световому конусу, называют “горизонтом событий” . В 
метрике Керра оказывается, что поверхность доо =  0 и горизонт событий не 
совпадают. Можно найти, что поверхность доо =  0 определяется выражением

=  т  +  л/т 2 — а2 соэ2 в ,

=  т \ ־4  / т 2 —
а горизонт событий

гор ׳

Очевидно, что гш >  ггор. Так же как в поле Ш варцшильда условие доо >  О 
ограничивает область, где можно покоится. Однако в метрике Ш варцшильда 
гт =  тгор. Поэтому частицы с г  <  гш могли двигаться только к центру. Те­
перь частицы с г  <  гш, но г  >  ггор могут двигаться по радиусу в любую сто­
рону, в частности, может быть г  =const (хотя для них невозможно (р =сопэ1;, 
они обязаны двигаться по (р в ту  же сторону, что вращается тело). Область
гор ׳

Как будет меняться метрика в присутствии свободно падающих частиц? 
Частицы, которые движутся навстречу вращению тела, захватываются раньше. 
Поэтому, если на центральное тело падают частицы, имеющие изотропное 
распределение по скоростям на бесконечности, то метрика Керра теряет мо­
мент и переходит в метрику Шварцшильда, а облако частиц приобретает 
момент (так как частицы захватываются выборочно).

Приведем выражение для прицельного параметра гравитационного за­
хвата частицы, движущейся в экваториальной плоскости: 

а) при <  с:

1׳ / 2

1 + 1 ± —  \  Ш
I =  ~

Кос

(выбор знака зависит от направления момента частицы относительно мо-
=  сб) прииао)Гд:мента центрального тела). При а =  О, I =  (2с/ 

(здесь тоже важен знак момента частицы):

- ( 7г — агссоэ \а/т\)1л. =  4 соэ3

г,״ .-  агссоэ \а/т\
3 1 / 1

/_ =  4 соэ3



Зависимость параметров захвата в 
метрике Керра от знака момента ин­
тересно проявляется в случае дис­
ковой аккреции. Торн показал, что 
при а <С га свет, излучаемый ве­
ществом при аккреции, поглощается 
черной дырой так, что а — > га. Од­
нако, если а почти равно га, то мо­
мент отбирается. Устойчивое значе­
ние а =  О, 948 га.

Пенроуз показал, что есть воз­
можность извлекать энергию из 
поля Керра. Бросим частицу так, 
чтобы она в эргосфере (ггор <  г <  
гш) распадалась на две частицы.
Пусть одна из новых частиц уйдет 
под горизонт, а вторая вылетит из- 
под гш (рис. 62). Можно осуществить этот процесс так, что вернувшаяся 
частица принесет энергии больше, чем отправленная. Ясно, что при этом 
уменьшается энергия центрального тела.

Возникает задача: сколько энергии можно отнять у черной дыры? Хокинг 
показал, что есть некоторая инвариантная масса, которую процессами такого 
рода нельзя уменьшить. В метрике Ш варцшильда площадь сферы г =  гд 
равна

S  =  47г г 2 =  1б7гга2.

В метрике Керра можно подсчитать плошадь горизонта событий:

S  =  J л/д^дзз d0 dip =  47г(гГОр +  а2) =  Атг[(т +  (га2-

-  а 2)1/ 2)2 +  а2] =  8тгга[га +  (га2 -  а2)1/2] .

Теорема Хокинга состоит в том, что S  не может уменьшаться. Это позволяет 
определить инвариантную массу черной дыры

S  =  167rraj2nv .

Подобные исследования показали, что при очень общих предположениях 
единственным точным осесимметричным решением с отсутствием сингуляр­
ности на горизонте событий является решение Керра. Можно показать, что 
при коллапсе под ггор любого вращающегося тела метрика Керра возникает 
как предельная при t — > со для всей области вне ггор. Все это позволяет 
считать, что метрика Керра описывает поле любой вращающейся черной 
дыры. Отметим, что реальная черная дыра должна иметь момент вращения

Рис. 62:



а скорее ближе к а =  т,  чем к а =  0. В размерных единицах а =  т  соот­
ветствует моменту К  =  G M 2/с. Для М  =  1 М@ это дает значение порядка 
момента врашения Солнца. Но Солнце — это очень медленно вращающаяся 
звезда. У массивных звезд удельный момент вращения может быть на два 
порядка больше.

Глава 10. НАБЛЮ ДАТЕЛЬНЫЕ ПРОЯВЛЕНИЯ РЕ­
ЛЯТИВИСТСКИХ ЗВЕЗД

§ 10.1. П ульсары

Первые наблюдательные сведения о пульсарах были получены по их им­
пульсному строго периодическому излучению. Для первого открытого пуль­
сара СР 1919 период следования импульсов составлял 1,33 с. Сейчас известно 
около 150 пульсаров с периодами от 0,03 с до 3,8 с, причем точность опре­
деления периода составляет 10- 8-10-9 . Первые же наблюдения пульсаров 
на различных частотах обнаружили сдвиг по частоте времени прихода от­
дельных импульсов (рис. 63). Строгая периодичность и наблюдаемый сдвиг 
были настолько впечатляющими, что вначале эти сигналы приписывали де­
ятельности разумных существ (little green men — определение, данное от­
крывателями пульсаров). Но с увеличением числа наблюдаемых пульсаров 
и особенно с открытием пульсара в Крабовидной туманности, где после гран­
диозного взрыва Сверхновой 1054 всякая разумная жизнь была похоронена, 
гипотеза интеллектуальной деятельности была отброшена.

Эффект запаздывания сигналов 
легко объясняется распространением 
радиоволн в плазме. При наличие в 
межзвездной среде свободных элек­
тронов групповая скорость распро­
странения становится равной

с'2 =  с2[1 -  (и0/и )%

где и0 =  (Anne2/т е )1/ 2 — собствен­
ная частота колебаний электронов 
в плазме (ленгмюровская частота).
Полное время запаздывания прихода 
сигнала для первого пульсара оказа­
лось около 80 с. Как видно, обсужда­
емый эффект пропорционален пол­
ному числу электронов на луче зре­
ния. Физичеки запаздывание объясняется интерференцией бегущей и рассе­
янной волн. Благодаря этому эффекту пульсары позволили уточнить сред­
нюю концентрацию электронов в Галактике: пе ~  0, 05 — 0,1 см-3 .

XJLL
t

! iV2<V ,!

_U____l_l_____u___
A t  t

Рис. 63:



Периоды пульсаров малы. Они явно не характерны для больших звезд, 
сразу были высказаны предположения, что это или белые карлики или вра- 
щающиея нейтронные звезды. Односекундные периоды малы для пульсаций 
белых карликов на основной частоте (и тем более не подходит вращение бе­
лых карликов), поэтому вначале рассчитывались модели белых карликов, 
колеблющихся на более высоких гармониках. Но после открытия пульсара в 
Крабе с периодом 0,033 с выжила только гипотеза вращающихся нейтронных 
звезд.

Наблюдаемый поток радиоизлучения при известном расстоянии до источ­
ника и предполагаемых его размерах дает возможность вычислить так на­
зываемую яркостную температуру излучения: Т&. Если принимаемый поток

Э та температура оказалась необычайно высокой: так, для пульсара в Крабе

ловское. Если бы наблюдаемое ра­
диоизлучение имело тепловую природу, то должны быть электроны с энер­
гией 1022 эВ. Такие электроны невозможно удержать никаким магнитным 
полем, кроме того, должно присутствовать мощное жесткое рентгеновское и 
гамма излучение. Ясно, что наблюдаемое радиоизлучение имеет нетепловую 
природу, о чем дополнительно свилетельствует и его степенной спектр. Все 
это указывает на коллективные механизмы возбуждения радиоволн.

В настоящее время известны два типа окгерентных механизмов излуче­
ния, которые могут дать болынуб яркостную температуру (интенсивность) 
излучения при умеренном времени жизни излучающих электронов. Первый
— лазерный механизм, работающий при инверсной заселенности энергети­
ческих уровней системы атомов. Второй — антенный механизм, при котором

то при Ь,и <  кТь имеем

Тъ =  Ю26 К , что соответствует энергиям 1022 эВ.
Если взять хаотически движу­

щиеся электроны, то при малом ко­
личестве электронов (малой оптиче­
ской толще) интенсивность выходя­
щего излучения растет пропорцио­
нально толще. Затем наступает са- 
мопоглощение, которое дает предел 
зависимости интенсивности от тем­
пературы (рис. 64). Таким образом, 
интенсивность ограничена равновес­
ным планковским излучением, зави­
сящим от температуры электронов. 
Важно, что при этом распределение 
электронов по энергиям — максвел-

функция Планка
Для Тизл = Те

т 3> т 2> т ;

Рис. 64:



излучают не отдельные атомы, а целые группы, так что все атомы группы 
излучают в фазе и поланя интенсивность пропорциональна квадрату чи­
сла частиц в группе. При этом нет полного термодинамического равновесия 
между макроскопическим и микроскопическим движением частиц.

Распределение частиц в пространстве около пульсара, их плотность в 
сильной степени определяются электромагнитными полями, которые генери­
рует вращающаяся замагниченная нейтронная звезда. Поэтому наше рассмо­
трение пульсаров начнем с изучения этих полей.

§ 10.2. Э лектродинам ика пульсаров

Какого порядка магнитное поле можно ожидать на поверхности пульсара и 
его окрестности? У обычных звезд наблюдаются поля порядка 1-100 Гс. Ней­
тронная звезда рождается в результате катастрофического сжатия обычной 
взезды (вспышки сверхновой) после потери гидростатической устойчивости. 
Из-за вмороженности поля при сжатии сохрангяется магнитный поток через 
поверхность:

Ф =  H S  ~  H R 2 =  const.

Типичные размеры обычных звезд ~  106 км ~  1011 см, нейтронных — 10 
км. Таким образом, для нейтронных звезд следует ожидать Н  ~  1012 Гс. 
Отметим, что сейчас уже из данных о пульсарах получают такие поля.

Какова конфигурация поля вокруг пульсара? Для статического невраща- 
ющегося магнтного диполя с моментом // в сферических координатах имеем

тт fJ, . HSR
Hr =  —  cost), h e =  — sm 0 , fi =  —-— . 

r r  2

Рассмотрим вращающийся диполь с магнитным моментом, перпендикуляр­
ным оси вращения. Такой диполь теряет энергию со скоростью

(Pfl 2

- Ж  =
где Л — циклическая частота, Л =  2!ту =  2-к/ Р  , Р  — период врашения. 
Подставляя Н  ~  1012 Гс, получим

д -  з • ю31 р4־ .

То излучение, интенсивность которого сейчас была вычислена, не явля­
ется излучением, которое мы наблюдаем. Такие волны не проходят через 
звездную плазму, так как и *С щ  ~  Ю4 с-1 .Наши формулы даю т хорошую 
оценку энергетических потерь пульсара, но нужно еще подумать о том, как 
это излучение перерабатывается в радио, оптику и рентген.



Введем характерный радиус светового цилиндра, т. е. расстояние от пуль­
сара, на котором при твердотельном вращении достигается скорость света 
с:

ближайшей зоне г <  Г[ существует статическое дипольное поле. На больших 
расстояниях имеем поле распространяющихся волн:

с потоком энергии порядка д =  (Е 2 +  Н 2)с/8тт. Сшивая поля на световом 
радиусе г =  г!, можно получить формулу для потерь энергии (} (получите эту 
формулу). Вблизи в первом приближении Е  =  0, но в точном расчете наряду 
с магнитным полем есть также и электрическое поле, величину которого 
можно оценить из условий равентсва момента электромагнитной силы на

Кроме того, есть еще и дополнительное магнитное поле Н '. Дипольное поле 
является бессиловым, поэтому при расчете сил нужно добавлять еще Н '.

Получим теперь закон убывания частоты вращения пульсара. Запас энер­
гии пульсара содержится в энергии вращения:

Можно считать, что момент инерции звезды I  не меняется со временем. 
Тогда

v =  rf i =  27гг /  Р  =  с; 

ri =  сР/2тг =  с/0,.

При Р  =  1 с, г! =  5 • 109 см. Величина г! называется световым радиусом. В

\Е\ =  \Н\ =  H m j r ,

различных расстояниях:
Н  ■ E'r  =  const.

Ясно, что при поле существенно меньше магнитного:

Е' ~  H r /r i  (при г <  ri).

Ек =  - Ш 2. 
2

или
— —  =  —А  
и 3  d t

1 dv

Интегрируя, получим

1

2 At  +  1/г/2 ’



где и0 — начальная частота вращения. Если бы закон был экспоненциальный 
(1и/М =  —Аи, то и =  г/0 ехр(—АЬ) и всегда остается зависимость от и0. В 
нашем случае закон убывания нелинейный, и, как видно, достаточно быстро 
можно пренебречь и0:

и2 ~ 1/(2АЬ).

Э та формула дает возможность проверить теорию. Для пульсара в Крабе 
известен его возраст t, кроме того, мы знаем величину А  ~  //2/ / .  При I  ~  
1045 г-см2 получаем Р  =  1,4 • 10-2 с. В действительности же наблюдается
־102 • 3  с, т. е. согласие неплохое. Для пульсаров можно очень точно мерить 
не только частоту (период), но и скорость, с которой пульсар замедляется:

1

׳2?
1 (1у 
V сИ

1 ёи 
и <И

Для Краба

2 • 1250 лет
Истинный возраст пульсара, согласно китайским летописям, около 1000 лет 
(сверхонвая на месте Крабовидной туманности вспыхнула в 1054 г.), так что 
согласие неплохое.

Благодаря большой точности уда­
ется наблюдать многие детали. Од­
ним из интересных феноменов явля­
ются быстрые скачки (срывы) пери­
одов врвщения (рис. 65), которые на­
блюдаются у двух пульсаров — в 
Крабе и в Парусе. Сначала, после 
срыва, пульсар вращается быстрее, 
однако за время порядка месяца он 
опять выходит на прежний темп за­
медления. Эти явления связывают с 
наличием в нейтронной звезде твер­
дой кристалической и жидкой фаз.
Для полностью жидкого пульсара 
при замедлении вращения его фи­
гура постепенно подстраивается под новое равновесное состояние. В кри- 
стале перестройка происходит лишь тогда, когда постепенно растущие при 
замедлении натяжения превосходят предел прочности. Перестройка происхо­
дит практически мгновенно ( “звездотрясение”), и момент инерции кристала 
меняется скачком. Далее, из-за вязкости между кристаллической и жидкой 
фазами происходит выравнивание их угловых скоростей. Следуе помнить, 
что нейтронная жидкость может находится в сверхтекучем состоянии, и вяз­
кость там  не совсем обычная.

Рис. 65:



Дальше нас будут интересовать явления, происходящие снаружи пуль­
сара. Как будут взаимодействовать низкочастотные магнитодипольные элек­
тромагнитные поля с окружающей плазмой? Электромагнитные волны, ча­
стота которых меньше частоты ленгмюровских колебаний плазмы, будут 
отражаться от плазмы. Электронам при этом передается импульс и плазма 
выталкивается.

Рассмотрим, что происходит, когда частота мала и можно изучать дви­
жение каждого электрона в отдельности, независимо от других. Уравнение 
движения электрона в поле плоской электрической волны запишется в виде

mdv I dt =  еЕ =  еЕ0 cos cat.

Откуда скорость
еЕо .

V =   sin u!t.
тсо

Таким образом, амплитуда v зависит от ш. При малой частоте поле долго 
тянет электрон в одну сторону, и амплитуда растет. Очевидно, движение 
электрона становится релятивистским при

еЕ0 =  т и с .

Теперь вместо m d v / d t  нужно писать dp/dt .  Кроме того, нельзя пренебре­
гать магнитгым полем. Найдем границу области релятивизма. Перепишем 
условие в виде

еЕ0с еЕ0Х/2тг 
u!mc2 тс2

Отметим, что эта  комбинация оказывается лоренц-инвариантной. При дви­
жении в другой системе отсчета Л и  Е  изменяются так, что их произведе­
ние Е0Х оказывается постоянным (это видно для плоской волны). Для пуль­
сара с периодом вращения Р  =  1с Л =  3 • 101Осм и еЕ0 =  10-4  эВ /см, т. е. 
Е0 = ־104   В /см  = ־107 • 3   СГСЭ, или, что то же, Н! =  1012 Гс, а на световом 
цилиндре Н! ~  105 Гс. Таким образом, далеко за световым цилиндром волна 
сильная.

Задача легко решается для электромаг­
нитной волны, поляризованной по кругу, ко­
гда движение электрона круговое. Следует 
заметить, что релятивистская задача нели­
нейна и не сводится к сумме двух плоскопо- 
ляризованных решений. Общая методика ре­
шения следующая: учитывается реакция из­
лучения и пишется, что излучение равно ра- 

Е 0 Е  боте электромагнитных сил. Задача об излу­
чении релятивистских электронов, движу- 

Рис. 66 : щихся по кругу, решена в теории синхро-
тронного излучения. Результаты  таковы, что в основном релятивистский



электрон излучает в плоскости вращения на частоте итах =  ь/вр7 2, где
7  =  Е / т 0с2 — фактор Лоренца. Сечение рассеяния сначала растет по за­
кону и =  <7Т [1 +  (Е /Е о )2], а затем падает (рис. 66). Такое поведение сечения 
обусловлено изменением работы сил электрического поля волны, которая за­
висит от относительной ориентации векторов скорости V и электрического
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поля Е. Подобную задачу можно также решить при наличии продольного 
магнитного поля.

§ 10.3. М агни тосф ера пульсара

Итак, рассматривая магнитодиполь- 
ное излучение наклонного ротатора, 
мы показали, что такой подход дает 
правильную энергетику, закон за­
тухания вращения, приток энергии 
в окружающую туманность, но все 
это еще далеко от наблюдаемой кар­
тины пульсара. Во-первых, низкоча­
стотное излучение не проходит че­
рез межзвездную среду. Но самое 
главное — магнитный диполь не мо­
жет вращаться в вакууме не из-за 
окружающей среды (ее он выталки­
вает), а за счет того, что индуциро­
ванные электрические поля вытяги­
вают с поверхности звезды электри­
чески заряженные частицы, которые 
затем ускоряются и инженируются в 
окружающее пространство.

Рассмотрим вращающийся маг­
нитный диполь (шарик) с осевой
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симметрией: /7 || О, (рис. 67). Для дипольного магнитного полякомпоненты 
поля в сферических координатах имеет вид:

т־3 8̂(10.1) @■Нв2V й^ 3  СОЭ 0,Нг

Такое поле, естественно, бессиловое: го1;#=0. Спрашивается, что будет, если 
вращающийся шарик металлический. Нас инетресует внутренность шарика. 
Поверхность шарика — это контур, движущийся в магнитном поле со скоро­
стью =  ГШ зп1 в (уг = = о(!׳   0). В таком случае появляется лоренцева сила
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~  V х Н,  действующая на электрические заряды. Это приводит к разделе­
нию зарядов и к появлению дополнительного электрического поля. Заряды



перестанут двигаться по поверхности лишь тогда, когда во вращающейся си­
стеме координат суммарная сила, действующая на заряды, окажется равной 
нулю, т. е. потребуем, чтобы равнялась нулю э.д.с. в этой системе координат.

Чтобы найти окончательное распределение зарядов, определим поле во 
внешнем пространстве, при котором на поверхности

Ев — (vv /c )H r + й в׳£  н е ш н  — 0 .

Пока считаем, что снаружи вакуум и поле Н  дипольное. Тогда (1) дает

2u.fl .
в н е ш н  —  J-.״  S i n  и  COS и .

R 1

Характерно, что в это выражение вошло произведение sin в  х  cos в , т. е. ква­
драт функции в. Таким образом, мы имеем дело со второй гармоникой, т. е. 
индуцированное электрическое поле должно иметь квадрупольный характер:

Eg =  - j  cos в sin в , Ет =  ~̂ г ( cos2 в -----] ,
г4 г4 у 3 /

где квадрупольный момент

1 1 fiR2
Ч =  о --------=  о -------•6 С 6 Г1

Рассмотренное явление называется униполярной индукцией. Вольтметр, 
присоединенный скользящими контактами к полюсу и экватору (рис. 68), 
покажет разность потенциалов

(р ~  Н  LO/  С.

Радиальная компонента индуцированного электрического поля на поверх­
ности не скомпенсирована, что приводит к появлению поверхностного заряда. 
Заметим, что, добавляя электрический заряд Q, можно менять полный заряд 
шарика и радиальное поле во внешнем пространстве E'r ~  Q jr .  Но разность 
зарядов в двух точках для поверхности шарика остается всегда постоянной. 
В лаборатории можно достичь полей Н  ~  20000 Гс. Для шарика с радиусом 
R  =  1 см максимальная скорость вращения на поверхности v =  3 км /с  со­
ответствует теоретическому пределу прочности. В этом случае максимально 
возможное электрическое поле

Е  ~  Н  ( v / с) =  60 В/см.

Такая величина поля в лаборатории не вызовет эмиссии электронов из хо­
лодного металла, и приближение униполярной индукции является хорошим 
приближением.



аа♦

Иная ситуация для замагниченной нейтронной звезды:

Я  ~  1012 Гс, Р  =  0,03 с1־ , Я =  106 см.

Подставляя эти значения, получим Е  =  0,6 • Ю10 СГСЭ= 2 • 1012 В/см! Та­
кое поле мгновенно ионизует вещество (в атоме водорода Е  =  13В /10- 8 см 
=  109 В /см). И самое главное, электрическая сила еЕ  в сотни раз и бо­
лее превышает силу притяжения протонов к звезде. Таким образом, должна 
происходить инжекция частиц. Укажем на две различные ситуации: в зави­
симости от отношения направлений магнитного поля /1 и угловой скорости Л 
с полюсов могут вырыватся либо протоны, либо электроны (рис. 69). Знаки
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/1 или О, в отдельности не имеют физического смысла, так как зависят от 
того, в системе какой ориентации мы наблюдаем: правой или левой (/7 и Л —

—*
псевдовекторы). Однако произведение (//П) уже имеет инвариантный смысл. 
Магнитный момент /1 создается токами (движением электронов). Вещество 
звезды при вращении может двигаться в туже сторону, что и электроны, или 
в другую. Интересно было бы выяснить, как должны различатся в наблюде­
ниях эти два типа пульсаров.

Максимально возможная энергия частиц, ускоряемых электрическим по­
лем пульсара, велика. Для Краба (р ~  Е Е  ~  1018 эВ, т. е. могут получаться 
космические лучи, в более молодых пульсарах можно ожидать энергий по­
рядка 1021 эВ.

Появление электрических зарядов вокруг пульсара приводит к появле­
нию дополнительных полей, и в общем случае должна решаться самосогла­
сованная задача с учетом этих полей. Пока разработана лишь приближенная 
модель Юиана-Голдрейха, в которой предоплагается, что вокруг пульсара 
существует вращающаяся твердотельно магнитосфера с электрическим по-



лем, удовлетворяющим уравнению

E  =  ( v x H ) / c .

Плотность заряда нахолим из уравнения

-зг
3

cos2 в -----

Таким образом, имеются зоны (конуса) с различными знаками зарядов (урав­
нение разделяющей поверхности cos в =  ± 1 /3 ). Для дипольного поля плот­
ность расходится на световом цилиндре. На самом деле вблизи светового 
цилиндра вращающиеся заряды искажают исходное магнитное поле:

Действуя последовательными приближениями, можно показать, что до-

Есть еще одно важное ограничение на описываемую картину. Для сило­
вых полей, не выходящих за световой цилиндр, возможно статическое рав­
новесие. Однако вдоль силовых линий, пересекающих цилиндр, такое равно­
весие невозможно — частицы должны уходить на бесконечность. Звезда с 
таким истечением будет терять энергии примерно столько же, сколько ди­
поль в вакууме, но ясно, что механизм потерь здесь совсем иной.

К сожалению, пока очень мало разработаны картины распределения элек­
тромагнитных полей с учетом истечения для наклонного диполя. Имеется не­
сколько моделей, предполагающих, что вещество накапливается на замкну­
тых силовых линиях вблизи светового цилидра и вращается со скоростью 
порядка 0,8-0,9 с. В такой картине возможно направленное импульсное из­
лучение сгустков плазмы, направленность которого обусловлена аберрацией 
света, аналогично тому как это происходит при вращении электрона в маг-

В начале 70-х годов интенсивные заатмосферные исследования в рентгенов­
ском диапазоне электромагнитого спектра, которые проводились с помощью 
ракет и специализированных спутников, привели к открытию нового класса 
астрономических объектов — компактных рентгеновких источников в со­
ставе тесных двойных систем. Среди них встречаются как рентгеновские 
пульсары, т. е. источники, излучение которых периодически промодулиро- 
вано во времени,так и источники, для которых характерны хаотические ва­
риации наблюдаемого потока излучения. Анализ динамики двойных систем,

rot Н  =  j v =  pvv .

бавки в поле по порядку величины

Hi ~  Н0( г / п ) 2.

нитном поле.

§ 10.4. Аккреция на релятивистские звезды



включающих рентгеновские источники, показал, что их массы типично звез- 
дые. Компактность рентгеновских источников дает основание считать, что 
они представляют собой нейтронные звезды и, возможно в некоторых слу­
чаях, черные дыры. Для большинства отождествленных оптических компо­
нентов этих систем установлено, что они интенсивно теряю т вещество со 
своей поверхности. Очевидным источником энергии для рентгеновских ис­
точников в таких условиях является аккреция — физический процесс захвата 
и падения вещества в гравитационном поле тяготеющей массы, сопровожда­
ющееся выдеелнием гравитационной энергии.

Свободное падение холодного вещества на черную дыру происходит без 
выделения энергии, так как у черной дыры отсутствует поверхность, ударя­
ясь о которую падающее вещество могло бы остановиться и выделить энер­
гию. Однако в двойной системе вещество, истекающее с поверхности нор­
мальной звезды и падающее на черную дыру, обладает относительно послед­
ней моментом вращения, препятствующим свободному падению вещества. 
Наиболее вероятной является картина аккреции с образованием диска вокруг 
черной дыры. Вещество в диске в первом приближении вращается по круго­
вым кеплеровским орбитам. Благодаря трению между соседними слоями ве­
щество каждого слоя отдает свой момент вращения внешним по отношению 
к себе слоям и приближается к черной дыре. При этом выделяется грави­
тационная энергия, часть которой идет на увеличение кинетической энергии 
вращения, а другая часть, превращаясь в теплоту, излучается с поверхности 
диска. Внутренняя граница диска Я,  совпадает с последней устойчивой кру­
говой орбитой. В метрике Ш варцшильда Я, =  ЗЯд, в метрике Керра с мак­
симально возможным моментом вращения черной дыры Я, =  Яд/2.  Макси­
мум излучаемого потока энегрии достигается во внутренних областях диска 
на расстояниях (10- 20) Яд от черной дыры, где выделяется максиамльная 
гравитационная энергия. Общее энерговыделение, а также вид спектраль­
ного распределения выходящего излучения прежде всего определяется ско­
ростью аккреции, т. е. темпом поступления вещества в диск. Характерным
параметром является критический поток вещества М с, при котором полная

• 2
светимость диска Ь =  г]Мс равна предельной эддингтоновской светимости 
Ьс =  1038(М /М @) эрг/с, где г) — эффективность переработки гравитаци­
онной энергии (для невращающейся черной дыры, которая описывается ме­
трикой Шварцщильда, ?7=0,057, в метрике Керра с максимально возможным 
моментом вращения г) =  0,42).

При существенно докритических потоках М  ~  10- 12-10-1° М@/год свети­
мость диска Ь ~  1034-1036 эрг/с. Максимальная температура диска в области 
максимального энерговыдеелния Ге/  ~  3 • 105 — 106 К, и энергия излучается 
главным образом в недоступных для прямых наблюдений ультрафиолетовом 
и мягком рентгеновском диапазонах. С увелечением аккреции линейно ра­
стет светимость, поднимается эффективная температура излучения, и при



потоках М  ~  108 ־9-10־  М@/год черна ядыра оказывается мощной рентге­
новской звездой со светимостью L ~  1037-1039 эрг /с  и эффективной темпе­
ратурой излучения Tef  ~  107-108 К. Если же поток вещества, втекающего 
в диск, превышает критическое значение, то из внутренних областей диск 
под действием давления излучения начинается отток газа перпендикулярно 
поверхности диска. Рентгеновское излучение центральных областей диска 
поглощается в оттекающем газеи перерабатывается в более мягкие кванты, 
и при М  >  М с черная дыра будет наблюдаться как яркая оптическая звезда, 
светимость которой близка к Lc.

Среди известных двойных систем, содержащих рентгеновские источники, 
наиболее интересным является источник Лебедь Х-1. По имеющимся данным 
масса рентгеновского источника с этой системе превышает 6М@, т. е. в не­
сколько раз больше критической массы нейтронной звезды. Предполагается, 
что этот объект — черная дыра.

Аккреция на нейтронную звезду сопровождается выделением энергии, 
равной гравитационному потенциалу G M/ R o  на поверхности звезды. Наблю­
даемые проявления в двойных системах аккрецирующих нейтронных звезд 
без магнитных полей практически не отличается от описанной выше кар­
тины дисковой аккреции на черные дыры. Однако аккреция на вращающу­
юся нейтронную звезду с магнитным полем, направление которого не совпа­
дает с осью вращения, может привести к феномену рентгеновского пульсара. 
Картина дисковой аккреции при наличии у звезды мощного магнитного поля 
нарушается на расстоянии, где плотность энергии магнитного поля сравни­
вается с плотностью кинетической энергии аккрецирующего потока веще­
ства. На более близких от нейтронноой звезды расстояниях магнитное поле 
канализирует аккрецию, направляя падающее вещество в область магнит­
ных полюсов. Падение газа на поверхность звезды приводит к появлению 
ударной волны и излучению энергии компактными зонами вблизи полюсов. 
Если магнитная ось нейтронной звезды не совпадает с ее осью вращения, то 
это приведет к пульсациям наблюдаемого излучения. Такая звезда наблюда­
ется как пульсар. Падающее в область магнитных полюсов вещество приног- 
сит с собой вращательный момент, который оно имело на внутренней границе 
диска. Результатом является увеличение момента вращения звезды и уско­
рения ее вращения. Этот эффект наблюдается у рентгеновских пульсаров в 
двойных звездных системах. Напомним, что для одиночных радиопульсаров 
источником энергии является кинетическая энергия вращения нейтронной 
звезды, поэтому у таких пульсаров наблюдается замедление вращения. Это 
указывает на принципиальное отличие природы рентгеновских пульсаров в 
двойных системах от одиночных пульсаров и является сильным агрументом 
в пользу аккреции как определяющего источника энергии излучения рентге­
новских источников в двойных системах.


