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�àçäåë 1. Êëàññè÷åñêàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà�ëàâà 1. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà� 1. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà1. Çàðÿäû è òîêè â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Ñâîáîäíîå èëè, êàê èíîãäà ãîâîðÿò, ïóñòîå ïðîñòðàíñòâî îçíà-÷àåò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå íåò ðàñïðåäåëåííîãî âåùåñòâà, òî åñòü òâåðäûõ òåë, æèäêîñòåé èëè ãàçîâ (ïëàçìû), àèìåþòñÿ òîëüêî îòäåëüíûå çàðÿæåííûå òåëà (çàðÿäû), êîòîðûå ìîæíî ñ÷èòàòü òî÷å÷íûìè è êîòîðûå äâèæóòñÿíåêîòîðûì èçâåñòíûì îáðàçîì çà ñ÷åò íåýëåêòðîìàãíèòíûõ ñèë. Ïëîòíîñòü êàæäîãî òàêîãî çàðÿäà çàäàåòñÿäåëüòà-�óíêöèåé:
ρ(~r, t) = q δ(~r − ~r0(t)), (1)ãäå q � âåëè÷èíà çàðÿäà. Îíà âñåãäà ïðîïîðöèîíàëüíà çàðÿäó ýëåêòðîíà, íî îáû÷íî ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõýëåêòðîíîâ èëè ïîëîæèòåëüíûõ ïðîòîíîâ î÷åíü âåëèêî.Äâèæåíèå çàðÿäà ïîðîæäàåò òîê. Òàê êàê çàðÿä òî÷å÷íûé, òî ïëîòíîñòü òîêà åñòü ïðîñòî ïðîèçâåäåíèåïëîòíîñòè çàðÿäà íà åãî ñêîðîñòü:

~(~r, t) = ρ(~r, t)~r ′
0(t) = q δ(~r − ~r0(t))~r

′
0(t). (2)Åñëè çàðÿäîâ íåñêîëüêî, òî ïëîòíîñòü çàðÿäà è ïëîòíîñòü òîêà áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ñóììû ïî âñåì èìå-þùèìñÿ çàðÿäàì. Åñëè ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäîâ ìîæíî ñ÷èòàòü íåïðåðûâíûì, òî íàäî âçÿòü èíòåãðàë.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðèâåäåííûå ïëîòíîñòè çàðÿäà è òîêà óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

∂ρ

∂t
+ div~ = 0. (3)Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè (èëè íåïðåðûâíîñòè). Îíî âêëþ÷àåò â ñåáÿ çàêîí ñî-õðàíåíèÿ çàðÿäà, òàê êàê åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü åãî ïî ïðîñòðàíñòâåííîìó îáúåìó V , ñîäåðæàùåìó çàðÿä, òîïîëó÷èòñÿ

dq

dt
= 0, q =

∫

V

ρ(~r, t)d3r, (4)èáî èíòåãðàë îò äèâåðãåíöèè ïðåîáðàçóåòñÿ â ïîâåðõíîñòíûé, à çàðÿäîâ íà ïîâåðõíîñòè äîñòàòî÷íî áîëüøîãîîáúåìà íåò. Íî óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè óòâåðæäàåò íåñêîëüêî áîëüøå, ÷åì ïðîñòî ñîõðàíåíèå çàðÿäà q. Èçíåãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè â îäíîì ìåñòå êîëè÷åñòâî çàðÿäà (ðàñïðåäåëåííîãî èëè òî÷å÷íîãî) óáûâàåò, à â äðóãîììåñòå âîçðàñòàåò, òî òàê ìîæåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî ïóòåì ïåðåòåêàíèÿ çàðÿäîâ.Çàðÿäû è òîêè ïîðîæäàþò ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ íàïðÿæåííîñòÿìè. Èç-ëîæåíèå âåäåòñÿ ïî ó÷åáíèêàì [1, 3℄.2. Õàðàêòåðèñòèêè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå îïèñû-âàåòñÿ äâóìÿ âåêòîðàìè: íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ~E è íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ~H . Îíèîïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Åñëè â ñòàöèîíàðíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå (íå èçìåíÿþùååñÿ ñî âðåìåíåì) ïîìåùåí ïðîáíûé çàðÿä âåëè÷èíîé
q0, òî íà íåãî â òàêîì ïîëå ñîãëàñíî îïûòíûì äàííûì äåéñòâóåò íåêîòîðàÿ ñèëà ~Fe. Åñëè ñèëó ðàçäåëèòü íàâåëè÷èíó çàðÿäà, òî ïîëó÷èòñÿ âåëè÷èíà, íàçûâàåìàÿ íàïðÿæåííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, òî åñòü

~Fe = q0 ~E, (5)òàê ÷òî íàïðÿæåííîñòü � ýòî ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà åäèíè÷íûé çàðÿä.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå äëÿ ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà q Ø.Êóëîíîì (1785) áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñèëà, äåéñòâóþùàÿíà ïðîáíûé çàðÿä q0, ïðè îïðåäåëåííîì âûáîðå åäèíèö èçìåðåíèÿ (ñèñòåìà CGSE) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå,àíàëîãè÷íîì çàêîíó âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ Íüþòîíà:
~Fe =

q0q

r2
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r
, ~E =
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r2
~r

r
, (6)ãäå ~r � ðàäèóñ-âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé çàðÿäû, à r = |~r| � ðàññòîÿíèå ìåæäó çàðÿäàìè. Åñëè qq0 < 0, òî åñòüçàðÿäû ðàçíûõ çíàêîâ, òî îíè ïðèòÿãèâàþòñÿ, åñëè çíàêè îäèíàêîâûå, qq0 > 0, � îòòàëêèâàþòñÿ.Åäèíè÷íûìè äâà ðàâíûõ çàðÿäà íàçûâàþòñÿ, åñëè êàæäûé èç íèõ íà ðàññòîÿíèè â 1 ñì äåéñòâóåò íà äðóãîé ññèëîé â 1 äèíó äí= ã·ñì/ñ2. Èç ïðèâåäåííîé çàïèñè çàêîíà Êóëîíà âûòåêàåò, ÷òî ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä â ñèñòåìåCGSE èìååò ðàçìåðíîñòü (ðàçìåðíîñòü âåëè÷èíû âûðàæàåòñÿ îáîçíà÷åíèåì òîé æå âåëè÷èíû, çàêëþ÷åííîì â1



êâàäðàòíûå ñêîáêè) [q] = [r] · [F ]1/2 =ñì(ã·ñì/ñ2)1/2 =ã1/2ñì3/2ñ−1. Çàðÿä ýëåêòðîíà îòðèöàòåëåí è ïî âåëè÷èíåðàâåí 4.8 · 10−10 òàêèõ åäèíèö.Àíàëîãè÷íî, åñëè çàðÿä q0 äâèæåòñÿ â ñòàöèîíàðíîì ìàãíèòíîì ïîëå ñî ñêîðîñòüþ ~v, òî íà íåãî ïîëå òàêæåîêàçûâàåò äåéñòâèå ñ ñèëîé ~Fm, ïðè÷åì, è ýòî òîæå óñòàíîâëåíî íà îïûòå, ñèëà ïåðïåíäèêóëÿðíà ñêîðîñòèçàðÿäà è ïîëþ. Ñèëó ìîæíî ïðåäñòàâèòü �îðìóëîé
~Fm =

q0
c
~v × ~H, (7)ãäå çäåñü è äàëåå c = 3 · 1010 ñì/ñ � ñêîðîñòü ñâåòà â ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå.Èç �îðìóë (5) è (7) âèäíî, ÷òî îáå íàïðÿæåííîñòè èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü (è òàêîâû åäèíè÷íûåíàïðÿæåííîñòè â ïðèíÿòîé ñèñòåìå), à èìåííî, [ ~E] = [ ~H ] =ã1/2ñì−1/2ñ −1.Åñëè èìåþòñÿ è ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ, òî íà äâèæóùèéñÿ çàðÿä äåéñòâóþò îáå ñèëû, êîòîðûåîáúåäèíÿþòñÿ è íàçûâàþòñÿ ñèëîé Ëîðåíöà:

~F = q0 ~E +
q0
c
~v × ~H. (8)Åñëè çàðÿäû èçìåíÿþòñÿ, òåêóò, òî èçìåíÿþòñÿ è òîêè, à òîãäà èçìåíÿþòñÿ è íàïðÿæåííîñòè. Çàêîíû èõèçìåíåíèÿ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà.3. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà. Íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ïîä÷èíÿþòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì.I. div ~H = 0. (9)II. rot ~E = −1
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. (10)III. div ~E = 4πρ. (11)IV. rot ~H =
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c
~. (12)4. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë óðàâíåíèé. Íà÷íåì ñ óðàâíåíèÿ III. Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî óðàâíåíèå ïî íåêîòîðîìóîáúåìó V , îãðàíè÷åííîìó ïîâåðõíîñòüþ Σ:

∫

V

div ~E d3r =

∫

©
Σ

~E~n d2Σ = 4π

∫

V

ρ d3r = 4πQ. (13)Çäåñü ~n � îðò âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè, àQ � ïîëíûé çàðÿä, íàõîäÿùèéñÿ âíóòðè îáúåìà V . Ýòî òåîðåìà�àóññà (1840).Ïóñòü èìååòñÿ òîëüêî îäèí çàðÿä. Åñëè â êà÷åñòâå îáúåìà âçÿò øàð ñ öåíòðîì â çàðÿäå, òî ïîâåðõíîñòíûéèíòåãðàë ïî ñ�åðå îêàçûâàåòñÿ ðàâåí âåëè÷èíå ýòîãî çàðÿäà è íå çàâèñèò è îò ðàäèóñà ñ�åðû, òî åñòü Q = q.Ïîñêîëüêó ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ñ�åðû ðàâíà 4πR2, òî íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ çàðÿäà ðàâíà
~E =

q

R2

~R

R
. (14)Ýòî ðàâåíñòâî âûðàæàåò çàêîí Êóëîíà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ III è åãî îáîñíîâàíèåì.Ïîñêîëüêó â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ I ñòîèò íóëü, òî ýòî óðàâíåíèå âûðàæàåò òîò ïðîñòîé �àêò, ÷òî íàïðÿ-æåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ åñòü âåêòîð ñîëåíîèäàëüíûé, òî åñòü íå èìååò íè èñòî÷íèêîâ, íè ñòîêîâ. Èñòî÷íèêàìèýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ çàðÿäû, íî ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ íåò. Ó ìàãíèòîâ âñåãäà äâà ïîëþñà. Ñóùåñòâîâà-íèå ìîíîïîëåé, òî åñòü îäíîïîëþñíûõ ÷àñòèö, ðàññìàòðèâàëîñü â òåîðèè, íî â ïðèðîäå îíè íå îáíàðóæåíû.Îáðàòèìñÿ ê óðàâíåíèÿì ñ ðîòîðàìè. Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå II ïî íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè Σ, íàòÿíóòîéíà çàìêíóòóþ êðèâóþ L, è ïðèìåíèì �îðìóëó Ñòîêñà:

∫

Σ

rot ~E~nd2Σ =

∫

L

~E~l ds = −1

c

dΦ

dt
, Φ =

∫

Σ

~H~n d2Σ. (15)Çäåñü ~l � îðò êàñàòåëüíîé ê êðèâîé, ~n � íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè, íàïðàâëåíèå êîòîðîé ñîãëàñîâàíî ñ íàïðàâ-ëåíèåì êàñàòåëüíîé, Φ � ìàãíèòíûé ïîòîê ÷åðåç ïîâåðõíîñòü. Ñîîòíîøåíèå (15) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì çàêîíàÔàðàäåÿ (1831): ñóììà ýëåêòðîäâèæóùèõ ñèë â êîíòóðå ðàâíà èçìåíåíèþ ïîòîêà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãîïîëÿ, ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç êîíòóð. Îáîáùåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âîçíèêàåò è òîãäà,êîãäà íèêàêîãî ðåàëüíîãî êîíòóðà íåò. 2



Îòáðîñèì íà âðåìÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïîñëåäíåé ñóììå óðàâíåíèÿ IV (îíî îáû÷íî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñîâòîðûì) è ïðîèíòåãðèðóåì îïÿòü ïî ïîâåðõíîñòè Σ ñ ãðàíèöåé L:
∫

Σ

rot ~H~nd2Σ =

∫

©
L

~H~lds =
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c

∫
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~~nd2Σ. (16)Åñëè òîê ïîñòîÿíåí è òå÷åò âäîëü ïðÿìîé, òî íàïðÿæåííîñòü ~H òàêæå ïîñòîÿííà è, òàê êàê îíà äîëæíàáûòü îðòîãîíàëüíà òîêó è ðàäèóñó-âåêòîðó òî÷êè, òî ïî ñèììåòðèè îíà áóäåò íàïðàâëåíà ïî êàñàòåëüíûì êîêðóæíîñòÿì â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé óêàçàííîé ïðÿìîé, ñ öåíòðàìè íà íåé. Òîãäà âûáðàâ â êà÷åñòâåïðÿìîé îñü z, à â êà÷åñòâå ïîâåðõíîñòè êðóã ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì R, íàéäåì, ÷òî s =
Rφ, ~l = (− sinφ, cosφ, 0), ~n = ~ez = (0, 0, 1),

~(~r) = Iδ(x)δ(y)~ez, ~H(~r) = H~l, H =
2

c

I

R
. (17)Ýòî ðàâåíñòâî âûðàæàåò çàêîí Ýðñòåäà (1826).Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ïîñòîÿííûé òîê, òåêóùèé â íåêîòîðîì îáúåìå V , ñîçäàåò ìàãíèòíîå ïîëå íàïðÿæåí-íîñòüþ

~H(~r) =
1

c
rot

∫

V

~(~r ′)
d3r′

|~r − ~r ′| =
1

c

∫

V

~(~r ′) × ~r − ~r ′

|~r − ~r ′|3 d3r′. (18)Ýòî ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ �îðìóëèðîâêîé çàêîíà Áèî�Ñàâàðà (1820).5. Îá óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà. Èòàê, ÷åòûðå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, åñëè îòâëå÷üñÿ îò îòáðîøåííîãî ñëàãàå-ìîãî â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè, ðàâíîñèëüíû çàêîíàì, êîòîðûå áûëè èçâåñòíû äî Ìàêñâåëëà èç ýêñïåðèìåíòîâ.Ìàêñâåëë ñäåëàë äâå âåùè: îí îáúåäèíèë óðàâíåíèÿ, âûðàæàþùèå ýòè çàêîíû, â ñèñòåìó, îòîðâàâøèñü îò óñëî-âèé ýêñïåðèìåíòîâ, è äîáàâèë îäíî ñëàãàåìîå. Ïîñëåäíåå áûëî ñäåëàíî, èñõîäÿ èç �îðìàëüíûõ ñîîáðàæåíèé,ïðè÷åì �èçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äîáàâëåííîãî ñëàãàåìîãî, äàííàÿ Ìàêñâåëëîì, îêàçàëàñü íåñîñòîÿòåëüíîé,òàê êàê îí èñõîäèë èç òåîðèè ý�èðà, âïîñëåäñòâèè îòâåðãíóòîé.Ïðè ââåäåíèè óïîìÿíóòîãî ñëàãàåìîãîÌàêñâåëë ïðåäïîëîæèë ñèììåòðèþ â ñâîéñòâàõ äâóõ ïîëåé: èçìåíåíèåïîòîêà îäíîãî äîëæíî ïîðîæäàòü äðóãîå. Êðîìå òîãî, îòñóòñòâèå òàêîãî ñëàãàåìîãî íàðóøàëî áû ïðèâåäåííîåâûøå ñîîòíîøåíèå (3). Ýòî ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç âòîðîé ïàðû óðàâíåíèé. Åñëè ê óðàâíåíèþ IV ïðèìåíèòüîïåðàöèþ div, à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèåì III, òî ïîëó÷èòñÿ
div rot ~H = 0 =

1

c

∂ div ~E

∂t
+

4π

c
div~ =

4π

c

(

∂ρ

∂t
+ div~

)

, (19)òî åñòü óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè âûïîëíÿåòñÿ äëÿ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ, îíîäîëæíî âûïîëíÿòüñÿ è äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ. Ñëàãàåìîå, íå ñëåäîâàâøåå èç îïûòà (íå çàìå÷åííîåýêñïåðèìåíòàòîðàìè ââèäó åãî ìàëîñòè, à â ñëó÷àå ìàãíèòîñòàòèêè îíî ïðîñòî îòñóòñòâóåò), áûëî äîáàâëåíîäëÿ òîãî, ÷òîáû èç ñèñòåìû ñëåäîâàëî óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïîäîáíî çàêîíóÔàðàäåÿ èçìåíåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïîðîæäàåò ìàãíèòíîå.Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ëèíåéíû ïî çàðÿäàì è òîêàì è ïî èñêîìûì íàïðÿæåííîñòÿì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.Ïîýòîìó ïîëå ñóììû äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ ïîëó÷àåòñÿ êàê ñóììà ïîëåé ñëàãàåìûõ.Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ïîçâîëÿþò ïî èçâåñòíûì çàðÿäàì (è òîêàì) íàõîäèòü íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàãíèò-íîãî ïîëÿ. Íåèçâåñòíûõ �óíêöèé â íèõ 6. Ýòî ñîñòàâëÿþùèå äâóõ âåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòåé: ýëåêòðè÷åñêîãî èìàãíèòíîãî ïîëåé. Óðàâíåíèé æå 8: äâà âåêòîðíûõ è äâà ñêàëÿðíûõ. Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ÷èñëî óðàâíåíèéïðåâîñõîäèò ÷èñëî íåèçâåñòíûõ, îòðàæàåò ñòðóêòóðó ýòèõ óðàâíåíèé. Îíè îïðåäåëÿþò ðîòîð è äèâåðãåíöèþêàæäîãî èç èñêîìûõ âåêòîðîâ. Íî èìååòñÿ òåîðåìà âåêòîðíîãî àíàëèçà, ñîãëàñíî êîòîðîé âåêòîð ìîæåò áûòüâîññòàíîâëåí, åñëè èçâåñòíû åãî ðîòîð è äèâåðãåíöèÿ. Êîíå÷íî, ïî äè��åðåíöèàëüíûì âåëè÷èíàì âåêòîð âîñ-ñòàíàâëèâàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé, íî ïîñòîÿííûå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èç íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõóñëîâèé, êîòîðûå íåîáõîäèìî äîáàâèòü ê óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷.Êàê èçâåñòíî, âñå âåêòîðû äåëÿòñÿ íà ïîëÿðíûå è àêñèàëüíûå. Ïîëÿðíûå (îáû÷íûå) âåêòîðû èçìåíÿþò çíàêïðè îòðàæåíèè ñèñòåìû êîîðäèíàò, òî åñòü èçìåíåíèè íàïðàâëåíèé âñåõ åå îñåé, ÷òî ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ çíàêàâñåõ êîîðäèíàò âåêòîðà. Îäíàêî åñëè âåêòîð ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ïîëÿðíûõ âåêòîðîâ, òî åãîêîîðäèíàòû êâàäðàòè÷íû ïî êîîðäèíàòàì âåêòîðîâ-ñîìíîæèòåëåé è ïðè îòðàæåíèè ñèñòåìû êîîðäèíàò âåêòîðíå ìåíÿåòñÿ. Òàêèå âåêòîðû íàçûâàþòñÿ àêñèàëüíûìè. Âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿðíûé, òàêêàê ñîãëàñíî óðàâíåíèþ III ïðè îòðàæåíèè ñèñòåìû è äèâåðãåíöèÿ è ~E èçìåíÿþò çíàê, à âåêòîð íàïðÿæåííîñòèìàãíèòíîé � àêñèàëüíûé, ÷òî âèäíî, èç óðàâíåíèé II è IV, à òàêæå èç âûðàæåíèÿ (18).Ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, áûëà íàïèñàíà â 60-å ãîäû 19 ñòîëåòèÿ. Âûäà-þùèéñÿ �èçèê äâàäöàòîãî âåêà �.Ôåéíìàí ñ÷èòàë ýòî ãëàâíûì ñîáûòèåì â ìèðîâîé èñòîðèè òîé ýïîõè. Õîòÿ3



çàêîíû, âûðàæàåìûå óðàâíåíèÿìè, áûëè èçâåñòíû äî Ìàêñâåëëà è íîñÿò èìåíà äðóãèõ �èçèêîâ, îáúåäèíåíèåèõ â ñèñòåìó óæå áûëî áû çàñëóãîé. Îäíàêî Äæ.Ê.Ìàêñâåëë îáîáùèë èõ è âíåñ ñóùåñòâåííîå óòî÷íåíèå â îäèíèç çàêîíîâ, ïðè÷åì èç ÷èñòî �îðìàëüíûõ ñîîáðàæåíèé. Âïîñëåäñòâèè áûëè ñîçäàíû òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè,êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà è êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà. Îäíàêî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà îñòàëèñü íåèçìåííûìè ïî�îðìå è ñïðàâåäëèâûìè â ðàìêàõ âñåõ ýòèõ òåîðèé.Ñëåäóåò îäíàêî çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà áûëè çàïèñàíû Õ.Ëîðåíöåì.� 2. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ñðåäû1. Óñðåäíåíèå çàðÿäîâ è òîêîâ â ñðåäå. Åñëè ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íå â ïóñòîòå (âà-êóóìå), à â íåêîòîðîé ñðåäå, òî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà íåîáõîäèìî ìîäè�èöèðîâàòü. Â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé(íåêâàíòîâîé) ýëåêòðîäèíàìèêè ðàñïðåäåëåííîå âåùåñòâî (òâåðäîå, æèäêîå èëè ãàçîîáðàçíîå) ïðåäñòàâëÿåò íà-áîð áîëüøîãî ÷èñëà àòîìîâ èëè ìîëåêóë, ñîñòîÿùèõ èç çàðÿäîâ � ÿäåð è âðàùàþùèõñÿ âîêðóã íèõ ýëåêòðîíîâ.Êàæäîå ÿäðî è êàæäûé ýëåêòðîí ïðåäñòàâëÿþò îïðåäåëåííûé çàðÿä. Âñå òàêèå çàðÿäû ñ÷èòàþòñÿ òî÷å÷íû-ìè, òàê ÷òî èõ ïëîòíîñòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ äåëüòà��óíêöèÿìè. Äâèæåíèå çàðÿäîâ ïîðîæäàåò òîêè, ïëîòíîñòüêîòîðûõ çàäàåòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å.Çàðÿäû â âåùåñòâå äâèæóòñÿ î÷åíü áûñòðî, òàê ÷òî ïëîòíîñòü èõ ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíàÿ �óíêöèÿ âðåìåíèè ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Ìåæäó òåì ïðèáîðû, èçìåðÿþùèå íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, ÿâëÿþòñÿ ìàêðîñêîïè-÷åñêèìè îáúåêòàìè ñ ïîñòîÿííûìè âðåìåíè èçìåðåíèÿ, ãîðàçäî áîëüøèìè, ÷åì õàðàêòåðíîå âðåìÿ èçìåíåíèÿïëîòíîñòè äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ, è ñ óñðåäíåíèåì ïî ïðîñòðàíñòâó. Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòóïíûõ èçìå-ðèòåëüíûì ïðèáîðàì õàðàêòåðèñòèê ïîëåé íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè óñðåäíåíèå ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó. Âðåçóëüòàòå èç ìèêðîñêîïè÷åñêèõ âåëè÷èí (micro) ïîëó÷àòñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèå. Óðàâíåíèÿ äëÿ ìèêðîñêîïè÷å-ñêèõ âåëè÷èí îñòàþòñÿ òåìè æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å, íî èõ íàäî óñðåäíèòü âìåñòå ñ âõîäÿùèìè âíèõ âåëè÷èíàìè [2, 4℄.Íà÷íåì óñðåäíåíèå ñ ïëîòíîñòåé çàðÿäà è òîêà. Ïðè óñðåäíåíèè íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî â âåùåñòâå îáðàçóåòñÿíåñêîëüêî òèïîâ çàðÿäîâ è òîêîâ. Ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü çàðÿäû, äâèæèìûå âíåøíèìè ñèëàìè, íå ñâÿçàííûìè ñýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì. Òàêèå çàðÿäû è ñîîòâåòñòâóþùèå òîêè íàçûâàþòñÿ âíåøíèìè èëè ñòîðîííèìè (ex).Íî ìîãóò âîçíèêàòü è äðóãèå çàðÿäû è òîêè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñàìèìè ïîëÿìè. Ê íèì îòíîñÿòñÿ çàðÿäûè òîêè ïîëÿðèçàöèè (pol). Íàïðèìåð, åñëè íà êàêîé-òî ïîâåðõíîñòè óæå èìåþòñÿ çàðÿäû, òî â âåùåñòâå äðóãèåçàðÿäû (ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà) ïðèòÿãèâàþòñÿ ê íèì è ñîçäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå çàðÿäû. Íàïðîòèâ, çàðÿäûòîãî æå çíàêà îòòàëêèâàþòñÿ. Òàê ïðîèñõîäèò â äèýëåêòðèêàõ (íàïðèìåð, â êîíäåíñàòîðàõ). Â ïðîâîäíèêàõèìåþòñÿ ñâîáîäíûå çàðÿäû, êîòîðûå íå ñîçäàþò îáúåìíîãî çàðÿäà, òàê ÷òî ïëîòíîñòü òàêèõ çàðÿäîâ ðàâíàíóëþ, íî âîçíèêàåò òîê ïðîâîäèìîñòè (c). Íàêîíåö, â ñðåäàõ ñ ìàãíèòíûìè ñâîéñòâàìè ìîëåêóëû â ìàãíèòíîìïîëå íà÷èíàþò îïðåäåëåííûì îáðàçîì âðàùàòüñÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî òå÷åò òîê íàìàãíè÷åíèÿ (m) òàêæå áåççàðÿäîâ.Çàïèøåì ðåçóëüòàò óñðåäíåíèÿ ïëîòíîñòåé çàðÿäà è òîêà â âèäå
ρmicro = ρex + ρpol, ~micro = ~ex + ~pol + ~c + ~m. (20)Êàæäûå ïëîòíîñòè çàðÿäîâ è òîêîâ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì íåðàçðûâíîñòè:

∂ρex

∂t
+ div~ex = 0,

∂ρpol

∂t
+ div~pol = 0, div~c = 0, div~m = 0. (21)Äâà ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâà ñîäåðæàò òîëüêî ïëîòíîñòè òîêà ââèäó îòñóòñòâèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàðÿäîâ. Îòìåòèìåùå ðàç, ÷òî òîëüêî ïëîòíîñòè âíåøíèõ çàðÿäîâ è òîêîâ ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè �óíêöèÿìè.Òåïåðü óñðåäíèì è íàïðÿæåííîñòè.2. Óñðåäíåíèå íàïðÿæåííîñòåé è óðàâíåíèé. Îòìå÷àÿ íàïðÿæåííîñòè, îïðåäåëÿåìûå èñõîäíûìè óðàâíåíè-ÿìè Ìàêñâåëëà, èíäåêñîì �miro� è îáîçíà÷àÿ ïðîöåññ óñðåäíåíèÿ ÷åðòîé ñâåðõó, ââîäèì òðàäèöèîííûå îáîçíà-÷åíèÿ:

~Emicro = ~E, ~Hmicro = ~B. (22)Ïåðâûé èç óñðåäíåííûõ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ, êàê è èñõîäíûé, âåêòîðîì íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ,âòîðîé ïî èñòîðè÷åñêèì ïðè÷èíàì � âåêòîðîì ìàãíèòíîé èíäóêöèè.Ïåðâàÿ ïàðà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà óñðåäíÿåòñÿ î÷åíü ïðîñòî:
div ~B = 0, rot ~E = −1

c

∂ ~B

∂t
. (23)Óñðåäíåíèå âòîðîé ïàðû âêëþ÷àåò óñðåäíåíèå çàðÿäîâ è òîêîâ:

div ~E = 4π(ρex + ρpol), rot ~B =
1

c

∂ ~E

∂t
+

4π

c
(~ex + ~pol + ~c + ~m). (24)4



Â òî âðåìÿ êàê óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà îñíîâàíû íåïîñðåäñòâåííî íà îïûòå èñïðàâåäëèâû âñåãäà, ïðèâåäåííûå óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ íå îáëàäàþò òàêîé ñòåïåíüþ îáùíîñòè, ÷òî âèäíî èèç ñïîñîáà èõ ïîëó÷åíèÿ. Ñòðîãî ãîâîðÿ, è ìàñøòàá äè��åðåíöèðîâàíèÿ â ìèêðîñêîïè÷åñêèõ (9), (10), (11), (12)è ìàêðîñêîïè÷åñêèõ (23)�(24) óðàâíåíèÿõ ðàçëè÷åí. Åñëè â ïåðâûõ ïðèðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàòè âðåìåíè ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíûõ ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè, òî ïðè âûïîëíåíèè òàêèõ æå äåéñòâèé âîâòîðûõ ýòè ïðèðàùåíèÿ äîëæíû áûòü ñóùåñòâåííî áîëüøå ìàñøòàáîâ, ïî êîòîðûì ïðîèçâåäåíî óñðåäíåíèå.3. Àëüòåðíàòèâíàÿ �îðìà óðàâíåíèé. ×àñòî íàðÿäó ñ âåêòîðàìè ~E è ~B èñïîëüçóþò è íåêîòîðûå äðóãèå,ñâÿçàííûå ñ äîïîëíèòåëüíûìè çàðÿäàìè è òîêàìè (ïîëÿðèçàöèè è íàìàãíè÷åíèÿ).Âìåñòî çàðÿäîâ è òîêîâ ïîëÿðèçàöèè ââîäÿò âåêòîð ïîëÿðèçàöèè, îïðåäåëÿÿ åãî ðàâåíñòâàìè
~pol =

∂ ~P

∂t
, ρpol = − div ~P . (25)Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè âûïîëíÿåòñÿ. Ïîäñòàâèâ âòîðîå ðàâåíñòâî èç (25) â ïåðâîåóðàâíåíèå (24), ñîäåðæàùåå ïëîòíîñòü çàðÿäà, è ââåäÿ åùå îäíî îáîçíà÷åíèå

~D = ~E + 4π ~P, (26)ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå òàê:
div ~D = 4πρex. (27)Âåêòîð ~D íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âíåøíèìè çàðÿäàìè.Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ âåêòîð íàìàãíè÷åíèÿ. Òàê êàê ïëîòíîñòü òîêà íàìàãíè÷åíèÿ ñîëåíîèäàëüíà, òî ïîëà-ãàþò
~m = c rot ~M. (28)Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòåé òîêà ïîëÿðèçàöèè è íàìàãíè÷åíèÿ â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå (24) è ââåäÿåùå îäèí âåêòîð � ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè
~H = ~B − 4π ~M, (29)� ïåðåïèøåì óêàçàííîå óðàâíåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:

rot ~H =
1

c

∂ ~D

∂t
+

4π

c
(~ex + ~c). (30)Â ýòî óðàâíåíèå âõîäÿò òîêè âíåøíèå è ïðîâîäèìîñòè, âìåñòå íàçûâàåìûå ñâîáîäíûìè.Âñå íàïðÿæåííîñòè è èíäóêöèè â ñèñòåìå CGSE èìåþò îäíó ðàçìåðíîñòü. Ýëåêòðè÷åñêèå âåëè÷èíû íå íî-ñÿò îñîáûõ íàçâàíèé, íî åäèíèöà ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè íâàçûâàåòñÿ ýðñòåä è îáîçíà÷àåòñÿ Ý, à åäèíèöàìàãíèòíîé èíäóêöèè � ãàóññ, îáîçíà÷åíèå �ñ.Ñ òî÷êè çðåíèÿ êîëè÷åñòâà èñêîìûõ �óíêöèé âñå ðàâíî, êàêèå èñïîëüçîâàòü ïàðû âåêòîðîâ: ~pol è ~m, ~P è

~M , ~D è ~H . Îäíàêî íà ïðàêòèêå áîëåå óäîáíîé îêàçûâàåòñÿ ïîñëåäíÿÿ ïàðà.� 3. Ìàòåðèàëüíûå óðàâíåíèÿ×èñëî íåèçâåñòíûõ �óíêöèé â óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà äëÿ âåùåñòâà ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò ÷èñëî óðàâ-íåíèé, òàê ÷òî ðåøèòü èõ íåëüçÿ. Íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ çàìûêàíèÿ óðàâíåíèé. Òàêèåñîîòíîøåíèÿ ïèøóòñÿ ìåæäó âåêòîðàìè èíäóêöèè è íàïðÿæåííîñòè (îòäåëüíî ýëåêòðè÷åñêèìè è ìàãíèòíûìè)è ìåæäó òîêîì ïðîâîäèìîñòè è ýëåêòðè÷åñêîé íàïðÿæåííîñòüþ íà îñíîâàíèè îïûòíûõ äàííûõ, ïî-ðàçíîìó äëÿðàçíûõ âåùåñòâ.Ìû ïåðå÷èñëèì ñàìûå æåñòêèå òðåáîâàíèÿ ê óêàçàííûì ñîîòíîøåíèÿì è ñðåäàì, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõâ ñîâîêóïíîñòè ýòè ñîîòíîøåíèÿ âûãëÿäÿò íàèáîëåå ïðîñòî. Òàêèõ òðåáîâàíèé 7.1) Ëèíåéíîñòü ñîîòíîøåíèé. 2) Îäíîðîäíîñòü ñîîòíîøåíèé. 3) Ìãíîâåííîñòü ñâÿçè. 4) Ëîêàëüíîñòü ñâÿçè.5) Èçîòðîïíîñòü ñðåäû. 6) Ñòàöèîíàðíîñòü ñðåäû. 7) Îäíîðîäíîñòü ñðåäû.Åñëè âñå ýòè òðåáîâàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ, òî óïîìÿíóòûå ñîîòíîøåíèÿ, íàçûâàåìûå ìàòåðèàëüíûìè óðàâíåíè-ÿìè, èìåþò âèä
~D = ε ~E, ~B = µ ~H, ~c = σ ~E, (31)ãäå êîý��èöèåíòû ñâÿçè ε, µ è σ � ïîñòîÿííûå. Ïåðâûå äâà èç íèõ áåçðàçìåðíû, ïîñëåäíèé èìååò ðàçìåðíîñòüîáðàòíîãî âðåìåíè.Êîý��èöèåíò ε íàçûâàåòñÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ èëè äèýëåêòðè÷åñêîé ïîñòîÿííîé. Îí âñåãäàáîëüøå 1. Ñîîòâåòñòâåííî êîý��èöèåíò µ íàçûâàþò ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ. Îíà äîëæíà áûòü ïîëîæè-òåëüíà. Âåùåñòâà, ó êîòîðûõ µ < 1, íàçûâàþò äèàìàãíåòèêàìè, â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå ïàðàìàãíåòèêàìè.5



Îñîáûé êëàññ ñîñòàâëÿþò �åððîìàãíåòèêè. Êîý��èöèåíò ïðîâîäèìîñòè σ ≥ 0, ïðîïîðöèîíàëüíîñòü òîêà ïðî-âîäèìîñòè ýëåêòðè÷åñêîé íàïðÿæåííîñòè îòðàæàåò çàêîí Îìà.Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ âåùåñòâà èíäóêöèè ñîâïàäàþò ñ íàïðÿæåííîñòÿìè, òî åñòü ~D = ~E, ~B = ~H , à ïðîâîäè-ìîñòè íåò (~c = 0), ïîýòîìó â ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå ε = µ = 1, σ = 0.Òåïåðü îáñóäèì ñëó÷àè, êîãäà îäíî èç ïåðå÷èñëåííûõ òðåáîâàíèé íàðóøàåòñÿ. Íà÷íåì ñ ïîñëåäíåãî è áóäåìäâèãàòüñÿ ê ïåðâîìó.Íàðóøåíèå ïóíêòîâ 7 è 6 îçíà÷àåò ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî êîý��èöèåíòû çàâèñÿò îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîð-äèíàò èëè îò âðåìåíè. Òàê ìîæåò áûòü, åñëè, íàïðèìåð, ïëîòíîñòü ñðåäû èçìåíÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå èëè ñîâðåìåíåì.Íåèçîòðîïíûå ñðåäû, íàïðèìåð êðèñòàëëû, èìåþò ðàçíûå ñâîéñòâà â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ïîýòîìó äëÿíèõ íåò åäèíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ðàçíûìè ïðîåêöèÿìè èíäóêöèé è íàïðÿæåííîñòåé. Ìàòåðèàëüíûå óðàâíåíèÿâ ýòîì ñëó÷àå èìåþò ìàòðè÷íûé âèä:
Dx = εxxEx + εxyEy + εxzEz (32)è òàê äàëåå. Âìåñòî îäíîãî ÷èñëà èëè �óíêöèè íàäî îïðåäåëÿòü ìàòðèöó. Â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà îñåéñèììåòðèè êðèñòàëà ýòà ìàòðèöà ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íîå êîëè÷åñòâî õàðàêòåðíûõ ÷èñåë (èëè �óíêöèé).Íàðóøåíèå ñâîéñòâ 3 è 4 íàçûâàåòñÿ äèñïåðñèåé (äèñïåðñèÿ � ðàçáðîñ), ñîîòâåòñòâåííî âðåìåííîé è ïðî-ñòðàíñòâåííîé. Äèñïåðñèÿ îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèå èíäóêöèè îïðåäåëÿåòñÿ íå îäíèì çíà÷åíèåì íàïðÿæåííîñòèâ îäèí ìîìåíò âðåìåíè èëè â îäíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, à íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòüþ òàêèõ çíà÷åíèé. Òîãäàñâÿçûâàþùèå èíäóêöèþ è íàïðÿæåííîñòü âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿùèìè îò äâóõìîìåíòîâ âðåìåíè èëè äâóõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà. Îáû÷íî áîëåå âàæíà âðåìåííàÿ äèñïåðñèÿ. Ñðåäû ñ äèñïåðñèåéíàçûâàþò äèñïåðãèðóþùèìè.Íàêîíåö, ñâîéñòâà 1 è 2 îçíà÷àþò, ÷òî ñâÿçè ìåæäó âåëè÷èíàìè ëèíåéíû, à åñëè îäíà ðàâíà íóëþ, òî èäðóãàÿ. Îíè íàðóøàþòñÿ ó íåêîòîðûõ êðèñòàëëîâ ïî îòíîøåíèþ ê ýëåêòðè÷åñêèì âåëè÷èíàì è ó �åððîìàã-íåòèêîâ ïî îòíîøåíèþ ê ìàãíèòíûì. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èõ íàðóøåíèå ïðèâîäèò ê íåîäíîçíà÷íîñòè ñâÿçåé.Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ÿâëåíèå ãèñòåðåçèñà, êîãäà ïðè îêîí÷àíèè âîçäåéñòâèÿ ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè íà �åððî-ìàãíåòèê, åãî èíäóêöèÿ (òî åñòü íàìàãíè÷åíèå) íå èñ÷åçàåò. Â ñëó÷àå ýëåêòðè÷åñêèõ âåëè÷èí ïîäîáíûå ÿâëåíèÿíàçûâàþòñÿ ýëåêòðîñòðèêöèåé. � 4. Ýíåðãåòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèåÂ ýòîì ïóíêòå ñ÷èòàåì, ÷òî äèýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòè íå çàâèñÿò îò âðåìåíè.Çàïèøåì äâà óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñ ðîòîðàìè:

rot ~E = −1

c

∂ ~B

∂t
, rot ~H =

1

c
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+

4π

c
~c +

4π

c
~ex. (33)Óìíîæèì ýòè óðàâíåíèÿ ñêàëÿðíî ñîîòâåòñòâåííî íà ~H è ~E è âû÷òåì èç ïåðâîãî âòîðîå. Òîãäà ïîëó÷èì

~H rot ~E − ~E rot ~H = −1

c
~E
∂ ~D

∂t
− 1

c
~H
∂ ~B

∂t
− ~E

(

4π

c
~c −

4π

c
~ex

)

. (34)Âîñïîëüçóåìñÿ ìàòåðèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè è ïîäñòàâèì èõ â ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå. Êðîìå òîãî, ââåäåì äâåâåëè÷èíû
w =

1

8 π
(εE2 + µH2), ~S =

c

4 π
~E × ~H. (35)Òîãäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òîæäåñòâî

div( ~A× ~B) = ~B(rot ~A) − ~A(rot ~B), (36)ñîîòíîøåíèå (34) ïîñëå óìíîæåíèÿ íà c/4 π ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
∂w

∂t
+ div ~S = − ~E~ex − σ E2. (37)Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà èìååò âèä òàêîé æå, êàê â óðàâíåíèè íåðàçðûâíîñòè. Ïîýòîìó w è ~S èíòåðïðåòèðóþòñÿêàê ïëîòíîñòü ýíåðãèè è ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè (âåêòîð Ïîéíòèíãà) ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Åñëè íåòâíåøíåãî ïîëÿ è ïðîâîäèìîñòè, òî óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè äëÿ ýíåðãèè âûïîëíÿåòñÿ. Íàëè÷èå ïðîâîäèìîñòèâñåãäà ïðèâîäèò ê ïîòåðÿì ýíåðãèè, òàê êàê âûäåëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîå äæîóëåâî òåïëî. Ïåðâîå ñëàãàåìîå âïðàâîé ÷àñòè (37) îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ ñ ïîðîæäàåìûì çàðÿäàìè è òîêàìè. Îíî ìîæåòäàâàòü ïîëîæèòåëüíûé èëè îòðèöàòåëüíûé âêëàä â ýíåðãèþ ïîëÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, íàïðàâëåíà ïëîòíîñòü6



òîêà âíåøíåãî ïîëÿ â òó æå ñòîðîíó, ÷òî è íàïðÿæåííîñòü ñîçäàâàåìîãî ïîëÿ, èëè â ïðîòèâîïîëîæíóþ, òî åñòüîïðåäåëÿåòñÿ ðàáîòîé âíåøíèõ ñèë.Âîçüìåì êàêîé-íèáóäü îáúåì V è ïðîèíòåãðèðóåì ðàâåíñòâî (37) ïî ýòîìó îáúåìó:
d

dt

∫

V

wd3r = −
∫

V

div ~Sd3r −
∫

V

( ~E ~ex + σ E2)d3r. (38)Îáîçíà÷èâ ïîëíóþ ýíåðãèþ ïîëÿ â îáúåìå V ÷åðåç W , ïîëó÷èì äëÿ åå èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì
dW

dt
= −

∫

©
Σ

~n ~Sd2Σ −
∫

V

( ~E ~ex + σ E2)d3r. (39)�àâåíñòâî (39) âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë äâóõ ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ î÷åâèäåí:ýòî ïîòåðè ýíåðãèè ïîëÿ íà ðàáîòó ïðîòèâ âíåøíèõ ñèë è íà äæîóëåâî òåïëî. Ïåðâîå æå ñëàãàåìîå ñïðàâàïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòîê âåêòîðà Ïîéíòèíãà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷èâàþùóþ ðàññìàòðèâàåìûé îáúåì, òîåñòü ýíåðãèþ, âûõîäÿùóþ èç îáúåìà. Äæîóëåâî ñëàãàåìîå âñåãäà îòðèöàòåëüíî, îñòàëüíûå ìîãóò èìåòü ëþáîéçíàê, òî åñòü ìîãóò îïèñûâàòü êàê ïîòåðè, òàê è óâåëè÷åíèå ýíåðãèè.Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (39) ñïðàâà, êîòîðîå â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îïèñûâàåò ïîòåðè ýíåðãèè, òàêêàê ìåõàíèçìû êîíöåíòðàöèè ýíåðãèè ðåäêè, ïîçâîëÿåò ñäåëàòü åùå îäèí âàæíûé âûâîä. Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòûíåò ïðîâîäèìîñòè è âíåøíåãî ïîëÿ. Åñëè óâåëè÷èâàòü ðàçìåð îáëàñòè, ïî êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå,òî åñòü óñòðåìèòü îáúåì ê áåñêîíå÷íîñòè, òî è ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè åãî áóäåò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü. Ñ÷èòàÿýòó ïîâåðõíîñòü ñ�åðîé ðàäèóñà R, ìîæíî ñäåëàòü îöåíêó èíòåãðàëà: ∼ 4π R2 S. Èíòåãðàë áóäåò ñòðåìèòüñÿ êíóëþ, åñëè âåëè÷èíà âåêòîðà Ïîéíòèíãà S óáûâàåò ïðè áîëüøèõ R áûñòðåå, ÷åì 1/R2. Åñëè æå S ∼ 1/R2,òî èíòåãðàë ïîòîêà îñòàåòñÿ êîíå÷íûì è êîíå÷íàÿ ýíåðãèÿ ïîëÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ñ�åðó ïðîèçâîëüíî áîëüøîãîðàäèóñà, òî åñòü óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü. Ýòî ïîëå, óíîñÿùåå ýíåðãèþ áåñêîíå÷íî äàëåêî îò åå èñòî÷íèêà,íàçûâàåòñÿ èçëó÷åíèåì, à óíîñèìàÿ èì ýíåðãèÿ � ëó÷èñòîé ýíåðãèåé. Âïîñëåäñòâèè áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî òàêàÿñèòóàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ. � 5. Ïîòåíöèàëû1. Îïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëîâ. Ïóñòü ñðåäà íåïðîâîäÿùàÿ, òî åñòü σ = 0, à ïðîíèöàåìîñòè äèýëåêòðè÷åñêàÿè ìàãíèòíàÿ ïîñòîÿííû, òî åñòü íå çàâèñÿò íè îò êîîðäèíàò, íè îò âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñîêðàòèòü÷èñëî èñêîìûõ �óíêöèé ñ øåñòè äî ÷åòûðåõ.Âûïèøåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà. Òàê êàê òîêà ïðîâîäèìîñòè íåò, òî ó ïëîòíîñòåé âíåøíèõ çàðÿäîâ è òîêîâìîæíî íå ïèñàòü èíäåêñîâ.
div ~B = 0, rot ~E = −1
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, div ~D = 4πρ, rot ~H =
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~. (40)Âîñïîëüçóåìñÿ ìàòåðèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè

~D = ε ~E, ~B = µ ~H, (41)ïðè÷åì â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ïðèìåì âåêòîðû ~E è ~B. Äëÿ íèõ óðàâíåíèÿ (40) ïåðåïèøóòñÿ òàê:
div ~B = 0, rot ~E = −1
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, div ~E =

4π
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ρ, rot ~B =
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~. (42)Ïîñêîëüêó âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè ñîëåíîèäàëüíûé, òî ìîæíî ïîëîæèòü

~B = rot ~A. (43)Òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî. Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå äëÿ ~B âî âòîðîå óðàâíåíèåè ïåðåíåñåì ñëàãàåìîå ñ íèì íàëåâî:
rot
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1

c

∂ ~A

∂t

)

= 0. (44)Ñòîÿùèé ïîä çíàêîì ðîòîðà âåêòîð ïîòåíöèàëüíûé, òàê ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü
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c
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Ïîñëå ýòîãî è âòîðîå óðàâíåíèå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâåííî.Ââåäåííûå âåëè÷èíû íàçûâàþòñÿ âåêòîðíûì è ñêàëÿðíûì ïîòåíöèàëàìè. Åñëè èçâåñòíû ïîòåíöèàëû, òîíàïðÿæåííîñòè è èíäóêöèè íàõîäÿòñÿ ëåãêî. Îáðàòíîå íåâåðíî.2. Êàëèáðîâî÷íàÿ èíâàðèàíòíîñòü. Íåîäíîçíà÷íîñòü ïîòåíöèàëîâ ñâÿçàíà íå òîëüêî ñ òåì, ÷òî õàðàêòå-ðèñòèêè ïîëÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èõ ïðîèçâîäíûå è, ñëåäîâàòåëüíî, ê ïîòåíöèàëàì ìîæíî äîáàâëÿòü ëþáûåêîíñòàíòû. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âûðàæåíèÿ (43) è (45) íå èçìåíÿòñÿ, åñëè ïîòåíöèàëû çàìåíèòü íà øòðèõî-âàííûå, ñâÿçàííûå ñ èñõîäíûìè äîáàâëåíèåì ãðàäèåíòîâ íåêîòîðîé �óíêöèè:
~A′ = ~A− gradχ, ϕ′ = ϕ+

1

c

∂χ

∂t
. (46)Ýòî ñâîéñòâî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíîé èëè êàëèáðîâî÷íîé (gauge) èíâàðèàíòíîñòüþ.Âûáîð îïðåäåëåííîé �óíêöèè χ è òåì ñàìûì îïðåäåëåííûõ ïîòåíöèàëîâ íàçûâàåòñÿ êàëèáðîâêîé.Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî âûáðàòü òàêóþ êàëèáðîâêó, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå

εµ

c

∂ϕ

∂t
+ div ~A = 0. (47)Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ýòî ñîîòíîøåíèå äëÿ øòðèõîâàííûõ ïîòåíöèàëîâ íå âûïîëíÿåòñÿ, òàê ÷òî

εµ

c

∂ϕ′

∂t
+ div ~A′ = b(~r, t) 6= 0. (48)Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (46) â (48) è âûáðàâ òàêóþ �óíêöèþ χ, ÷òîáû

εµ

c2
∂2χ

∂t2
−△χ = b(~r, t), (49)óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ íåøòðèõîâàííûõ ïîòåíöèàëîâ ñîîòíîøåíèå (47) âûïîëíÿåòñÿ. Íàì íóæíà âñåãî ëèøü îäíà�óíêöèÿ χ. Òàê êàê ïðè ëþáûõ �óíêöèÿõ b(~r, t) (êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì) ìîæíî íàéòè �óíêöèþ, óäî-âëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (49), òî ê ñîîòíîøåíèþ (47) ìîæíî ïåðåéòè âñåãäà. Êàëèáðîâêà ïîòåíöèàëîâ ýòèìñîîòíîøåíèåì íàçûâàåòñÿ êàëèáðîâêîé Ëîðåíöà, à ñàìî ýòî ñîîòíîøåíèå óñëîâèåì Ëîðåíöà.Íå ñëåäóåò äóìàòü, ÷òî êàëèáðîâêà (47) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ïîòåíöèàëû. Â êà÷åñòâå �óíêöèè χ ìîæ-íî âçÿòü è ëþáóþ äðóãóþ, îòëè÷àþùóþñÿ îò êàêîé�ëèáî îïðåäåëåííîé íà ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ,ñîîòâåòñòâóþùåãî (49).3. Óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ. Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðåøåíèþ äâóõ îñòàâøèõñÿ óðàâíåíèé. Ïîäñòàâëÿÿ âíèõ âûðàæåíèÿ (43)�(45) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå (47), íàõîäèì, ÷òî ïîòåíöèàëû îïðåäåëÿþòñÿóðàâíåíèÿìè

εµ

c2
∂2ϕ

∂t2
−△ϕ =

4π

ε
ρ,

εµ

c2
∂2 ~A

∂t2
−△ ~A =

4πµ

c
~. (50)Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

v2 =
c2

εµ
, v =

c√
εµ
. (51)Ýòà âåëè÷èíà èìååò ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè. Ââåäåì òàêæå îïåðàòîð

� =
1

v2

∂2

∂t2
−△, (52)íàçûâàåìûé âîëíîâûì îïåðàòîðîì èëè îïåðàòîðîì Äàëàìáåðà. Òîãäà óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ çàïèøóòñÿêîðîòêî

�ϕ =
4π

ε
ρ, � ~A =

4πµ

c
~. (53)Èòàê, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñâåëèñü ê ðåøåíèþ ÷åòûðåõ îäíîòèïíûõ óðàâíåíèé äëÿ ÷åòûðåõ ïîòåíöèàëîâ,ïîä÷èíåííûõ äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ Ëîðåíöà (47).Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîä çíàêîì îïåðàòîðà Äàëàìáåðà ïðèìåíèòü ê ïîòåíöèàëàì óñëîâèå Ëîðåíöà, òî ñïðà-âà ïîëó÷èòñÿ âûðàæåíèå, ïðîïîðöèîíàëüíîå óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèåËîðåíöà ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ.4. Ôóíêöèÿ �ðèíà âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ è åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ïîëó÷èì ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé(53), êîòîðûå íàçûâàþòñÿ íåîäíîðîäíûìè âîëíîâûìè óðàâíåíèÿìè. Ïîñêîëüêó âñå ÷åòûðå óðàâíåíèÿ èìåþòîäèí âèä, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

�ϕ = 4πf(~r, t). (54)8



Ïðåäñòàâèì åãî ðåøåíèå òàê:
ϕ(t, ~r) = 4πv

∞
∫

−∞

dt1

∫

d3r1f(t1, ~r1)G(t− t1, ~r − ~r1). (55)Ôóíêöèÿ G(t− t1, ~r − ~r1) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (ýòî äîêàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé (55) â (54))
�G(t− t1, ~r − ~r1) =

1

v
δ(t− t1)δ(~r − ~r1) (56)è íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé �ðèíà âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (Äàëàìáåðà). Ìíîæèòåëü v çäåñü è äàëåå ââîäèòñÿ äëÿòîãî, ÷òîáû âðåìÿ âõîäèëî òîëüêî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ vt, èìåþùåãî ðàçìåðíîñòü äëèíû, êàê è êîîðäèíàòû.Ïîñêîëüêó âñþäó â óðàâíåíèè âõîäèò òîëüêî ðàçíîñòü àðãóìåíòîâ, ìîæíî ïîëîæèòü t1 = 0, ~r1 = 0, è ðåøàòüóðàâíåíèå (

1

v2

∂2

∂t2
−△

)

G(t, ~r) =
1

v
δ(t)δ(~r). (57)Ïðåäñòàâèì èñêîìóþ �óíêöèþ â âèäå ðàçëîæåíèÿ â èíòåãðàë Ôóðüå:

G(t, ~r) =
1

(2π)4

∫

G̃(æ0, ~æ)e−i(æ0vt−~æ~r)dæ0d
3æ, (58)ãäå

G̃(æ0, ~æ) = v

∞
∫

−∞

dt

∫

d3rei(æ0vt−~æ~r)G(t, ~r). (59)�àçëîæèì è äåëüòà-�óíêöèè â èíòåãðàëû Ôóðüå:
δ(t) =

v

2π

∞
∫

−∞

e−iæ0vtdæ0, δ(~r) =
1

(2π)3

∫

d3æei~æ~r. (60)Ïîäñòàâèâ ðàçëîæåíèÿ â óðàâíåíèå (57), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ �óíêöèè �ðèíà:
(æ2 − æ2

0)G̃(æ0, ~æ) = 1. (61)5. Îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Íåëüçÿ ïðîñòî ïîäåëèòü íà ìíîæèòåëü æ2−æ2
0, òàê êàê îí îáðàùàåòñÿ âíóëü. Äëÿ îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëåäóåò âåùåñòâåíóþ âåëè÷èíó æ0 ïðåâðàòèòü â êîìïëåêñíóþ è ðàññìàò-ðèâàòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïðåäåëåííîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ðåãóëÿðèçîâàòü äðîáü.�àçíûå ñïîñîáû ðåãóëÿðèçàöèè äàþò ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ. ×òîáû ïîëó÷èòü íóæíûå íàì ïîòåíöèàëû, äîáàâèìê æ0 ìàëóþ ìíèìóþ âåëè÷èíó, òî åñòü îáîéäåì ïîëþñà äðîáè ñâåðõó îò âåùåñòâåííîé îñè (ðèñ. 1à). Ïåðåïèøåì�óíêöèþ �ðèíà (58) â âèäå

G(t, ~r) =
1

(2π)4

∫

d3æei~æ~r

∞
∫

−∞

dæ0

æ2 − (æ0 + i 0)2
e−iæ0 v t =

1

(2π)4

∫

d3æei~æ~rI0(æ, t) (62)è ðàññìîòðèì èíòåãðàë
I0(æ, t) =

∞
∫

−∞

dæ0

æ2 − (æ0 + i 0)2
e−iæ0 v t. (63)Äëÿ çíà÷åíèé t > 0, êîòîðûå íàñ òîëüêî è èíòåðåñóþò, êîíòóðíûé èíòåãðàë ïî âåùåñòâåííîé îñè äîëæåíáûòü ïðåîáðàçîâàí ïóòåì çàìûêàíèÿ åãî ïîëóîêðóæíîñòüþ (ñì. ðèñ. 1á) â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè æ0 (òàê êàê ïðè t > 0 ýêñïîíåíòà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè æ0 → −i∞) è âçÿòèÿ âû÷åòîâ â ðàñïîëîæåííûõâ ýòîé ïîëóïëîñêîñòè ïîëþñàõ æ0 = ±æ. Äëÿ t < 0 îí ðàâåí íóëþ, òàê êàê òîãäà èíòåãðàë äîëæåí çàìûêàòüñÿâ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, à òàì ïîäèíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ îñîáåííîñòåé íå èìååò. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èíòåãðàë ïîïîëóîêðóæíîñòè ðàäèóñà R ïðè R → ∞ ïî ëåììå Æîðäàíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, è èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê âû÷åòàìâ ïîëþñàõ. Â ðåçóëüòàòå ïðè t > 0 íàéäåì

I0(æ, t) = (−2πi)

(

− 1

2æ0
e−iæ0v t

∣

∣

∣

æ0=−æ

− 1

2æ0
e−iæ0v t

∣

∣

∣

æ0=æ

)

=
2π

æ
sin(ævt). (64)Äëÿ ëþáîãî çíàêà âðåìåíè ìîæíî íàïèñàòü

I0(æ, t) =
1 + sgn(t)

2
2π

sin(ævt)

æ
. (65)9
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R�èñ. 1. Ïðåîáðàçîâàíèå êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ.Òåïåðü ÷åòâåðíîé èíòåãðàë â âûðàæåíèè (62) äëÿ �óíêöèè �ðèíà ñ èíòåãðàëîì (64) ïðèìåò âèä
∫

d3æ

æ
ei~æ~r sin(æ v t) = 2π

∞
∫

0

ædæ sin(ævt)

1
∫

−1

eiæ rηdη = 2π

∞
∫

0

ædæ sin(ævt)
eiær − e−iær

iær
=

=
2π

r

∞
∫

0

dæ 2 sin(ævt) sin(ær) =
2π

r

∞
∫

0

dæ[cosæ (v t− r) − cosæ(vt+ r)] =
2π2

r
[δ(v t− r) − δ(v t+ r)]. (66)Ïîñêîëüêó âòîðàÿ äåëüòà��óíêöèÿ ñóùåñòâåííà òîëüêî ïðè îòðèöàòåëüíûõ t, òî îíà èñ÷åçàåò ïîñëå ïîäñòàíîâêè.Îêîí÷àòåëüíî âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè �ðèíà ñîäåðæèò òîëüêî îäíó äåëüòà-�óíêöèþ:

G(r) =
1

(2π)4
2π

2π2

r
δ(vt− r) =

1

4πr
δ(vt− r). (67)6. Çàïàçäûâàþùèå ïîòåíöèàëû. Òåïåðü íåñëîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (54), ïîäñòàâèâ �óíêöèþ�ðèíà â (55)

ϕ(r) = 4πv

∞
∫

−∞

dt1

∫

d3r1f(t1, ~r1)
1

4π|~r − ~r1|
δ(v (t− t1) − |~r − ~r1|). (68)Âçÿâ èíòåãðàë îò äåëüòà-�óíêöèè, íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:

ϕ(~r, t) =

∫

d3r1
|~r − ~r1|

ρ(r1). (69)Ïîÿñíèì ïðèâåäåííóþ �îðìóëó, ñ÷èòàÿ f ïëîòíîñòüþ çàðÿäà. Ïðîèçâåäåíèå ïëîòíîñòè çàðÿäà íà ýëåìåíòîáúåìà ðàâíî çàðÿäó ýòîãî îáúåìà. Òàê êàê ýëåìåíò îáúåìà áåñêîíå÷íî ìàë, çàðÿä ìîæíî ñ÷èòàòü òî÷å÷íûì.Êàê óæå îòìå÷àëîñü, íåïîäâèæíûé òî÷å÷íûé çàðÿä q ñîçäàåò ïîëå íàïðÿæåííîñòè ñîãëàñíî çàêîíó Êóëîíà (14).Ýòîé íàïðÿæåííîñòè ñîîòâåòñòâóåò êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë
ϕ(~r) =

q

r
, (70)òî åñòü ïîòåíöèàë òî÷å÷íîãî çàðÿäà ðàâåí âåëè÷èíå ýòîãî çàðÿäà, äåëåííîé íà ðàññòîÿíèå îò íåãî äî òî÷êèèçìåðåíèÿ (ïîëîæåíèÿ ïðîáíîãî çàðÿäà).×òîáû íàéòè ïîëíûé ïîòåíöèàë, íàäî ïðîñóììèðîâàòü ïî âñåì çàðÿäàì, òî åñòü âçÿòü èíòåãðàë ïî ðàñïðå-äåëåíèþ çàðÿäîâ. Îñîáîãî ïîÿñíåíèÿ òðåáóåò ëèøü ìîìåíò âðåìåíè t1, â êîòîðûé íàäî âû÷èñëÿòü ïëîòíîñòüçàðÿäà, ÷òîáû íàáëþäàòåëü ñìîã ïî÷óâñòâîâàòü åãî âëèÿíèå â òî÷êå ~r â ìîìåíò âðåìåíè t. Áóäåì íàçûâàòü t1ìîìåíòîì âëèÿíèÿ. Ýòîò ìîìåíò îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

v (t− t1) = |~r − ~r1|. (71)�àâåíñòâî (71) èíòåðïðåòèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïëîòíîñòü çàðÿäà íàäî âû÷èñëÿòü â òàêîé ìîìåíò âðå-ìåíè, ÷òîáû ñèãíàë, âûøåäøèé â ýòîò ìîìåíò è äâèæóùèéñÿ ñî ñêîðîñòüþ v, äîøåë äî íàáëþäàòåëÿ â ìîìåíòíàáëþäåíèÿ. Òàêèå ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ çàïàçäûâàþùèìè ïîòåíöèàëàìè.Êîíå÷íî, â ðåøåíèÿ ìîãóò âõîäèòü ðåøåíèÿ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ìû ðàññìîòðèì â �ëàâå 3.Îäíàêî ñíà÷àëà îáðàòèìñÿ ê òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. 10



�ëàâà 2. Îñíîâû òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè� 1. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ1. Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè. Â 1905 ãîäó Àëüáåðò Ýéíøòåéí îïóáëèêîâàë ñòàòüþ, â êîòîðîé ñ�îðìóëèðî-âàë îñíîâíûå ïðèíöèïû òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, íàçâàííîé âïîñëåäñòâèè ñïåöèàëüíîé (èëè ÷àñòíîé) òåîðèåéâ îòëè÷èå îò ñîçäàííîé â 1916 ãîäó òåì æå Ýéíøòåéíîì îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, êîòîðàÿ ïî ñóùåñòâóÿâëÿåòñÿ òåîðèåé ãðàâèòàöèè.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñîçäàòåëåì òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè íåëüçÿ ïðèçíàòü îäíîãî Ýéíøòåéíà. Çàìåòíûéâêëàä â íåå âíåñëè Õ.Ëîðåíö, �.Ìèíêîâñêèé, À.Ïóàíêàðå è äðóãèå. Ýéíøòåéí, ìîæíî ñêàçàòü, çàâåðøèë ïî-ñòðîåíèå òåîðèè, ïðèäàâ åé íàèáîëåå ÷åòêóþ �îðìó.Îñíîâíîé ïðèíöèï òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âñå �èçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ ïðîèñõîäÿò îäè-íàêîâî â òàê íàçûâàåìûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà. Èíåðöèàëüíûìè æå ñèñòåìàìè íàçûâàþòñÿ òàêèåñèñòåìû êîîðäèíàò, êîòîðûå äâèæóòñÿ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà ïðÿìîëèíåéíî è ðàâíîìåðíî, òî åñòü ñ ïîñòî-ÿííîé ñêîðîñòüþ, ïîíèìàåìîé â îáû÷íîì ñìûñëå.Óñêîðåííûå ñèñòåìû èñêëþ÷àþòñÿ, òàê êàê ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî óñêîðåíèå ëþáîé íàáëþäàòåëü âñåãäà íåïðå-ìåííî çàìåòèò. Ìû âñåãäà îùóùàåì âêëþ÷åíèå óñêîðåíèÿ â òðàíñïîðòå. Äàæå åñëè óñêîðåíèå ìàëî, îíî ðàíîèëè ïîçäíî îáíàðóæèòñÿ. Íàïðèìåð, âðàùåíèå Çåìëè íåïîñðåäñòâåííî íàìè íå îùóùàåòñÿ, îäíàêî îíî ïðîÿâëÿ-åòñÿ â ïàññàòàõ, âðàùåíèè öèêëîíîâ è àíòèöèêëîíîâ, à çà äëèòåëüíûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè � â òàê íàçûâàåìîìÿâëåíèè Áýðà: â ñåâåðíîì ïîëóøàðèè ó ðåê ïðàâûé áåðåã êðóòîé, à ëåâûé îòëîãèé.Â ðàìêàõ îñíîâíîãî ïðèíöèïà íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíîé ñêîðîñòè ïåðåäà÷è ñèãíà-ëîâ, êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ ñîâïàäàþùåé ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà â ïóñòîòå.Îäèíàêîâîñòü ïðîòåêàíèÿ ÿâëåíèÿ îçíà÷àåò è òî, ÷òî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýòî ÿâëåíèå, âî âñåõ ñèñòåìàõîòñ÷åòà äîëæíû èìåòü îäèí è òîò æå âèä, à ïåðåõîä â çàïèñè óðàâíåíèé îò îäíîé ñèñòåìû ê äðóãîé ïðîèçâîäèò-ñÿ ïîñðåäñòâîì çàìåíû êîîðäèíàò, âêëþ÷àÿ è âðåìÿ, êîòîðîå â ðàçíûõ ñèñòåìàõ ìîæåò òå÷ü ïî-ðàçíîìó. Êàêãîâîðÿò, âñå âåëè÷èíû, ñîîòíîøåíèÿ è �îðìóëû äîëæíû áûòü êîâàðèàíòíû ïî îòíîøåíèþ ê òàêèì ïðåîáðàçî-âàíèÿì.Ïåðåõîä îò îäíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ê äðóãîé ïðîèçâîäèëñÿ è â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, íî òàì ïðåîáðàçîâûâà-ëèñü òîëüêî ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû, à âðåìÿ âî âñåõ ñèñòåìàõ òåêëî îäèíàêîâî (íüþòîíîâñêàÿ ìåõàíèêà,ïðåîáðàçîâàíèÿ �àëèëåÿ). Âïåðâûå ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ âðåìåíè ïðè ïåðåõîäå â äðóãóþ ñèñòåìóîòñ÷åòà ñòîëêíóëñÿ Ëîðåíö, êîãäà ïûòàëñÿ íàéòè ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå îñòàâëÿþò íåèçìåííûì âèä óðàâíå-íèé Ìàêñâåëëà. Ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ òðåáîâàëè èìåííî ðåëÿòèâèñòñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, òàêêàê ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå è ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû ÿâëÿþòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèìè îáúåêòàìè.Ïðèíöèï êîâàðèàíòíîñòè ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðåëÿòèâèñòñêèå îáîáùåíèÿ íåðåëÿòèâèñòñêèõ âåëè÷èí. Äëÿòàêîãî îáîáùåíèÿ íóæíî íàïèñàòü âåëè÷èíó â ÿâíî ðåëÿòèâèñòñêîì âèäå, à çàòåì ïðîâåðèòü, ÷òî â íåðåëÿòè-âèñòñêîì ïðåäåëå îíà ïðèíèìàåò ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå. Òàêîé æå ïîäõîä ïðèìåíèì ê ñîîòíîøåíèÿì, �îðìóëàì,óðàâíåíèÿì è ò.ï. è ìû ìíîãî ðàç áóäåì èì ïîëüçîâàòüñÿ.2. Ñîáûòèÿ è èíòåðâàë. Êàæäîå ÿâëåíèå èëè ñîáûòèå, ïðîèñõîäÿùåå â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè (â ÷àñòíî-ñòè, îáúåêò: òåëî, ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà è ò.ï.), õàðàêòåðèçóåòñÿ â íåêîòîðîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ÷åòûðüìÿ ÷èñëàìè:òðåìÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè, îáðàçóþùèìè òðåõìåðíûé âåêòîð ~r = (x, y, z), è ìîìåíòîì âðåìåíè t.×åòûðå ÷èñëà x, y, z, t îáúåäèíÿþòñÿ âìåñòå è ñîñòàâëÿþò òî÷êó ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî, êîòîðóþ ÷àñòîíàçûâàþò ñîáûòèåì. Â êàæäîé èç ñèñòåì äîëæíà áûòü ïðîèçâåäåíà ñèíõðîíèçàöèÿ îòäåëüíî, òàê ÷òî êàæäîìóñîáûòèþ ñîïîñòàâëåí ñâîé ìîìåíò âðåìåíè. Â ðàçíûõ ñèñòåìàõ îäíîìó ñîáûòèþ ìîãóò ñîïîñòàâëÿòüñÿ ðàçíûåìîìåíòû âðåìåíè, è ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëîì, à íå èñêëþ÷åíèåì. Âðåìÿ â ðàçíûõ ñèñòåìàõ è òå÷åò ïî-ðàçíîìó.Îòñóòñòâèå âñåîáùåãî åäèíîãî âðåìåíè � õàðàêòåðíàÿ ÷åðòà òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.Íàðÿäó ñ òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî ðàññìàòðèâàþòñÿ âåêòîðû. Âåêòîð, êàê îáû÷íî ïðèíèìàåòñÿâ ãåîìåòðèè, � ýòî óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà òî÷åê. Ïðîñòðàíñòâî (íà ñàìîì äåëå ýòî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ) ÷åòûðåõ-ìåðíûõ âåêòîðîâ âèäà r = {c (t2− t1), (~r2 −~r1)} òàêæå íàçûâàåì ïðîñòðàíñòâîì Ìèíêîâñêîãî. Â ÷àñòíîñòè, åñëèîäíî ñîáûòèå ïîìåñòèòü â íà÷àëî êîîðäèíàò (íàçîâåì åãî ðåïåðíûì), à ó êîîðäèíàò âòîðîãî îïóñòèòü èíäåê-ñû, òî âåêòîðû, èñõîäÿùèå èç íà÷àëà, ïðèìóò âèä r = {c t, ~r}. Íàçîâåì òàêèå âåêòîðû âåêòîðàìè ïîëîæåíèÿ.Âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî ìîæíî óìíîæàòü íà âåùåñòâåííûå ÷èñëà è ñêëàäûâàòü.Ìåæäó äâóìÿ ñîáûòèÿìè îïðåäåëÿåòñÿ �ðàññòîÿíèå�, òî÷íåå, êâàäðàò èíòåðâàëà
s212 = c2(t1 − t2)

2 − (~r1 − ~r2)
2. (1)Äëÿ âåêòîðîâ ñ îäíèì êîíöîì â íà÷àëå êîîðäèíàò êâàäðàò èíòåðâàëà çàïèñûâàåòñÿ ïðîùå:

s2 = c2 t2 − r2. (2)Â ÷àñòíîñòè, äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëîãî âåêòîðà
ds2 = c2dt2 − d~r 2. (3)11



Åñëè èíòåðâàë ðàâåí íóëþ, ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ñîáûòèÿ ñîâïàäàþò. �àâåíñòâî íóëþ èíòåðâàëà ìåæäó íèìèîçíà÷àåò, ÷òî òàêèå ñîáûòèÿ ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû ñâåòîâûì ñèãíàëîì. Òàê êàê ñêîðîñòü ñâåòà îäèíàêîâà âîâñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà, òî ðàâíûé íóëþ â îäíîé ñèñòåìå èíòåðâàë ðàâåí íóëþ âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ.Âåëè÷èíà íå ðàâíûõ íóëþ èíòåðâàëîâ ìåæäó äâóìÿ �èêñèðîâàííûìè ñîáûòèÿìè òàêæå ïîñòîÿííà âî âñåõñèñòåìàõ îòñ÷åòà. Ýòî ïîëîæåíèå äîêàçûâàåòñÿ íèæå.Ïî çíàêó êâàäðàòà èíòåðâàëû êëàññè�èöèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè s212 > 0, èíòåðâàë íàçûâàåòñÿâðåìåíèïîäîáíûì. Åñëè, íàïðîòèâ, s212 < 0, èíòåðâàë ïðîñòðàíñòâåííî ïîäîáåí. Êîãäà s212 = 0, èíòåðâàë íóëåâîé.3. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà. Ïðåîáðàçîâàíèå, ñâÿçûâàþùåå äâå èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷åòà, äîëæíî áûòüëèíåéíûì è êîý��èöèåíòû åãî íå äîëæíû çàâèñåòü îò êîîðäèíàò è âðåìåíè. Ñàìîå îáùåå ïðåîáðàçîâàíèå ìî-æåò âêëþ÷àòü ïîâîðîòû îñåé êîîðäèíàò, îòðàæåíèÿ îñåé è èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ îòñ÷åòà âðåìåíè, à òàêæåèçìåíåíèå ïðîñòðàíñòâåííûõ è âðåìåííûõ ìàñøòàáîâ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿñíèòü ïðèíöèïèàëüíûå îñîáåííîñòèòåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ òåìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, êîòîðûå ñâÿçàíû òîëüêî ñ ïåðåõî-äîì èç îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû â äðóãóþ. Ïîýòîìó ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äâå ñèñòåìû, êîòîðûå ñâÿçûâàåòïðåîáðàçîâàíèå, ñîâåðøåííî èäåíòè÷íû, à ñîîòâåòñòâóþùèå èõ êîîðäèíàòíûå îñè ïàðàëëåëüíû. Âñå ðàçëè÷èåìåæäó íèìè ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî îäíà ñèñòåìà, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ íàáëþäàòåëü, íåïîäâèæíà ïî îòíîøåíèþê íåìó, à äðóãàÿ äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, íàïðàâëåíèå è âåëè÷èíà êîòîðîé çàäàåòñÿ âåêòîðîì ~V . Óäîáíî ïðè-íÿòü, ÷òî íà÷àëüíûå ìîìåíòû â îáåèõ ñèñòåìàõ ñîâïàäàþò è â ýòîò îáùèé ìîìåíò ñîâïàäàþò ïîëîæåíèÿ íà÷àëêîîðäèíàò ñèñòåì. Êîîðäèíàòû è âðåìÿ â ïåðâîé ñèñòåìå áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòî ~r, t, à ñîîòâåòñòâóþùèå âå-ëè÷èíû âî âòîðîé ñíàáæàòü øòðèõîì (ðèñ. 2). Äëÿ êðàòêîñòè îáû÷íî âòîðóþ ñèñòåìó íàçûâàþò øòðèõîâàííîé,à èñõîäíóþ � íåøòðèõîâàííîé. Êîý��èöèåíòû òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîãóò çàâèñåòü òîëüêî îò ñêîðîñòè, òàêêàê ýòî åäèíñòâåííûé èìåþùèéñÿ ïðè ýòîì ïàðàìåòð.
z′

~V

z
y′

x′

y

x �èñ. 2. Äâå èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû.Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå, âûðàæàþùåå ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû è âðåìÿ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ â øòðèõî-âàííîé ñèñòåìå ÷åðåç êîîðäèíàòû òîãî æå ñîáûòèÿ â íåøòðèõîâàííîé ñèñòåìå, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
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(5)òàê íàçûâàåìûé ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü, êîòîðûé âñåãäà áîëüøå åäèíèöû. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå (4)íå ìåíÿåò âåëè÷èíû èíòåðâàëà, êàê è ïðåîáðàçîâàíèå, âêëþ÷àþùåå ïîâîðîòû (îíî âëèÿåò òîëüêî íà ïðîñòðàí-ñòâåííûå êîîðäèíàòû).Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò è âðåìåíè, ñâÿçûâàþùåå ñîáûòèÿ â ðàçëè÷íûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ íàçûâà-åòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå Õ.À.Ëîðåíö ïîäîáðàë èç óñëîâèÿ, ÷òî îíè íå èçìåíÿþòâèäà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Ïî åãî ñîáñòâåííîìó ïðèçíàíèþ îí íå ïîíèìàë, ÷òî òàêîå âðåìÿ t′, ïîÿâëÿþùååñÿâ îòêðûòûõ èì ïðåîáðàçîâàíèÿõ.Äëÿ òîãî, ÷òîáû âñå êîîðäèíàòû ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà èìåëè îäíó ðàçìåðíîñòü, îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿâìåñòî âðåìåíè t ïðîèçâåäåíèå c t. Êðîìå òîãî, âòîðîå ðàâåíñòâî â (4) ÷àñòî óäîáíåå çàïèñûâàòü â òàêîì âè-äå, ÷òîáû ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå áûëî ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó ñêîðîñòè. Ñ ó÷åòîì âñåãî ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèåËîðåíöà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
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Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Åãî îïðåäåëèòåëü ðàâåí åäèíèöå. Îáðàòíîå ïðåîáðà-çîâàíèå ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé âåêòîðà ~V íà −~V , òàê êàê íåøòðèõîâàííàÿ ñèñòåìà äâèæåòñÿ ïî îòíîøåíèþ êøòðèõîâàííîé ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ñêîðîñòüþ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, êàê ïðàâèëî, íåêîììóòàòèâíû, òî åñòüðåçóëüòàò çàâèñèò îò ïîðÿäêà ïåðåõîäà èç îäíîé ñèñòåìû â äðóãóþ, à çàòåì â òðåòüþ. Îíè îáðàçóþò ãðóïïó.Åñëè âåêòîð ñêîðîñòè ïàðàëëåëåí îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé, òî �îðìóëû, îïðåäåëÿþùèå ïðåîáðàçîâàíèå,ñèëüíî óïðîùàþòñÿ. Ïóñòü V = V (0, 0, 1). Òîãäà
c t′ = Γ(c t− V z), x′ = x, y′ = y, z′ = Γ(z − V t). (7)Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà.Åñëè âåëè÷èíà ñêîðîñòè ~V ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, òî åñòü V ≪ c, òî ìîæíî ïîëîæèòü Γ ≈ 1è ïðåîáðàçîâàíèå (4) ïåðåéäåò â

t′ = t, ~r ′ = ~r − ~V t. (8)Ýòî òàê íàçûâàåìîå ïðåîáðàçîâàíèå �àëèëåÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå ìåõàíèêå Íüþòîíà. Ñîãëàñíî åìó âî âñåõ ñè-ñòåìàõ îòñ÷åòà âðåìÿ åäèíîå, à êîîðäèíàòû â äâóõ ñèñòåìàõ îòëè÷àþòñÿ ïðîñòî íà ïóòü, ïðîõîäèìûé íà÷àëîìøòðèõîâàííîé ñèñòåìû â íåøòðèõîâàííîé.Çàìåòèì, ÷òî ïðè íà÷àëüíîé �îðìóëèðîâêå òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ÷àñòî âìåñòî âðåìåíè ââîäèëàñü ìíèìàÿêîîðäèíàòà x4 = ict è èçìåíÿëñÿ çíàê êâàäðàòà èíòåðâàëà, ÷òî ïîçâîëÿëî �îðìàëüíî çàïèñàòü åãî êàê ïîëîæè-òåëüíî îïðåäåëåííûé. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷àëî âèä ÷åòûðåõìåðíîãî îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîäíèì ìíèìûì óãëîì. Âïîñëåäñòâèè îò ýòîãî îòêàçàëèñü, òàê êàê ýòîò ïðèåì ïðèâîäèë ê íåîáõîäèìîñòè ïîâîðî-òîâ íà ìíèìûå óãëû, çàòóøåâûâàÿ ñóùåñòâî äåëà, êðîìå òîãî, â ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå òðåáîâàëîñüîñóùåñòâëÿòü êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, à â êîîðäèíàòå x4 ýòîãî äåëàòü íåëüçÿ.� 2. Ïðîñòåéøèå ý��åêòû1. �àçëè÷èå ìåæäó èíòåðâàëàìè. Çäåñü ïðîäåìîíñòðèðóåì ðàçëè÷èå ìåæäó âðåìåíè- è ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûìè èíòåðâàëàìè.à. Âðåìåíèïîäîáíûé èíòåðâàë. Åñëè â íåêîòîðîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïðè �èêñèðîâàííûõ t è ~r âûïîëíÿåòñÿ
s2 = c2 t2 − ~r 2 > 0, òî â ñèñòåìå, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïåðâîé ñî ñêîðîñòüþ

~V =
~r

t
, V =

r

t
< c, Γ =

c t

s
, (9)äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âðåìåíè è êîîðäèíàò áóäåò ñîãëàñíî (4)�(6)

t′ =
c t

s

(

t− ~r 2

c2 t

)

=
s

c
, ~r ′ =

ct

s

(

~r − ~r

t
t

)

= 0. (10)Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé, øòðèõîâàííîé ñèñòåìå s = c t′, òî åñòü èíòåðâàë ñâåëñÿ öåëèêîì ê ïðîìåæóòêóâðåìåíè, à ñîáûòèÿ ïðîèçîøëè â îäíîì ìåñòå. Òàêîå ïîëîæåíèå âîçìîæíî, êîãäà âåêòîð ~r ñâÿçàí ñ îäíèì òåëîì.Òîãäà øòðèõîâàííàÿ ñèñòåìà � ýòî òàêàÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé ïîëîæåíèå òåëà â ìîìåíòû 0 è t′ ñîâïàäàþò.×àñòíûì ñëó÷àåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî òåëî â øòðèõîâàííîé ñèñòåìå âîîáùå íå äâèæåòñÿ, òî åñòü ñèñòåìàæåñòêî ñâÿçàíà ñ òåëîì.á. Ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûé èíòåðâàë. Ïóñòü s2 < 0. Òåïåðü âûáåðåì øòðèõîâàííóþ ñèñòåìó, äâèæóùóþñÿîòíîñèòåëüíî èñõîäíîé ñî ñêîðîñòüþ
~V = c

ct

r

~r

r
, V = c

c t

r
< c, Γ =

r√
−s2

. (11)Òîãäà ñîãëàñíî ïðåîáðàçîâàíèþ Ëîðåíöà
t′ = Γ (t− t) = 0, ~r ′ = Γ

(

~r − c
c t

r

~r

r
t

)

=
r√
−s2

~r

r2
(r2 − c2t2) = ~r

√

−s2/r. (12)Â ýòîì ñëó÷àå äâà ñîáûòèÿ ïðîèçîøëè â øòðèõîâàííîé ñèñòåìå îäíîâðåìåííî, à èíòåðâàë s2 = −(~r ′)2.â. Íóëåâîé èíòåðâàë. Òîãäà, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, èç îäíîãî ñîáûòèÿ ìîæíî ïîñëàòü â äðóãîå ñâåòîâîéñèãíàë. Âñå ñîáûòèÿ, êîòîðûå ìîæíî ñîåäèíèòü ñâåòîâûì ñèãíàëîì ñ âûáðàííûì, ðàñïîëàãàþòñÿ íà êîíóñå â÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ñâåòîâûì êîíóñîì è ðàçäåëÿåò îáëàñòè âðåìåíè- è ïðîñòðàí-ñòâåííî ïîäîáíûõ èíòåðâàëîâ. 13



à á
ctáóäóùåå áóäóùååñâåòîâîé êîíóñóäàëåíèå óäàëåíèå

zóäàëåíèå óäàëåíèåñâåòîâîé êîíóñïðîøëîå ïðîøëîå�èñ. 3. Õàðàêòåð ïðîìåæóòêîâ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè.Íà ðèñ. 3à ïðåäñòàâëåíî äâóìåðíîå ñå÷åíèå ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, âåðòèêàëüíàÿ îñü ñîîòâåòñòâóåòêîîðäèíàòå ct, à ãîðèçîíòàëüíàÿ � ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì. Ñâåòîâîé êîíóñ èçîáðàæåí äâóìÿ ïåðåñåêà-þùèìèñÿ (áîëåå æèðíûìè) ïðÿìûìè. �èñ. 3á äàåò áîëåå íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î êîíóñå, íà ýòîì ðèñóíêå òðèïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû (èçîáðàçèòü êîíóñ â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òðåõìåðíûå ëþäè íå ìîãóò).Âíóòðè ñâåòîâîãî êîíóñà ïðè îòðèöàòåëüíûõ t íàõîäèòñÿ àáñîëþòíîå ïðîøëîå, à ïðè ïîëîæèòåëüíûõ � àáñî-ëþòíîå áóäóùåå ïî îòíîøåíèþ ê ðåïåðíîìó ñîáûòèþ. Âíå êîíóñà ðàñïîëàãàþòñÿ ñîáûòèÿ, êîòîðûå àáñîëþòíîóäàëåíû îò ýòîãî ñîáûòèÿ.2. Ëîðåíöåâî çàìåäëåíèå âðåìåíè. Ïóñòü äâà ñîáûòèÿ ïðîèñõîäÿò â øòðèõîâàííîé ñèñòåìå â îäíîé òî÷êå, òîåñòü ~r ′
1 = ~r ′

2. Ýòî çíà÷èò, ÷òî èíòåðâàë ìåæäó íèìè âðåìåíèïîäîáåí. Âûðàçèì ìîìåíòû èõ îñóùåñòâëåíèÿ âíåøòðèõîâàííîé ñèñòåìå ÷åðåç øòðèõîâàííûå êîîðäèíàòû:
t1 = Γ

(

t′1 +
~V ~r ′

1

c2

)

, t2 = Γ

(

t′2 +
~V ~r ′

2

c2

)

. (13)Ïîñêîëüêó èõ øòðèõîâàííûå ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò, òî
t2 − t1 = Γ(t′1 − t′2). (14)Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòü â ñêîáêàõ âñåãäà ìåíüøå, ÷åì ñëåâà. Òàêèì îáðàçîì, ïðîìåæóòîêâðåìåíè ìåæäó ñîáûòèÿìè â ñèñòåìå, â êîòîðîé îíè ïðîèñõîäÿò â îäíîé òî÷êå, ñàìîå ìàëîå ïî ñðàâíåíèþ ñîâñåìè äðóãèìè ñèñòåìàìè. Åñëè ñ äâóìÿ ñîáûòèÿìè ñâÿçàòü îäíî è òî æå òåëî (èëè òî÷êó), òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òîâ òîé ñèñòåìå, ãäå òåëî ïîêîèòñÿ, âðåìÿ äëÿ íåãî òå÷åò ìåäëåííåå âñåãî. Òàêàÿ âûäåëåííàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿñîáñòâåííîé ïî îòíîøåíèþ ê ðàññìàòðèâàåìîìó òåëó, à âðåìÿ â ýòîé ñèñòåìå � åãî ñîáñòâåííûì âðåìåíåì.Çàìåòèì, ÷òî âñå èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíû òîëüêî äî òåõ ïîð, ïîêà ìû íå âûäåëèëèñðåäè íèõ êëàññ ñèñòåì, ñâÿçàííûõ ñ êàêèì-ëèáî òåëîì � åãî ñîáñòâåííûå ñèñòåìû.Ýòîò ý��åêò íàçûâàåòñÿ ëîðåíöåâûì çàìåäëåíèåì âðåìåíè. Åãî ìîæíî âûâåñòè è èíà÷å. Çàïèñàâ êâàäðàòáåñêîíå÷íî ìàëîãî èíòåðâàëà äâèæåíèÿ òåëà â äè��åðåíöèàëüíîé �îðìå, òî åñòü

c2dt2 − (d~r)2 = c2 dt2
(

1 − v2

c2

)

= c2dτ2, (15)ìû ïîëó÷àåì ñâÿçü äè��åðåíöèàëà ñîáñòâåííîãî âðåìåíè òåëà (â ñèñòåìå, ãäå îíî ïîêîèòñÿ,) ñî âðåìåíåì äëÿíåãî â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå, ãäå åãî ñêîðîñòü ðàâíà ïî ìîäóëþ v, à èìåííî:
dτ =

dt

γ
= dt

√

1 − v2

c2
< dt. (16)Ñîáñòâåííîå âðåìÿ òåëà ìåíüøå âñåõ äðóãèõ. Çàìåòèì, ÷òî ñêîðîñòü ~V è ìíîæèòåëü Ëîðåíöà Γ ñèñòåìû îòñ÷åòàìû îáîçíà÷àåì ïðîïèñíûìè áóêâàìè, à ýòè æå âåëè÷èíû äëÿ òåëà � ~v = d~r/dt è γ = (1−v2/c2)−1/2 � ñòðî÷íûìèáóêâàìè.Íà òåìó ïóòåøåñòâèé ñ áîëüøîé ñêîðîñòüþ íà äëèòåëüíûå ïåðèîäû âðåìåíè ñ âîçâðàòîì ïîñëå òîãî, êàêâ èñõîäíîì ìåñòå ïðîøëî âðåìåíè çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì äëÿ ïóòåøåñòâåííèêà, èìååòñÿ ìíîãî ðàññóæäå-íèé è �àíòàçèé. Îäíàêî ðåàëüíîå îñóùåñòâëåíèå òàêîãî ïóòåøåñòâèÿ ñîìíèòåëüíî èç-çà íåîáõîäèìîñòè çàòðàòáîëüøèõ ýíåðãèé íà ðàçãîí, à òàêæå òîðìîæåíèå, è âûäåðæèâàíèÿ íåèçáåæíûõ ïðè ýòîì óñêîðåíèé.14



3. Ëîðåíöåâî ñîêðàùåíèå. Ïóñòü òåïåðü äâà ñîáûòèÿ ïðîèñõîäÿò â îäèí è òîò æå ìîìåíò â íåøòðèõîâàííîéñèñòåìå. Òîãäà äëÿ êîîðäèíàò èõ â øòðèõîâàííîé ñèñòåìå èìååì
~r ′

1 = Γ(~r1 − ~V t1) + (Γ − 1)
~V

V
×
(

~V

V
× ~r1

)

, ~r ′
2 = Γ(~r2 − ~V t2) + (Γ − 1)

~V

V
×
(

~V

V
× ~r2

)

. (17)Òàê êàê t1 = t2, òî ïîñëå ðàñêðûòèÿ äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ ìíîæèòåëåì −1 (â ðàçíîñòè Γ − 1)ðàçíîñòü èõ êîîðäèíàò ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
~r ′

2 − ~r ′
1 =

(

~V

V
× (~r2 − ~r1)

)

×
~V

V
+ Γ

(

~V

V
(~r2 − ~r1)

)

~V

V
. (18)Òàê êàê ðàçíîñòü âåêòîðîâ â íåøòðèõîâàííîé ñèñòåìå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ �ïåðïåíäèêóëÿðíîãî è ïàðàëëåëüíîãî ñêîðîñòè (÷òî ïðîâåðÿåòñÿ ðàñêðûòèåì äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ):

~r2 − ~r1 =

(

~V

V
× (~r2 − ~r1)

)

×
~V

V
+

(

~V

V
(~r2 − ~r1)

)

~V

V
, (19)òî âèäíî, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå ýòèõ ðàçíîñòåé, îðòîãîíàëüíûå âåêòîðó ñêîðîñòè, ðàâíû, â òî âðåìÿ êàê ïðîåêöèèèõ íà ñêîðîñòü îòëè÷àþòñÿ íà ìíîæèòåëü Γ.Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ñîáûòèÿ îäíîâðåìåííû â øòðèõîâàííîé ñèñòåìå.Äëÿ âûâîäà, êàê âñåãäà, íàäî çàìåíèòü ~V íà −~V .Ïîëó÷åííûì ñîîòíîøåíèÿì äàåòñÿ ñëåäóþùàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü íàøèìè ñîáûòèÿìè äâà êîíöàîäíîãî ñòåðæíÿ. Ïóñòü îí ïîêîèòñÿ â øòðèõîâàííîé ñèñòåìå, ðàñïîëîæåí âäîëü îñè z è âìåñòå ñ ñèñòåìîé äâè-æåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ~V = (0, 0, V ). Òàì åãî äëèíó l0 = z′2−z′1 ìîæíî èçìåðÿòü â ëþáîé ìîìåíò. Â íåøòðèõîâàííîéæå ñèñòåìå íàáëþäàòåëü äîëæåí èçìåðÿòü äëèíó ñòåðæíÿ l = z1 − z1, ïðèêëàäûâàÿ èçìåðèòåëüíûé ïðèáîð âîäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè ê îáîèì êîíöàì t2 = t1. Òîãäà l0 = Γl. Èç íàïèñàííûõ �îðìóë ñëåäóåò, ÷òî äëèíàñòåðæíÿ ñàìàÿ áîëüøàÿ â òîé ñèñòåìå, ãäå îí ïîêîèòñÿ. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò, â êîòîðîé ñòåðæåíü äâèæåòñÿ,ðàçìåð åãî ïðîåêöèè íà ñêîðîñòü ìåíüøå â Γ ðàç. Ýòî è åñòü ëîðåíöåâî ñîêðàùåíèå. Â íàøåì ðàññóæäåíèèñêîðîñòü ñòåðæíÿ íàïðàâëåíà âäîëü åãî äëèíû, òîãäà ñîêðàùåíèå äëèíû ñòåðæíÿ íàèáîëüøåå. Ìàêñèìàëü-íàÿ äëèíà ñòåðæíÿ (â åãî ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà) íàçûâàåòñÿ åãî ñîáñòâåííîé äëèíîé. Êîíå÷íî, ñ ñàìèìñòåðæíåì íè÷åãî íå ñëó÷àåòñÿ, ñîêðàùåíèå íàáëþäàåòñÿ ïðè èçìåðåíèè.Òàê êàê ñîêðàùåíèå ïðîèñõîäèò òîëüêî â îäíîì èçìåðåíèè, òî îáúåì äâèæóùåãîñÿ òåëà ñîêðàùàåòñÿ òîæåâ Γ ðàç. Íàèáîëüøèé îáúåì òåëà, êîòîðûé îíî èìååò â òîé ñèñòåìå, ãäå ïîêîèòñÿ, íàçûâàåòñÿ åãî ñîáñòâåííûìîáúåìîì. Ïîíÿòíî, ÷òî â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà òåëî èìååò íàèìåíüøóþ ïëîòíîñòü.Ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâåííîãî îáúåìà òàêæå ñàìûé áîëüøîé â ñèñòåìå, ãäå îí ïîêîèòñÿ. Ñîáñòâåííûé ýëåìåíò

d3r0 îáúåìà ñâÿçàí ñ ýëåìåíòîì â ñèñòåìå, ãäå îí äâèæåòñÿ, ðàâåíñòâîì
d3r0 = Γd3r. (20)4. Ñëîæåíèå ñêîðîñòåé. Çàïèñàâ ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà îò øòðèõîâàííîé ñèñòåìû ê íåøòðèõîâàííîé âäè��åðåíöèàëüíîé �îðìå:

d~r = Γ(d~r ′ + ~V dt′) + (Γ − 1)
~V

V
×
(

~V

V
× d~r ′

)

, dt = Γ

(

dt′ +
~V

c2
d~r ′

)

, (21)ïîäåëèì ïåðâîå ðàâåíñòâî íà âòîðîå, à ïîëó÷èâøèåñÿ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü � íà γ dt′. Òàê êàê d~r/dt = ~v è
d~r ′/dt′ = ~v′ � ñêîðîñòè äâèæåíèÿ â íåøòðèõîâàííîé è øòðèõîâàííîé ñèñòåìàõ ñîîòâåòñòâåííî, òî

~v =
~v′ + ~V + (Γ − 1)~V × (~V × ~v′)/V 2

1 + ~V ~v′/c2
. (22)Ïóñòü ~v è ~v′ � ñêîðîñòè äâèæåíèÿ îäíîãî òåëà, à ~V � ïî-ïðåæíåìó ñêîðîñòü øòðèõîâàííîé ñèñòåìû îò-íîñèòåëüíî íåøòðèõîâàííîé. Òîãäà ðàâåíñòâî (22) ïðåäñòàâëÿåò çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé â ðåëÿòèâèñòñêîéìåõàíèêå. Òåëî, äâèæóùååñÿ ñî ñêîðîñòüþ ~v′ â ñèñòåìå, êîòîðàÿ ñàìà äâèæåòñÿ â äðóãîé ñèñòåìå ñî ñêîðîñòüþ

~V , â ýòîé ïîñëåäíåé áóäåò èìåòü ñêîðîñòü ~v ñîãëàñíî (22).Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ñëîæåíèè ëþáûõ ñêîðîñòåé, íå ïðåâîñõîäÿùèõ ñêîðîñòè ñâåòà, ðåçóëüòèðóþùàÿñêîðîñòü òîæå íå ïðåâçîéäåò ñêîðîñòè ñâåòà. Íàïðîòèâ, ñëîæåíèå ëþáîé ñêîðîñòè ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà äàåòñêîðîñòü ñâåòà. 15



Çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé ñèëüíî óïðîùàåòñÿ è ñòàíîâèòñÿ íàãëÿäíûì, åñëè ñêîðîñòè äâèæåíèÿ òåëà èñèñòåìû êîëëèíåàðíû. Òîãäà ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ÷èñëèòåëå (22) èñ÷åçàåò, âñå òðè ñêîðîñòè íàïðàâëåíû âäîëüîäíîé ïðÿìîé è ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â ñêàëÿðíîì âèäå:
v =

v′ + V

1 + v′ V/c2
, (23)ãäå âåëè÷èíû v, v′ è V ìîãóò, âîîáùå ãîâîðÿ, áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûìè, òàê è îòðèöàòåëüíûìè. Åñëè ïîëîæèòü

v = c · thχ, v′ = c · thχ′ è V = c · thχ0, òî �îðìóëà (23) ïðåâðàòèòñÿ â �îðìóëó ãèïåðáîëè÷åñêîãî òàíãåíñà îòñóììû àðãóìåíòîâ:
thχ =

thχ′ + thχ0

1 + thχ′ thχ0
= th(χ′ + χ0). (24)Ýòó �îðìóëó â íà÷àëå ñòàíîâëåíèÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè èíòåðïðåòèðîâàëè òàê: ñëîæåíèå ñêîðîñòåé ðàâíî-ñèëüíî ñëîæåíèþ ìíèìûõ óãëîâ ïðè çàìåíå ñêîðîñòåé òàíãåíñàìè (tgχ = i th(iχ).Äëÿ ïîëíîòû ïðèâåäåì �îðìóëó ñëîæåíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ñêîðîñòåé. Åñëè ~v ′ ⊥ ~V , òî

~v = ~V + ~v ′/Γ. (25)Çäåñü ïîïðàâêà èìååò ïîðÿäîê V 2/c2. � 3. Ñêàëÿðû è âåêòîðû1. Ñêàëÿðû. Ñêàëÿðàìè íàçûâàþòñÿ èíâàðèàíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, òî åñòü âåëè÷èíû, îäèíàêîâûå âîâñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò.Ñêàëÿðû � ýòî íå ïðîñòî ïîñòîÿííûå. Ñêîðîñòü ñâåòà ÿâëÿåòñÿ ìèðîâîé êîíñòàíòîé, òàê æå êàê çàðÿä èìàññà ýëåêòðîíà, ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà è äðóãèå. Ñêàëÿðû � ýòî âåëè÷èíû, êîòîðûå â ðàçíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòàèìåþò îäèíàêîâûé âèä (ïîäîáíûå âûðàæåíèÿ â êîîðäèíàòàõ) è, êðîìå òîãî, îäèíàêîâîå çíà÷åíèå. Ïðèìåðàìèÿâëÿþòñÿ êâàäðàò èíòåðâàëà s2 è ýëåìåíò ÷åòûðåõìåðíîãî îáúåìà d4r = cdt d3r (è ñëåäîâàòåëüíî, ñàì ÷åòûðåõ-ìåðíûé îáúåì). Èõ èíâàðèàíòíîñòü ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà íåïîñðåäñòâåííî, èñõîäÿ èç �îðìóë (4). Òðåõìåðíîåðàññòîÿíèå è òðåõìåðíûé îáúåì ñêàëÿðàìè íå ÿâëÿþòñÿ.Êàê óæå ãîâîðèëîñü, åñëè â ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ íåêîòîðîå òåëî èëè ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà (íóëåâîãî îáúåìà),òî èç âñåõ ñèñòåì îòñ÷åòà âûäåëÿåòñÿ îäíà (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòà âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò), êîòîðàÿ æåñòêîñâÿçàíà ñ ýòèì òåëîì � ñîáñòâåííàÿ åãî ñèñòåìà. Âñå âåëè÷èíû â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà íàçûâàþòñÿ òàêæåñîáñòâåííûìè ïî îòíîøåíèþ ê ýòîìó òåëó. Â ÷àñòíîñòè, åãî ñîáñòâåííûé òðåõìåðíûé îáúåì è ñîáñòâåííîåâðåìÿ (â îòëè÷èå îò èõ çíà÷åíèé â äðóãèõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ) ÿâëÿþòñÿ îäíîçíà÷íûìè âåëè÷èíàìè, ÷òîñëåäóåò èç èíâàðèàíòíîñòè èõ ýëåìåíòîâ dτ = dt/Γ è d3r0 = Γd3r (èõ ïðîèçâåäåíèå � óæå óïîìèíàâøèéñÿñêàëÿð d4r/c).2. Âåêòîðû. Âåêòîðàìè â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòû ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, êî-òîðîå ìû äëÿ ïðîñòîòû áóäåì íàçûâàòü òàêæå ïðîñòðàíñòâîì Ìèíêîâñêîãî. Âåêòîðû, êàê è òî÷êè, çàäàþòñÿ÷åòûðüìÿ ÷èñëàìè-êîîðäèíàòàìè: íóëåâîé (èëè âðåìåíí�îé) è òðåìÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè. Âåêòîðû ðàññìàòðè-âàþòñÿ êàê ñâîáîäíûå, òî åñòü íå ïðèêðåïëÿþòñÿ ê îïðåäåëåííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà.Îáû÷íî ñîñòàâëÿþùèå ÷åòûðåõìåðíûõ âåêòîðîâ ïåðå÷èñëÿþò, íóìåðóÿ èõ öè�ðàìè 0, 1, 2, 3 èëè ãðå÷åñêèìèáóêâàìè, ïðè÷åì èíäåêñ 0 îòíîñèòñÿ ê âðåìåíí�îé êîîðäèíàòå, à òðè äðóãèõ � ê ïðîñòðàíñòâåííûì, îáúåäèíÿå-ìûì ëàòèíñêèìè áóêâàìè, òî åñòü
a = {aµ} = {a0, aj} = {a0,~a}, µ = 0, 1, 2, 3, j = 1, 2, 3,~a = (a1, a2, a3) = (aj) = (ax, ay, az). (26)×òîáû ÷åòûðå ÷èñëà ñîñòàâëÿëè âåêòîð, îíè äîëæíû ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû ê äðóãîé(îò íåøòðèõîâàííîé ê øòðèõîâàííîé èëè îáðàòíî) ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ ñîãëàñíî ïðåîáðàçîâàíèþ Ëîðåíöà, òîåñòü òàê æå, êàê êîîðäèíàòû ñîáûòèé:

a′0 = Γ(a0 − ~a · ~V /c), ~a ′ = ~a− a0 Γ ~V /c+ (Γ − 1)(~V · ~a)~V /V 2. (27)Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå òàêæå ìîæíî çàïèñàòü ñ âûäåëåííîé ÷àñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ñêîðîñòè:
a′0 = Γ(a0 − ~a · ~V /c), ~a ′ = Γ(~a− a0

~V /c) + (Γ − 1)~V × (~V × ~a)/V 2. (28)Ïðè ïåðåõîäå â äðóãóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà èçìåíÿþòñÿ ñîñòàâëÿþùèå ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà, ñàì âåêòîð íåèçìåíÿåòñÿ. Îäíàêî äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ðåçóëüòàòà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ìû áóäåì îòìå÷àòü ñîîòâåò-ñòâóþùèìè èíäåêñàìè (øòðèõàìè) îáîçíà÷åíèÿ íå òîëüêî ñîñòàâëÿþùèõ, íî è ñàìîãî ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà.16



à á
~e2 ~e2

(~e2 · ~a)~e2
a2~e2 ~a ~a

α α

a1~e1 ~e1 (~e1 · ~a)~e1 ~e1�èñ. 4. Êîíòðàâàðèàíòíûå è êîâàðèàíòíûå êîîðäèíàòû âåêòîðà:à � ðàçëîæåíèå íà ñîñòàâëÿþùèå, á � ïðîåöèðîâàíèå.Íàðÿäó ñ êîíòðàâàðèàíòíûìè ñîñòàâëÿþùèìè èñïîëüçóþòñÿ êîâàðèàíòíûå, ó êîòîðûõ èíäåêñû çàïèñûâà-þòñÿ ñíèçó: aµ, µ = 0, 1, 2, 3. Ñìûñë ââåäåíèÿ äâóõ âèäîâ êîîðäèíàò ñòàíåò ÿñåí èç ñëåäóþùåãî ðàññóæäåíèÿ.3. Êîîðäèíàòû â íåîðòîãîíàëüíûõ ñèñòåìàõ. Êîîðäèíàòû äâóõ âèäîâ ïîÿâëÿþòñÿ óæå â îáû÷íîì, åâêëè-äîâîì ïðîñòðàíñòâå, åñëè èñïîëüçóåòñÿ íå äåêàðòîâà ñèñòåìà îðòîíîðìàëüíûõ îðòîâ, à íåîðòîãîíàëüíûå îðòû.Ïðîäåìîíñòðèðóåì ðàçëè÷èå êîîðäèíàò íà ïðèìåðå äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (ïëîñêîñòè).Ïóñòü ìåæäó äâóìÿ îðòàìè ~e1 è ~e2 îáðàçîâàí óãîë α, òî åñòü
~e1 · ~e2 = cosα. (29)Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ~a ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ïî îòíîøåíèþ ê óêàçàííûì îðòàì äâóìÿ ñïîñîáàìè. Îäèíñïîñîá � ðàçëîæèòü âåêòîð ïî îðòàì (ðèñ. 4à), òî åñòü ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå
~a = a1~e1 + a2~e2. (30)Ýòî áóäóò êîíòðàâàðèàíòíûå êîîðäèíàòû. Äðóãîé ñïîñîá � ñïðîåöèðîâàòü âåêòîð íà îðòû (ðèñ. 4á) è êîâàðè-àíòíûìè êîîðäèíàòàìè ñ÷èòàòü ïðîåêöèè (âìåñòå ñ èõ çíàêàìè):

a1 = ~a · ~e1 = a1 + a2 cosα, a2 = ~a · ~e2 = a1 cosα+ a2. (31)Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êâàäðàò âåêòîðà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â ñëåäóþùèõ �îðìàõ
~a2 = (a1)2 + (a2)2 + 2 cosαa1a2 = a1a1 + a2a2 = gmna

man, (32)ãäå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì m, n = 1, 2 ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå, à òàê íàçûâàåìûé ìåòðè÷åñêèéòåíçîð ïðåäñòàâëåí êîìïîíåíòàìè
g1 1 = g2 2 = 1, g1 2 = g2 1 = cosα. (33)Êîíå÷íî, åñëè óãîë ìåæäó îðòàìè ïðÿìîé α = π/2, òî cosα = 0, âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìåòðè÷åñêîãîòåíçîðà òîæå íóëè è êîîðäèíàòû íå ðàçëè÷àþòñÿ.4. Êîâàðèàíòíûå è êîíòðàâàðèàíòíûå ñîñòàâëÿþùèå. Òàê êàê êâàäðàò èíòåðâàëà ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâ-ñêîãî ñîäåðæèò òîëüêî åäèíèöó è ìèíóñ åäèíèöû, òî îòëè÷íûå îò íóëÿ ýëåìåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ýòîãîïðîñòðàíñòâà
g0 0 = −g1 1 = −g2 2 = −g3 3 = 1, (34)à âñå âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó êîâàðèàíòíûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà a, îáîçíà÷àåìûå

{aµ}, µ = 0, 1, 2, 3, îòëè÷àþòñÿ îò êîíòðàâàðèàíòíûõ òåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû èìåþò ïðîòèâîïî-ëîæíûé çíàê, òî åñòü a0 = a0, ak = −ak, k = 1, 2, 3. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ, â îñíîâíîì, êîíòðàâàðèàíòíûìèñîñòàâëÿþùèìè âåêòîðîâ, èíäåêñû êîòîðûõ ïèøóòñÿ ñâåðõó ó îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðà. Ââèäó ñîâïàäåíèÿ íóëåâûõñîñòàâëÿþùèõ ñ âåðõíèì è íèæíèì èíäåêñàìè â äàëüíåéøåì íóëåâîé èíäåêñ áóäåì ïèñàòü âíèçó, à ó ïðîñòðàí-ñòâåííûõ ÷àñòî áóäåì óêàçûâàòü íå íîìåðà, à îñè ïðîåöèðîâàíèÿ. Êàê ïðàâèëî, ÷åòûðåõìåðíûå âåêòîðû ìûáóäåì çàïèñûâàòü â âèäå a = {a0,~a}, ïåðå÷èñëÿÿ èõ êîíòðàâàðèàíòíûå ñîñòàâëÿþùèå.5. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Äëÿ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî îïðåäåëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.Åñëè a = {aµ} = {a0,~a} è b = {bµ} = {b0,~b} � äâà âåêòîðà, òî èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è êâàäðàòû ìû áóäåìçàïèñûâàòü òàê:
a b = a0b0 − ~a~b, a2 = a2

0 − ~a 2, b2 = b20 −~b 2. (35)17



Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàïèñûâàþò òàêæå â âèäå a b = aµ bµ = aµ b
µ = gµνa

µbν , ãäå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåê-ñàì (âåðõíåìó è íèæíåìó) ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå, òî åñòü
a b = a0b0 + a1b1 + a2b2 + a3b3 = a0b0 − (axbx + ayby + azbz), (36)÷òî ñîâïàäàåò ñ (35).Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ è, â ÷àñòíîñòè, êâàäðàò âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðàìè,÷åì è îáúÿñíÿåòñÿ íàçâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ.Èç-çà ìèíóñà â îïðåäåëåíèè (35) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì, òî åñòüêâàäðàò âåêòîðà ìîæåò èìåòü ëþáîé çíàê, à ðàâåíñòâî íóëþ êâàäðàòà âåêòîðà íå îçíà÷àåò, ÷òî âñå åãî êîìïî-íåíòû ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó ââîäèòñÿ êëàññè�èêàöèÿ âåêòîðîâ, êàê è èíòåðâàëîâ. Èìåííî, åñëè a2 > 0, âåêòîð

a íàçûâàåòñÿ âðåìåíèïîäîáíûì, åñëè a2 < 0, ïðîñòðàíñòâåííî ïîäîáíûì, åñëè a2 = 0, íóëåâûì.Ââèäó íåïîëîæèòåëüíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íåëüçÿ ââåñòè ïîíÿòèÿ óãëà ìåæäó ÷åòûðåõìåðíûìèâåêòîðàìè. Îäíàêî, åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ, òî ãîâîðÿò, ÷òî îíè îðòîãîíàëüíû.6. Ïðèìåðû âåêòîðîâ.1) Ïåðâûì ïðèìåðîì âåêòîðà ñëóæèò âåêòîð ïîëîæåíèÿ r = {ct, ~r}. Åãî êâàäðàò � êâàäðàò èíòåðâàëà
~r 2 = s2.×àñòèöû (èëè ìàòåðèàëüíûå òî÷êè) äâèæóòñÿ ïî êðèâûì â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå íàçûâàþòìèðîâûìè ëèíèÿìè. Äè��åðåíöèàë âåêòîðà ïîëîæåíèÿ dr = {cdt, d~r}, âçÿòûé âäîëü ìèðîâîé ëèíèè, � òîæåâåêòîð. Êâàäðàò ýòîãî âåêòîðà ïðåäñòàâëÿåò äè��åðåíöèàëüíóþ �îðìó èíòåðâàëà

(dr)2 = ds2 = c2dt2 − d~r 2. (37)Òàêîé èíòåðâàë ïðîñòðàíñòâåííî ïîäîáåí. Âûøå áûëè ðàññìîòðåíû è âðåìåíèïîäîáíûå èíòåðâàëû.2) Äðóãîé âåêòîð, êîòîðûé âîçíèêàåò ñðàçó, � ýòî ÷åòûðåõìåðíûé ãðàäèåíò
∇ =

{

1

c

∂

∂t
,−~∇

}

. (38)Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïåðåä òðåõìåðíûì ãðàäèåíòîì íàäî ïîñòàâèòü ìèíóñ, ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî �èíà÷å ýòî íå áóäåò ÷åòûðåõìåðíûì âåêòîðîì. Îäíàêî, â òàêîé íåîáõîäèìîñòè ìîæíî óáåäèòüñÿ è èíà÷å: ñêà-ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äè��åðåíöèàëà âåêòîðà ïîëîæåíèÿ è âåêòîðà ãðàäèåíòà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (35)
dr∇ = dt

∂

∂t
+ d~r ~∇ = d (39)åñòü ïîëíûé äè��åðåíöèàë è, çíà÷èò, êàê èçâåñòíî èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, èíâàðèàíò. Âñå ýòî îáúÿñíÿåòñÿòåì, ÷òî âåêòîð ãðàäèåíòà áåç ìèíóñà � êîâàðèàíòíûé, à ìû çàïèñûâàåì êîíòðàâàðèàíòíûå âåêòîðû. Êâàäðàòâåêòîðà ãðàäèåíòà

∇2 =
1

c2
∂2

∂t2
−△ = � (40)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàòîð Äàëàìáåðà.Êîìïîíåíòû âåêòîðà ãðàäèåíòà áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü â âèäå {∇µ} =

{

∂

∂x0
,
∂

∂x1
,
∂

∂x2
,
∂

∂x3

} èëè {∇µ} =
{

∂

∂x0
,
∂

∂x1
,
∂

∂x2
,
∂

∂x3

}. � 4. Ñêîðîñòü, èìïóëüñ è óñêîðåíèå1. Ñêîðîñòü. Ïî àíàëîãèè ñ òðåõìåðíîé ñêîðîñòüþ òåëà ~v =
d~r

dt
÷åòûðåõìåðíàÿ ñêîðîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàêîòíîøåíèå äè��åðåíöèàëîâ âåêòîðà ïîëîæåíèÿ è âðåìåíè. Îäíàêî, ÷òîáû ñêîðîñòü ïîëó÷èëàñü ÷åòûðåõìåðíûìâåêòîðîì, íàäî ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð äåëèòü (èëè óìíîæàòü) íà ñêàëÿð, òî åñòü â êà÷åñòâå âðåìåíè íàäî áðàòüíå âðåìÿ â êàêîé-òî ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, à ñîáñòâåííîå âðåìÿ äëÿ äàííîãî òåëà (ìàòåðèàëüíîé òî÷êè,÷àñòèöû). Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ

v =
dr

dτ
= γ

d

dt
{ct, ~r} = {γc, γ~v} = γ{c, ~v}, (41)ãäå ~v � îáû÷íàÿ òðåõìåðíàÿ ñêîðîñòü. Ìíîæèòåëü γ îáÿçàòåëüíî äîëæåí âõîäèòü â ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà, íîìû ÷àñòî áóäåì ïèñàòü åãî âíå �èãóðíûõ ñêîáîê. 18



Êâàäðàò ÷åòûðåõìåðíîé ñêîðîñòè
v2 = c2 > 0, (42)òàê ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè âðåìåíèïîäîáåí.×àñòî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå äëÿ îòíîøåíèÿ ñêîðîñòè ê ñêîðîñòè ñâåòà è íàçûâàòü åãî áåçðàç-ìåðíîé (òðåõìåðíîé èëè ÷åòûðåõìåðíîé) ñêîðîñòüþ

β =
v

c
= {γ, γ ~β}, β2 = 1. (43)2. Èìïóëüñ. Èìïóëüñ � ýòî ïðîñòî ñêîðîñòü, óìíîæåííàÿ íà ìàññó, íî äëÿ åãî ñîñòàâëÿþùèõ ââîäÿòñÿñïåöèàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ:

p = mv = m{γc, γ~v} = {p0, ~p}, p0 = mcγ, ~p = m~vγ. (44)ßñíî, ÷òî âåêòîð èìïóëüñà òîæå âðåìåíèïîäîáåí:
p2 = p2

0 − ~p 2 = m2c2 > 0. (45)Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò âûðàæåíèå íóëåâîé ñîñòàâëÿþùåé ÷åðåç ïðîñòðàíñòâåííûé èìïóëüñ
p0 =

√

m2c2 + p2 = mcγ, p = |~p|, (46)à èç íåãî âûðàæåíèå ëîðåíöåâñêîãî ìíîæèòåëÿ ÷åðåç òîò æå èìïóëüñ
γ =

√

1 + (p/mc)2. (47)Ñ ïîìîùüþ (47) ìîæíî âûðàçèòü è ñêîðîñòü ÷åðåç èìïóëüñ:
~v =

~p

mγ
= c

~p

p0
= c

~p
√

m2c2 + p2
. (48)Íóëåâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà èìïóëüñà � ýòî ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ � ýíåðãèÿ. Óäîáíî ââåñòè îáî-çíà÷åíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû

Ekin(p) = p0c−mc2 = mc2(γ − 1), p = |~p|, (49)òî åñòü âû÷èòàòü èç ïîëíîé ýíåðãèè ýíåðãèþ ïîêîÿ mc2. Îòìåòèì, ÷òî ñðàçó ïîñëå ñîçäàíèÿ òåîðèè îòíîñè-òåëüíîñòè áîëüøîé ðåçîíàíñ âûçâàëî ñîîòíîøåíèå E(p) = cp0 = mc2γ ìåæäó äâóìÿ ðàçëè÷íûìè �èçè÷åñêèìèâåëè÷èíàìè � ýíåðãèåé è ìàññîé � è ìàññîé ñòàëè íàçûâàòü ïðîèçâåäåíèå mγ (ìàññà äâèæåíèÿ). Ìû ïîäòåðìèíîì ìàññà âñåãäà áóäåì ïîíèìàòü ìàññó ïîêîÿ m.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà òðåõìåðíîé ñêîðîñòè � ýòî ïðîèçâîäíàÿ îò ýíåðãèè ïî èìïóëüñó:
v = |~v| =

dE(p)

dp
=

dEkin(p)

dp
= c

d
√

m2c2 + p2

dp
=

cp
√

m2c2 + p2
. (50)3. Íåðåëÿòèâèñòñêèé è óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåëû.1) Åñëè v ≪ c, òî åñòü ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ãîðàçäî ìåíüøåé ñêîðîñòè ñâåòà, òî γ ∼ 1 è p ≪ mc.Òîãäà â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå ïîëó÷àåòñÿ

~p = m~v, Ekin ≈ mc2
(

1 +
1

2

p2

m2c2
− 1

)

=
p2

2m
=
mv2

2
, (51)òî åñòü îáû÷íûå íåðåëÿòèâèñòñêèå ñîîòíîøåíèÿ.2) Ïðè v ∼ c ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü âåëèê γ ≫ 1, à p≫ mc. Òîãäà ε ∼ pc.Ñîîòíîøåíèå (50) ñîõðàíÿåòñÿ â îáîèõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ.4. Óñêîðåíèå. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ ïî àíàëîãèè ñî ñêîðîñòüþ

w =
dv

dτ
= γ

dv

dt
= γ

d

dt
γ{c, ~v}. (52)Íàéäåì ñíà÷àëà ïðîèçâîäíóþ îò ëîðåíöåâñêîãî ìíîæèòåëÿ. Ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè óäîáíî èñïîëüçîâàòüî÷åâèäíîå ðàâåíñòâî ~v 2 = v2. Èìååì

dγ

dt
= γ3~v ~w

c2
. (53)19



Òîãäà ïîëó÷àåì
w = γ2{γ2~v ~w

c
, ~w + γ

~v ~w

c2
~v}. (54)Êàê è ñêîðîñòü, óñêîðåíèå óäîáíî çàïèñàòü ÷åðåç âåêòîð ~β:

w = γ2{γ2~β ~w, ~w + γ(~β ~w) ~β}. (55)Âåêòîð óñêîðåíèÿ, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, îðòîãîíàëåí âåêòîðó ñêîðîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïåðåìíîæèòüñêàëÿðíî (43) è (55), òî ïîëó÷èòñÿ
β w = γ3(γ2~β ~w − ~β ~w − γ2β2~β ~w) = 0. (56)Ýòî åñòåñòâåííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ âåêòîðà, êâàäðàò êîòîðîãî íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Åãî ëåãêî ïîëó÷èòü, åñëèïðîäè��åðåíöèðîâàòü ðàâåíñòâî (42) èëè (43) ïî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè. Àíàëîãè÷íî òðåõìåðíàÿ ñêîðîñòü òåëà,äâèæóùåãîñÿ ïî ïîâåðõíîñòè øàðà, ïåðïåíäèêóëÿðíà öåíòðîáåæíîìó èëè öåíòðîñòðåìèòåëüíîìó óñêîðåíèþ,èìåþùåìó ðàäèàëüíîå íàïðàâëåíèå.5. Êâàäðàò óñêîðåíèÿ. Ýòà âåëè÷èíà, èíòåðåñíàÿ ñàìà ïî ñåáå, èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè èçëó÷åíèÿ. Ïîýòîìóïðîäåëàåì ñëåäóþùóþ âûêëàäêó.

w2 = γ4 [γ4(~β ~w)2 − ~w2 − γ4β2(~β ~w)2 − 2γ2(~β ~w)2] = γ4 [−~w2 − γ2(~β ~w)2] =

= γ6 [−~w2 + β2 − (~β ~w)2] = γ6 [−~w2 + (~β × ~w)2]. (57)Èç òðåòüåãî âûðàæåíèÿ â öåïî÷êå ðàâåíñòâ âèäíî, ÷òî âîîáùå ãîâîðÿ, âåêòîð óñêîðåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáåí. Îäíàêî, åñëè ïðîñòðàíñòâåííîå óñêîðåíèå ~w = 0, òî è ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð íóëåâîé.6. Îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü. Ýòî âàæíîå ïîíÿòèå î÷åíü ïðîñòî ââîäèòñÿ â îáû÷íîé íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõà-íèêå: òàì îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà ïðîñòî ðàçíîñòè ñêîðîñòåé. ßñíî, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå íå ïîäõîäèò âòåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.Êàê è â íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå, íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü ïîðÿäîê ÷àñòèö ïðè îïðåäåëåíèè îòíîñèòåëüíîéñêîðîñòè. Íàçîâåì ñêîðîñòüþ âòîðîé ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî ïåðâîé ñêîðîñòü åå â òîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ãäå ïåðâàÿïîêîèòñÿ.Ïóñòü ñêîðîñòè ÷àñòèö â êàêîé�òî ñèñòåìå ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî
v1 = γ1{c, ~v1}, v2 = γ2{c, ~v2}. (58)Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà ñî ñêîðîñòüþ ~V = ~v1, òî åñòü ïåðåéäåì â ñèñòåìó ïîêîÿ ïåðâîé ÷àñòèöû. Âýòîé ñèñòåìå

v11 = {γ2
1(c− ~v2

1/c), γ
2
1(~v1 − ~V )} = {c, 0}, (59)

v21 = {γ1γ2(c− ~v1 ~v2/c), γ2~v2 − γ1γ2~v1 + (γ1 − 1)γ2(~v1 ~v2)~v1/v
2
1} = γ21{c, ~v21}. (60)Ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü, ñîîòâåòñòâóþùèé ñêîðîñòè âòîðîé ÷àñòèöû â ñèñòåìå ïîêîÿ ïåðâîé,

γ21 = γ1γ2(1 − ~v1 ~v2/c
2) = v1 v2/c

2 = γr = γ12 (61)íà ñàìîì äåëå íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ÷àñòèö è ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì èíâàðèàíòîì, òàê êàê âûðàæàåòñÿ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èõ ÷åòûðåõìåðíûõ ñêîðîñòåé. Äëÿ òðåõìåðíîé æå ñêîðîñòè âòîðîé ÷àñòèöû îò-íîñèòåëüíî ïåðâîé, èñêëþ÷èâ èç åå âûðàæåíèÿ
v2
1 = c2(1 − 1/γ2

1), ~v1 ~v2 = c2(1 − γr/γ1γ2), (62)íàéäåì
~v21 =

γ2

γr

[

~v2 − γ1~v1 +
γ1

γ1 + 1

(

γ1 −
γr

γ2

)

~v1

]

=
1

γr

(

γ2~v2 − γ1
γ2 + γr

γ1 + 1
~v1

)

. (63)Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî êâàäðàò îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè â âèäå (63) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ëîðåíöåâñêèé ìíîæè-òåëü γr:
v2
21 = |~v21|2 =

c2

γ2
r

[

γ2
2 − 1 +

γ2
r + γ2

2 + 2γrγ2

γ1 + 1
(γ1 − 1) − 2

γr + γ2

γ1 + 1
(γ1γ2 − γr)

]

= c
√

1 − 1/γ2
r , (64)è íå çàâèñèò îò ñèñòåìû êîîðäèíàò è îò ïîðÿäêà ÷àñòèö. Âåëè÷èíó ýòîé ñêîðîñòè ìîæíî çàïèñàòü â äðóãîìâèäå, âûðàçèâ åå ÷åðåç òðåõìåðíûå ñêîðîñòè ÷àñòèö:

vr = v12 = v21 = c

√

c2(~v1 − ~v2)2 − (~v1 × ~v2)2

c2 − ~v1 ~v2
. (65)20



Åñëè ñêîðîñòü îäíîé èç ÷àñòèö ðàâíà ñêîðîñòè ñâåòà, òî è îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà c. Åñëè ñêîðîñòèïàðàëëåëüíû, òî
~v21 =

γ1γ2

γr
(~v2 − ~v1). (66)Ïðè ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ñêîðîñòÿõ

γr = γ1γ2, ~v21 = ~v2/γ1 − ~v1. (67)Ñóììà âçàèìíûõ îòíîñèòåëüíûõ ñêîðîñòåé
~v12 + ~v21 =

γ1 − γ2

γr

(

γ1

γ1 + 1
~v1 −

γ2

γ2 + 1
~v2

)

− γr − 1

γr

(

γ1

γ1 + 1
~v1 +

γ2

γ2 + 1
~v2

)

, (68)êîíå÷íî, ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ÷àñòèö, íî ðàâíà íóëþ òîëüêî â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå (ïðèáëèæåííî),à òàêæå â ñëó÷àå, åñëè ñêîðîñòè îáåèõ ÷àñòèö ñîâïàäàþò (~v1 = ~v2, òàê êàê òîãäà γ1 = γ2, γr = 1).� 5. Èìïóëüñ �îòîíà1. Èìïóëüñ �îòîíà. Çäåñü ìû ñ÷èòàåì �îòîí ïðîñòî ÷àñòèöåé, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà. Åñëè �îòîíëåòèò â íåêîòîðîé ñèñòåìå îòñ÷åòà (íàçîâåì åå ñèñòåìîé íàáëþäàòåëÿ èëè íåøòðèõîâàííîé) â íàïðàâëåíèèâåêòîðà ~l, òî åãî ïóòü ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ðàäèóñîì-âåêòîðîì
~rph = ~r0 + c~l (tph − t0), (69)ãäå ~r0 � ìåñòî �îòîíà â íà÷àëüíûé ìîìåíò îòñ÷åòà åãî âðåìåíè tph = t0. Ìîæíî îáðàçîâàòü è ÷åòûðåõìåðíûéâåêòîð

rph = {ctph, ~rph} =
{

ctph, ~r0 + c~l (tph − t0)
}

. (70)Ìû ìîæåì �îðìàëüíî ïðîäè��åðåíöèðîâàòü âåêòîð (70) ïî âðåìåíè:
drph

dtph
=
{

c, c~l
}

. (71)Îäíàêî â ðåçóëüòàòå íå ïîëó÷èòñÿ ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð, òàê êàê âðåìÿ â îïðåäåëåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà íåÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì. Îïðåäåëåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à ãîäÿòñÿ òîëüêî äëÿ ÷àñòèö ñ ìàññîé ïîêîÿ, îò-ëè÷íîé îò íóëÿ. Ôîòîí æå èìååò íóëåâóþ ìàññó ïîêîÿ, äëÿ íåãî íå ñóùåñòâóþò ñîáñòâåííîå âðåìÿ, ñîáñòâåííàÿñèñòåìû îòñ÷åòà, è îí îáÿçàí ì÷àòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà â ëþáîé ñèñòåìå. Äëÿ ýòîé ÷àñòèöûíåâîçìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ÷åòûðåõìåðíîé ñêîðîñòè, òàê êàê ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü äëÿ íåå îáðàùàåòñÿ âáåñêîíå÷íîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî íåâîçìîæíî ââåñòè è èìïóëüñ òàê, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî âûøå.Òåì íå ìåíåå, �îòîí èìååò ýíåðãèþ è èìïóëüñ. Åñëè ÷àñòîòà �îòîíà ν, à êðóãîâàÿ ÷àñòîòà ω = 2πν, òî åãîýíåðãèÿ ðàâíà hν = ~ω ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ Ì.Ïëàíêà. Çäåñü h = 6.67 · 10−27 è ~ =
h

2π
= 1.05 · 10−27â åäèíèöàõ ã·ñì2/ñ. À. Ýéíøòåéíîì áûë îïðåäåëåí è èìïóëüñ �îòîíà ~k, âåëè÷èíà êîòîðîãî, êàê ó óëüòðàðå-ëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû, ðàâíà ýíåðãèè, äåëåííîé íà ñêîðîñòü ñâåòà, hν/c = ~ω/c, à íàïðàâëåíèå ñîâïàäàåò ñíàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ �îòîíà.Òåì ñàìûì îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ââåñòè ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð èìïóëüñà �îòîíà

k =
{

k,~k
}

=
h

c

{

ν, ν ~l
}

, k =
hν

c
, ~k = k~l, |~l | = 1. (72)Èìïóëüñ è ýíåðãèÿ �îòîíà ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî êâàíòîâûìè âåëè÷èíàìè è èõ âûðàæåíèÿ ñîäåðæàò ïî-ñòîÿííóþ Ïëàíêà. Åñëè æåëàòåëüíî îñòàâàòüñÿ â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè, òî âìåñòî âåêòîðîâèìïóëüñà ìîæíî èñïîëüçîâàòü âîëíîâûå âåêòîðû, à âìåñòî ýíåðãèè � âîëíîâîå ÷èñëî:

æ =
k

~
, æ =

k

~
=
ω

c
=

2πν

c
=

2π

λ
=

1

λ� , ~æ =
~k

~
= æ~l. (73)Çäåñü λ = c/ν � äëèíà âîëíû, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòîòå ν, à λ� = λ/2π. Êëàññè÷åñêèå âåëè÷èíû îòëè÷àþòñÿ îòêâàíòîâûõ íà ïîñòîÿííûå ìíîæèòåëè è ðåëÿòèâèñòñêèå ñâîéñòâà ó íèõ òå æå ñàìûå.Ïðèìåíåíèå ê èìïóëüñó �îòîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà âûÿâëÿåò äâà âàæíûõ ý��åêòà.2. Ý��åêò Äîïëåðà. Çàïèøåì �îðìóëó ïðåîáðàçîâàíèÿ îò íåøòðèõîâàííîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ê øòðèõîâàííîé,äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðâîé ñî ñêîðîñòüþ ~V = V ~e. Êàê è âûøå, ïóñòü åäèíè÷íûå âåêòîðû, â íàïðàâëåíèèêîòîðûõ ëåòèò �îòîí, îáîçíà÷àþòñÿ ~l è ~l ′, à óãëû, îáðàçóåìûå ýòèìè îðòàìè ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè, θ è θ′. Òîãäà21



íóëåâûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà èìïóëüñà �îòîíà, òî åñòü åãî âåëè÷�èíû èëè, ÷òî â ñóùíîñòè òî æå ñàìîå, åãî÷àñòîòû (èëè ýíåðãèè) ïðåîáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ν′ = νΓ

(

1 −
~l · ~V
c

)

= νΓ

(

1 − V

c
~e ·~l
)

,
ν

ν′
=

1

Γ(1 − V cos θ/c)
. (74)Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷àåòñÿ, êàê îáû÷íî, çàìåíîé ñêîðîñòè íà ïðîòèâîïîëîæíóþ (~V → −~V ):

ν = ν′Γ

(

1 +
~l ′ · ~V
c

)

= ν′Γ

(

1 +
V

c
~e ·~l ′

)

,
ν′

ν
=

1

Γ(1 + V cos θ′/c)
. (75)Ïðèâåäåííûå �îðìóëû, åñëè îòáðîñèòü ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü Γ, âûðàæàþò îáû÷íûé êëàññè÷åñêèé ý�-�åêò, óñòàíîâëåííûé â 1842 ãîäó Õ.Äîïëåðîì. Åñëè ñâåòÿùèéñÿ îáúåêò ëåòèò ê íàáëþäàòåëþ, ÷àñòîòà ñâåòàóâåëè÷èâàåòñÿ, åñëè îò íåãî � óìåíüøàåòñÿ. Íàëè÷èå ìíîæèòåëåé Γ ïîêàçûâàåò, ÷òî äàæå ïðè ïåðïåíäèêóëÿð-íîì ïî îòíîøåíèþ ê íàáëþäàòåëþ äâèæåíèè �îòîíà, ïðîèñõîäèò ñäâèã (óâåëè÷åíèå) åãî ÷àñòîòû. Ýòî ÿâëåíèåíàçûâàåòñÿ ïîïåðå÷íûì ý��åêòîì Äîïëåðà. Îí íå ñóùåñòâóåò ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðèè. Ïîñêîëüêó åãîïîïðàâêà èìååò ïîðÿäîê V 2/c2, òî åñòü âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ïîïðàâêå, ïðîïîðöèîíàëüíîéñêîðîñòè V/c, ïîïåðå÷íûé ý��åêò íå áûë çàìå÷åí äî ñîçäàíèÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.Ëèíåéíûé æå ý��åêò èìååò ïðîñòîå îáúÿñíåíèå, êîòîðîå ïîäõîäèò è äëÿ çâóêîâûõ êîëåáàíèé è çàêëþ÷à-åòñÿ â òîì, ÷òî äâèæóùèéñÿ íàáëþäàòåëü â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ ñâîåãî äâèæåíèÿ âñòðå÷àåò áîëüøåèëè ìåíüøå âîëí (ïåðèîäîâ), ÷åì íåïîäâèæíûé. Òî æå ïðîèñõîäèò, åñëè äâèæåòñÿ èñòî÷íèê. Äëÿ çâóêà òàêîåîáúÿñíåíèå áûëî èçâåñòíî äàâíî, òàê êàê ý��åêò ëåãêî çàìåòåí äàæå ïðè íå î÷åíü áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ.Äðîáü, ðàâíàÿ îòíîøåíèþ ÷àñòîò â (74)

D(V, θ) =
1

Γ(1 − V cos θ/c)
, (76)íàçûâàåòñÿ ìíîæèòåëåì Äîïëåðà èëè äîïëåð-�àêòîðîì. Ýòîò ìíîæèòåëü ïîÿâëÿåòñÿ âî ìíîãèõ âûðàæåíèÿõäëÿ ðàçíûõ âåëè÷èí. Îòìåòèì åãî çíà÷åíèÿ �âïåðåä� è �íàçàä�, à òàêæå èõ îòíîøåíèå:

D(V, 0) =

√

1 + V/c

1 − V/c
, D(V, π) =

1

D(V, 0)
=

√

1 − V/c

1 + V/c
,

D(V, 0)

D(V, π)
= D2(V, 0) =

1 + V/c

1 − V/c
. (77)Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû äèàãðàììû çàâèñèìîñòè ýòîãî ìíîæèòåëÿ îò óãëà θ ïðè ñêîðîñòÿõ V/c = 0, 0.8, 0.9,

0.95, 0.98, 0.99, 0.995. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ëîðåíöåâñêîãî ìíîæèòåëÿ Γ=1.67, 2.29, 3.20, 5.03, 7.09, 10.01,à çíà÷åíèÿ �âïåðåä� D(V, 0) = 1, 4.36, 6.24, 9.95, 14.11, 19.97. Øèðèíà äèàãðàìì ïî âåðòèêàëè ðàâíà 2 íåçàâèñè-ìî îò çíà÷åíèÿ V/c è äîñòèãàåòñÿ ìåæäó òî÷êàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè óãëàì θ = ± arccos(V/c) = ± arcsin(1/Γ).
0
1

−1
−5 0 5 10 15 20�èñ. 5. Çàâèñèìîñòü äîïëåð-�àêòîðà îò íàïðàâëåíèÿ ïðè ñêîðîñòÿõèñòî÷íèêà V/c = 0, 0.8, 0.9, 0.95, 0.98, 0.99, 0.995.Ïðè ñêîðîñòÿõ, áëèçêèõ ê ñêîðîñòè ñâåòà, äèàãðàììû ñèëüíî âûòÿíóòû âïåðåä, òàê ÷òî �àêòè÷åñêè óãîë

θ çàêëþ÷åí â óçêèõ ïðåäåëàõ, ïîðÿäêà 1/Γ. Â ñâÿçè ñ ýòèì îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ ïðèáëèæåííîå ïðåäñòàâëåíèå�óíêöèè D(V, θ). �àçíîñòü, çàêëþ÷åííóþ â ñêîáêàõ, çàìåíÿþò ïî ñõåìå
1 − V

c
cos θ =

1 − V 2/c2

1 + V/c
+
V

c
(1 − cos θ) ∼ 1

2Γ2
+
θ2

2
=

1 + Γ2θ2

2Γ2
. (78)Òîãäà ìíîæèòåëü ïðèáðåòàåò âèä

D(V, θ) ∼ 2Γ

1 + Γ2θ2
. (79)Òàêóþ çàìåíó óãëà ïðè óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ñêîðîñòÿõ ìû áóäåì íåîäíîêðàòíî ïðèìåíÿòü.3. Àáåððàöèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ñîñòàâëÿþùåé èìïóëüñà �îòîíà ïðè ïåðåõîäå îò íåøòðè-õîâàííîé ñèñòåìû ê øòðèõîâàííîé âûãëÿäèò òàê:

ν′~l ′ = ν~l − Γ ν
V

c
~e+ (Γ − 1)ν

(

~e ·~l
)

~e. (80)22



Îòñþäà íàõîäèì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ îðòîâ íàïðàâëåíèé ðàñïðîñòðàíåíèÿ �îòîíà:
~l ′ =

~l −
(

~e ·~l
)

~e+ Γ
(

~e ·~l − V/c
)

~e

Γ
(

1 − V ~e ·~l/c
) . (81)Îáðàòíîå ïî îòíîøåíèþ ê (81) ïðåîáðàçîâàíèå èìååò òîò æå âèä, íî ñ çàìåíîé ~V → −~V

~l =

~l ′ −
(

~e ·~l ′
)

~e+ Γ
(

~e ·~l ′ + V/c
)

~e

Γ
(

1 + V ~e ·~l ′/c
) . (82)Òðè âåêòîðà ~e, ~l è ~l ′ ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, íàçîâåì åå ïëîñêîñòüþ àáåððàöèè.Â ÷èñëèòåëÿõ äðîáåé â �îðìóëàõ (81) è (82) ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ñîñòàâëÿþò âåêòîðû, ïåðïåíäèêóëÿðíûåâåêòîðó ~e, à îñòàâøèåñÿ � ïàðàëëåëüíûå åìó. Â ñâÿçè ñ ýòèì ëåãêî íàïèñàòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

~e ·~l =
~e ·~l ′ + V/c

1 + V ~e ·~l ′/c
, ~e×~l =

~e×~l ′

Γ(1 + V ~e ·~l ′/c)
, (83)

~e ·~l ′ =
~e ·~l − V/c

1 − V ~e ·~l/c
, ~e×~l ′ =

~e×~l
Γ(1 − V ~e ·~l/c)

. (84)Èç (80) âûòåêàåò òàêæå ñîîòíîøåíèå ìåæäó âåêòîðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè:
ω′~l ′ ×~l = ω

[

ΓV/c− (Γ − 1)~e ·~l
]

~l × ~e. (85)�àâåíñòâà (83) è (84) ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè:
cos θ =

cos θ′ + V/c

1 + V cos θ′/c
, cos θ′ =

cos θ − V/c

1 − V cos θ/c
, sin θ =

sin θ′

Γ(1 + V cos θ′/c)
, sin θ′ =

sin θ

Γ(1 − V cos θ/c)
. (86)Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé èëè èç ðàâåíñòâa (85) ñ ó÷åòîì (74) ñëåäóåò, ÷òî

sin(θ′ − θ) = sin θ
V/c− (1 − 1/Γ) cos θ

1 − V cos θ/c
. (87)Íåòðóäíî âûâåñòè åùå îäíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó óãëàìè:

tg
θ

2
= D(V, π) tg

θ′

2
=

√

1 − V/c

1 + V/c
tg
θ′

2
, (88)êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè óãîë θ′ íå ðàâåí 0 èëè π, îí âñåãäà áîëüøå óãëà θ, òî åñòü âåêòîð ~l ðàñïîëàãàåòñÿìåæäó âåêòîðàìè ~e è ~l ′.Îòìåòèì ÷àñòíûå è ïðåäåëüíûå ñëó÷àè. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè V = 0 (èëè äàæå ïðè V ≪ c) àáåððàöèè íåò è

~l = ~l ′. Íàïðîòèâ, åñëè �îðìàëüíî ïîëîæèòü V = c, òî âåêòîð ~l ñîëüåòñÿ ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè ~l = ~e. Ïðè θ′ = π/2áóäåò cos θ = V/c, sin θ = 1/Γ, à ÷òîáû îêàçàëîñü θ = π/2 íóæíî, ÷òîáû áûëî cos θ′ = −V/c, sin θ′ = 1/Γ.�èñ. 6 äàåò ïðåäñòàâëåíèå î çàâèñèìîñòè ìåæäó óãëàìè θ è θ′ ïðè ñêîðîñòÿõ V/c = 0(0.1)0.9, à òàêæå
V/c = 0.95, 0.98, 0.99, 0.995, 0.999, 0.9995, 0.9999. Íà ðèñ. 7 ïîêàçàíû ïîëîæåíèÿ âåêòîðà ~l ïðè θ′ = π/3 è V/c =
0, 1/3, 1/2, 4/5, 12/13 è 1. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ Γ = 1, 3/(2

√
2), 2/

√
3, 5/3, 13/5, ∞. Êðàéíèå çíà÷åíèÿ,êàê îòìå÷àëîñü, ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðàì ~l ′ è ~e.4. Êëàññè÷åñêàÿ �îðìóëà àáåððàöèè. Åñëè â (87) îòáðîñèòü ÷ëåíû ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî ïî ñêîðîñòè, òîïîëó÷èòñÿ êëàññè÷åñêàÿ �îðìóëà àáåððàöèè

sin(θ′ − θ) =
V

c
sin θ. (89)Àáåððàöèÿ, òî åñòü èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ íà äâèæóùèéñÿ îáúåêò èëè âîñïðèÿòèå îáúåêòà äâèæóùèìñÿíàáëþäàòåëåì, ïðîÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî äëÿ ñâåòà. Î÷åâèäíà àáåððàöèÿ äîæäÿ: äàæå åñëè îí èäåò âåðòèêàëüíî,÷åëîâåêó, áåãóùåìó ñî ñêîðîñòüþ, ñðàâíèìîé ñî ñêîðîñòüþ ïàäåíèÿ äîæäåâûõ êàïåëü, ýòè êàïëè áóäóò ïîïàäàòüâ ëèöî. Êîíå÷íî, êàðòèíó ïîðòèò âåòåð. Íà àáåððàöèþ çâóêà, ïî-âèäèìîìó, âíèìàíèÿ íå îáðàùàëè, õîòÿ ý��åêò23
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θ′�èñ. 6. Çàâèñèìîñòü óãëà θ îò óãëà θ′ ïðè �èñ. 7. Ïîëîæåíèÿ âåêòîðà ~l ïðè θ′ = π/3ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòÿõ èñòî÷íèêà. è ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòÿõ èñòî÷íèêà.

B

θ′−θ

ct

θ θ′

A vt C�èñ. 8. Îáúÿñíåíèå êëàññè÷åñêîé àáåððàöèè.Äîïëåðà äëÿ çâóêà õîðîøî èçâåñòåí. Âîñïðèÿòèå íàïðàâëåíèÿ çâóêà ÷åëîâåêîì íå ñòîëü îïðåäåëåííî, êàê âûñîòàçâó÷àíèÿ, à ñêîðîñòè, ñðàâíèìûå ñî ñêîðîñòüþ çâóêà, áûëè äîñòèãíóòû òîëüêî â ýïîõó ñàìîëåòîâ.Àáåððàöèÿ ñâåòà çà ñ÷åò äâèæåíèÿ Çåìëè áûëà îòêðûòà Áðàäëååì ïðè ïîïûòêå èçìåðèòü ïàðàëëàêñû çâåçä.Îí æå äàë ñëåäóþùåå îáúÿñíåíèå ýòîìó ÿâëåíèþ. Ïóñòü íåïîäâèæíûé íàáëþäàòåëü (ðèñ. 8) èç òî÷êè A âèäèòèñòî÷íèê ñâåòà, íàõîäÿùèéñÿ â òî÷êå B íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò íåãî, ïîä óãëîì θ ê íàïðàâëåíèþñêîðîñòè äðóãîãî íàáëþäàòåëÿ. Òîãäà äâèæóùèéñÿ íàáëþäàòåëü óâèäèò òîò æå èñòî÷íèê ïîä äðóãèì óãëîì θ′ê òîé æå ñêîðîñòè, òàê êàê ïîêà îí äâèãàëñÿ, ñâåò îò èñòî÷íèêà òîæå ïðîøåë íåêîòîðûé ïóòü è íàáëþäàòåëüâîñïðèíÿë åãî â òî÷êå C. Çà îäíî è òî æå âðåìÿ t íàáëþäàòåëü ïðîäâèíóëñÿ íà ðàññòîÿíèå v t, à ñâåò ïðîøåëïóòü c t. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë A ðàâåí θ, à âíåøíèé óãîë C � θ′, òàê ÷òî óãîë B � ýòî èõ ðàçíîñòü θ′ − θ.Ïðîåêöèè ýòèõ ðàññòîÿíèé íà ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå AB, òî åñòü âûñîòà èç âåðøèíû C, äîëæíû áûòü ðàâíû:
v t sin θ = c t sin(θ′ − θ), (90)÷òî ñîâïàäàåò ñ �îðìóëîé êëàññè÷åñêîé àáåððàöèè. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ý��åêò íå çàâèñèò îò âðåìåíè t,òî åñòü îò óäàëåííîñòè èñòî÷íèêà. Ñòðîãóþ �îðìóëó ìîæíî âûâåñòè òîëüêî èñõîäÿ èç òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.Òî÷íîñòü èçìåðåíèé Áðàäëåÿ áûëà äîñòàòî÷íà äëÿ îáíàðóæåíèÿ àáåððàöèè, íî íåäîñòàòî÷íà äëÿ åå óñòðàíåíèÿ,òàê ÷òî ïàðàëëàêñû çâåçä îïðåäåëèëè äðóãèå. Äëÿ òàêèõ èçìåðåíèé ìîæíî îáîéòèñü êëàññè÷åñêèìè �îðìóëàìèý��åêòà Äîïëåðà è àáåððàöèè, òàê êàê ñêîðîñòè äâèæåíèÿ Çåìëè è áîëüøèíñòâà çâåçä ñóùåñòâåííî ìåíüøåñêîðîñòè ñâåòà.5. Èíâàðèàíòû. Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà èìïóëüñà �îòîíà ðÿä âåëè÷èí îñòàåòñÿ íåèçìåííûìè. Òàêèç (80) ñëåäóåò, ÷òî

ν′~l ′ × ~e = ν~l × ~e. (91)Âçÿâ ìîäóëü îò îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà, íàéäåì
ν′ sin θ′ = ν sin θ, (92)òàê ÷òî ïðîèçâåäåíèå ÷àñòîòû íà ñèíóñ óãëà èìïóëüñà �îòîíà ñî ñêîðîñòüþ ñèñòåìû îòñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ èíâàðè-àíòîì.Äðóãîé èíâàðèàíò ñâÿçàí ñ ýëåìåíòîì îáúåìà â ïðîñòðàíñòâå èìïóëüñîâ. Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ âòîðîå èçñîîòíîøåíèé (86), ïîëó÷èì

sin θ′dθ′ =
sin θ

Γ2(1 − ~V cos θ/c)2
dθ =

( ν

ν′

)2

sin θdθ. (93)24



Òàêèì îáðàçîì, èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ν2 sin θdθ, à çíà÷èò, è νdθ.Èíâàðèàíòíû òàêæå ýëåìåíò îáúåìà â ïðîñòðàíñòâå èìïóëüñà �îòîíà, äåëåííûé íà ÷àñòîòó (èëè íà âå-ëè÷èíó èìïóëüñà) d3k/k, è ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà, óìíîæåííûé íà êâàäðàò èìïóëüñà k2d2l, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿíåïîñðåäñòâåííî èëè íà îñíîâå ïðèâåäåííûõ â ýòîì ïàðàãðà�å �îðìóë äëÿ ïðåîáðàçîâàííûõ ÷àñòîò è óãëîâ.Èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ è îòíîøåíèå dk/k. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ÷àñòèö ñ ìàññîé èíâàðèàòíîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿòîëüêî d3p/p0. � 6. Òåíçîðû è äåéñòâèÿ ñ íèìè1. Îïðåäåëåíèå è òèïû òåíçîðîâ. Òåíçîð � ýòî áîëåå ñëîæíîå ïîíÿòèå, ñîîòíîñÿùååñÿ ñ îïåðàòîðàìè èëèêâàäðàòíûìè ìàòðèöàìè, òàê æå, êàê âåêòîðû ñîîòíîñÿòñÿ ñî ñòîëáöàìè. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå òåíçîð ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé äèàäíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ. Ïîýòîìó è ïðåîáðàçóþòñÿ òåíçîðû êàê äèàäû. Îáùåå ïðåîáðàçîâàíèåäëÿ òåíçîðîâ ìû ïðèâåäåì íèæå.Ìû áóäåì èìåòü äåëî ïî÷òè èñêëþ÷èòåëüíî ñ òåíçîðàìè ïåðâîãî (âåêòîðàìè) è âòîðîãî ïîðÿäêîâ (èëè, êàêîáû÷íî ãîâîðÿò, ðàíãîâ). Ñêàëÿð ìîæåò áûòü íàçâàí òåíçîðîì íóëåâîãî ðàíãà.Ïðåäñòàâëåíèÿ òåíçîðîâ, êàê è âåêòîðîâ, ìîãóò áûòü ðàçíûõ òèïîâ. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ, â îñíîâíîì,÷èñòî êîíòðàâàðèàíòíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè, ñ îáîèìè âåðõíèìè èíäåêñàìè Â = {Aµ ν}. Íàçâàíèå òèïà ïðåä-ñòàâëåíèÿ áóäåì îòíîñèòü ê ñàìîìó òåíçîðó.Åñëè íàäî ïåðåéòè ê ñìåøàííîìó òåíçîðó, âòîðîé èíäåêñ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íèæíèì, òî ýòîò òåíçîð ïî-ëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà Aµ ν = Aµρgρν . Ýòîò òåíçîð îòëè÷àåòñÿ îò èñõîäíîãîïîëíîñòüþ êîíòðàâàðèàíòíîãî òåì, ÷òî ó åãî êîìïîíåíò ñ íèæíèì âòîðûì ïðîñòðàíñòâåííûì èíäåêñîì äðóãîéçíàê, òî åñòü Aµ 0 = Aµ0, Aµ k = −Aµk, k = 1, 2, 3. Òàê æå ïîäíèìàþòñÿ è îïóñêàþòñÿ è âñå èíäåêñû. Ó òåíçîðîâñëåäóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷àòü ïîðÿäîê èõ èíäåêñîâ, ïîýòîìó âòîðîé èíäåêñ ó ñìåøàííûõ òåíçîðîâ ïèøåòñÿîòñòóïÿ: {Aµν} è {A ν
µ }.Òåíçîðû ìîãóò óìíîæàòüñÿ íà âåêòîðû. Òàê êàê ê êîíòðàâàðèàíòíîìó âåêòîðó, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ ñíîâàêîíòðàâàðèàíòíûé âåêòîð, äîëæåí áûòü ïðèìåíåí ñìåøàííûé òåíçîð, ýòó îïåðàöèþ èçîáðàæàþò òàê:

bµ = Aµ ν a
ν . (94)2. Áàçèñíûå òåíçîðû. Ñðåäè òåíçîðîâ âûäåëÿåòñÿ óæå óïîìèíàâøèéñÿ îñíîâíîé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, èçîá-ðàæàåìûé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé̂

g = {gµν} = {gµν} =









1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1









. (95)Ýòà ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ñàìîé ñåáå. Ïîýòîìó ïîëíîñòüþ êîâàðèàíòíûé è ïîëíîñòüþ êîíòðàâàðèàíò-íûé òåíçîðû èçîáðàæàþòñÿ îäíîé è òîé æå ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé ĝ. Ýòî óòâåðæäåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäåðàâåíñòâ gµνgντ = δτµ, ãäå ñïðàâà ñòîèò ñèìâîë Êðîíåêåðà � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå Ǐ äëÿ òðåõìåðíîé åäèíè÷íîé ìàòðèöû, òî ÷åòûðåõìåðíàÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà δ̂ èìàòðèöà òåíçîðà ĝ ïðåäñòàâÿòñÿ òàê:
δ̂ =

{

1 0

0 Ǐ

}

, ĝ =

{

1 0

0 −Ǐ

}

. (96)Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ñ ïîìîùüþ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ìîæíî èç êîíòðàâàðèàíòíûõ ïðåäñòàâëåíèé âåêòîðîâïîëó÷àòü êîâàðèàíòíûå ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèÿ âèäà
aµ = gµνa

ν , a = {aµ} = {a0,~a}, {aµ} = {a0,−~a}. (97)Ýòà îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ îïóñêàíèåì èíäåêñà, ïðîòèâîïîëîæíàÿ � ïîäíÿòèåì. Îïóñêàíèå èëè ïîäíÿòèå íóëå-âîãî èíäåêñà íå èçìåíÿåò êîìïîíåíòû, ïðè îïóñêàíèè èëè ïîäíÿòèè ïðîñòðàíñòâåííîãî èíäåêñà ó êîìïîíåíòûèçìåíÿåòñÿ çíàê.Áóäåò èñïîëüçîâàí åùå îäèí áàçèñíûé òåíçîð, îáîçíà÷àåìûé {eµνρσ} è íàçûâàåìûé ñîâåðøåííî àíòèñèììåò-ðè÷íûì òåíçîðîì ÷åòâåðòîãî ðàíãà. Ýòî åäèíñòâåííûé â êóðñå òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà, íî î÷åíü ïðîñòîé. Îíââîäèòñÿ óñëîâèåì, ÷òî e0123 = 1, à îñòàëüíûå åãî êîìïîíåíòû ðàâíû 1 èëè −1 â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè èëèíå÷åòíîñòè ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ.3. Ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ íàãëÿäíîñòè è îáëåã÷åíèÿ âûïîëíåíèÿ ðåàëüíûõ, à íå ñèìâîëè÷åñêèõ äåé-ñòâèé ñ âåêòîðàìè è òåíçîðàìè áóäåì çàïèñûâàòü ÷åòûðåõìåðíûå è â èõ ñîñòàâå òðåõìåðíûå âåêòîðû â âèäå25



ñòîëáöîâ, êàê ýòî ïðèíÿòî â àëãåáðå:
a =

{

a0

~a

}

, ~a =







a1 = ax

a2 = ay

a3 = az







. (98)Êàê ãîâîðèëîñü âûøå, ïåðåõîä îò êîíòðàâàðèàíòíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ê ñìåøàííûì è êîâàðèàíòíûì è îáðàòíîïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ìàòðèöû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Òàê êîâàðèàíòíûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà ïîëó÷àþòñÿóìíîæåíèåì êîíòðàâàðèàíòíîãî âåêòîðà: ĝ·a. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõìîæíî çàïèñàòü â âèäå
{aµbµ} = [ĝ · a]T · b = aT · ĝ · b. (99)Òî÷êà ìåæäó ñîìíîæèòåëÿìè îçíà÷àåò ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå.Òåíçîðû âòîðîãî ïîðÿäêà óäîáíî äëÿ íàãëÿäíîñòè èçîáðàæàòü êâàäðàòíûìè ìàòðèöàìè. Ïîëíîñòüþ êîíòðà-âàðèàíòíûé è ïîëíîñòüþ êîâàðèàíòíûé òåíçîðû èçîáðàæàþòñÿ òàê:

Â={Aµν}=









A00 A01 A02 A03

A10 A11 A12 A13

A20 A21 A22 A23

A30 A31 A32 A33









, {Aµν}=









A00 = A00 A01 = −A01 A02 = −A02 A03 = −A03

A10 = −A10 A11 = A11 A12 = A12 A13 = A13

A20 = −A20 A21 = A21 A22 = A22 A23 = A23

A30 = −A30 A31 = A31 A32 = A32 A33 = A33









. (100)Ïðè ýòîì ïåðâûé èíäåêñ íóìåðóåò ñòðîêè, à âòîðîé � ñòîëáöû òåíçîðà. Ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ ïðèâåäåííûìèìàòðèöàìè òàêîâà: {Aµν} = ĝÂĝ. Ïðàâûå íèæíèå ìèíîðû ó ýòèõ äâóõ ïðåäñòàâëåíèé òåíçîðà ñîâïàäàþò, òàêêàê ó èõ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâåííûå èíäåêñû èçìåíåíû äâàæäû.Ñìåøàííûõ òåíçîðîâ ìîæåò áûòü äâà: îäèí ñ îïóùåííûì âòîðûì èíäåêñîì, äðóãîé ñ îïóùåííûì ïåðâûì.Èõ òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ìàòðèöàìè è ñâÿçàòü ñ ìàòðèöåé êîíòðàâàðèàíòíîãî òåíçîðà:
{Aµν} = Âĝ =









A0
0 = A00 A0

1 = −A01 A0
2 = −A02 A0

3 = −A03

A1
0 = A10 A1

1 = −A11 A1
2 = −A12 A1

3 = −A13

A2
0 = A20 A2

1 = −A21 A2
2 = −A22 A2

3 = −A23

A3
0 = A30 A3

1 = −A31 A3
2 = −A32 A3

3 = −A33









, (101)
{A ν

µ } = ĝÂ =









A 0
0 = A00 A 1

0 = A01 A 2
0 = A02 A 3

0 = A03

A 0
1 = −A10 A 1

1 = −A11 A 2
1 = −A12 A 3

1 = −A13

A 0
2 = −A20 A 1

2 = −A21 A 2
2 = −A22 A 3

2 = −A23

A 0
3 = −A30 A 1

3 = −A31 A 2
3 = −A32 A 3

3 = −A33









. (102)Ñìåøàííûå �îðìû òåíçîðà òàêæå èìåþò ñîâïàäàþùèå ïðîñòðàíñòâåííûå ÷àñòè (ïðàâûå íèæíèå ìèíîðû òðå-òüåãî ïîðÿäêà).Åñëè òåíçîð ñèììåòðè÷íûé, òî åñòü Bµν = Bνµ, òî B̂ = B̂T, {Bµν} = B̂ĝ, {B ν
µ } = ĝB̂. Î÷åâèäíî, ÷òî ĝB̂ =

[B̂ĝ]T, òî åñòü {B ν
µ } = {Bνµ}. Ïîýòîìó ñìåøàííîå ïðåäñòàâëåíèå ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ìîæíî çàïèñûâàòü ââèäå Bνµ. Òàê óæå äåëàëîñü â îòíîøåíèè òåíçîðà δ̂.Óìíîæåíèå òåíçîðà íà âåêòîð òîæå íàäî âûïîëíÿòü ÷åðåç ìàòðèöó ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. �àâåíñòâî (94)ñëåäóåò çàïèñàòü òàê:

b = Â · ĝ · a. (103)4. Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà. Â âèäå ìàòðèöû ìîæíî çàïèñàòü è ïðåîáðàçîâàíèåËîðåíöà. Íàïðèìåð, åñëè âåêòîð â êîíòðàâàðèàíòíîì ïðåäñòàâëåíèè â íåøòðèõîâàííîé è øòðèõîâàííîé ñèñòå-ìàõ îòñ÷åòà èçîáðàçèòü â âèäå ñòîëáöîâ:
a =









a0

a1

a2

a3









, a′ =









a
′0

a
′1

a
′2

a
′3









, (104)òî ïðåîáðàçîâàíèå (27) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå ñðàâíèòåëüíî êîðîòêî:
a′ = ÂLa, (105)ãäå ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ

ÂL =









Γ −ΓVx/c −ΓVy/c −ΓVz/c
−ΓVx/c 1 + (Γ − 1)V 2

x /V
2 (Γ − 1)VxVy/V

2 (Γ − 1)VxVz/V
2

−ΓVy/c (Γ − 1)VxVy/V
2 1 + (Γ − 1)V 2

y /V
2 (Γ − 1)VyVz/V

2

−ΓVz/c (Γ − 1)VxVz/V
2 (Γ − 1)VyVz/V

2 1 + (Γ − 1)V 2
z /V

2









. (106)26



Èñõîäÿ èç ïðèâåäåííîãî ïðåäñòàâëåíÿ ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, ëåãêî óñòàíîâèòü åãî ñâîéñòâà, îò-ìå÷åííûå â � 1. Èìåííî ìàòðèöà ÂL ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí 1, à îáðàòíàÿ îòëè÷àåòñÿòîëüêî îòñóòñòâèåì çíàêà ìèíóñ â òðåõ ýëåìåíòàõ ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà.Ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ (106) çàïèñàíà êàê ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñìåøàííîìó òåíçîðó âòîðîãî ðàíãà(ïîðÿäêà), è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ÂL = L̂ · ĝ, àíàëîãè÷íîì ïðåäñòàâëåíèþ òåíçîðîâ. Ìàòðèöàïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà â êîíòðàâàðèàíòíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä
L̂ =









Γ −ΓVx/c −ΓVy/c −ΓVz/c
ΓVx/c −1 − (Γ − 1)V 2

x /V
2 −(Γ − 1)VxVy/V

2 −(Γ − 1)VxVz/V
2

ΓVy/c −(Γ − 1)VxVy/V
2 −1 − (Γ − 1)V 2

y /V
2 −(Γ − 1)VyVz/V

2

ΓVz/c −(Γ − 1)VxVz/V
2 −(Γ − 1)VyVz/V

2 −1 − (Γ − 1)V 2
z /V

2









. (107)Äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ {Lµν} = ĝL̂ĝ = L̂T, L̂ĝ = [L̂ĝ]T = ĝL̂T.Ïîäîáíûå ìàòðèöû óäîáíî çàïèñûâàòü ñèìâîëè÷åñêè, äîãîâîðèâøèñü îá îáîçíà÷åíèÿõ. Åñëè èñïîëüçîâàòüîáîçíà÷åíèå äëÿ äèàäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ òðåõìåðíûõ âåêòîðîâ, òî �îðìóëó (106) ìîæíî ïåðåïèñàòü êîðî÷å:
ÂL = L̂ · ĝ =

(

Γ −Γ ~V T/c

−Γ ~V /c Ǐ + (Γ − 1)~V · ~V T/V 2

)

. (108)Ýòó æå ìàòðèöó ìîæíî çàïèñàòü åùå â îäíîì âèäå, åñëè ïîëîæèòü V/c = thχ, Γ = chχ è çàäàòü âåêòîðñêîðîñòè ñ�åðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè ~V = V (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ):
ÂL =









chχ − shχ sin θ cosϕ − shχ sin θ sinϕ − shχ cos θ

− shχ sin θ cosϕ 1 + 2 sh2(χ/2) sin2 θ cos2 ϕ 2 sh2(χ/2) sin2 θ sinϕ cosϕ 2 sh2(χ/2) sin θ cos θ cosϕ

− shχ sin θ sinϕ 2 sh2(χ/2) sin2 θ sinϕ cosϕ 1 + 2 sh2(χ/2) sin2 θ sin2 ϕ 2 sh2(χ/2) sin θ cos θ sinϕ

− shχ cos θ 2 sh2(χ/2) sin θ cos θ cosϕ 2 sh2(χ/2) sin θ cos θ sinϕ 1 + 2 sh2(χ/2) cos2 θ









.(109)Åñëè θ = 0, òî ïîëó÷èòñÿ ìàòðèöà ÷àñòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (7).Ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà äëÿ âåêòîðîâ â ìàòðè÷íîì âèäå ÷åðåç ìàòðèöó L̂ âûãëÿäèò òàê:
a′ = L̂ · ĝ · a. (110)à ïðåîáðàçîâàíèå òåíçîðîâ èçîáðàæàåòñÿ ìàòðè÷íûì ñîîòíîøåíèåì

Â′ = L̂ · ĝ · Â · [L̂ · ĝ]−1 = L̂ · ĝ · Â · ĝ · L̂−1. (111)5. Äåéñòâèÿ ñ òåíçîðàìè. Òåíçîðû îäèíàêîâîé ïðèðîäû, êàê è âåêòîðû, ìîæíî ñêëàäûâàòü, óìíîæàòü íà÷èñëà è ïðîèçâîäèòü ñ íèìè âñå äðóãèå ëèíåéíûå îïåðàöèè, íàïðèìåð, äè��åðåíöèðîâàíèå èëè èíòåãðèðîâà-íèå ïî ñêàëÿðàì. Íî åñòü îäíà îïåðàöèÿ, ïðèìåíÿåìàÿ èìåííî ê òåíçîðàì. Ýòà îïåðàöèÿ � ñâåðòêà, òî åñòüñóììèðîâàíèå ïî îäèíàêîâûì èíäåêñàì òåíçîðà. Â ñëó÷àå òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà îíà âûïîëíÿåòñÿ òàê:
A = Aµ µ = A0

0 +A1
1 +A2

2 +A3
3 = A00 −A11 −A22 −A33 = Aµµ. (112)Ñâåðòêà òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà ñîâïàäàåò ñî âçÿòèåì ñëåäà (øïóðà) ìàòðèöû:

A = Aµ µ = Aµ
µ = Sp(ĝ · Â) = Sp(Â · ĝ) = A0

0 +A1
1 +A2

2 +A3
3 = A00 −A11 −A22 −A33. (113)×àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü âåêòîðíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ òåíçîðîâ, òî åñòü âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè,ïîäîáíîé âçÿòèþ äèâåðãåíöèè:

Div Â = {∇µA
µν} =

{

1

c

∂

∂t
A0ν +

∂

∂x
A1ν +

∂

∂y
A2ν +

∂

∂z
A3ν

}

= ∇TĝÂ. (114)� 7. �åëÿòèâèñòñêèå �îðìóëû äëÿ âåëè÷èí ýëåêòðîäèíàìèêè1. Âåêòîð òîêà. Ïóñòü ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ñîçäàåòñÿ è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Âýòîì ñëó÷àå îïèñûâàþùèì åãî âåëè÷èíàì è ñîîòíîøåíèÿì ìîæíî ïðèäàòü ðåëÿòèâèñòñêè êîâàðèàíòíûé âèä.Íà÷íåì ñ ïëîòíîñòè çàðÿäà è òîêà.Èñõîäÿ èç òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî êîëè÷åñòâî çàðÿäà ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé âåëè÷èíîé, íàïèøåì öåïî÷êóðàâåíñòâ
ρd3r =

ρ

γ
γd3r =

ρ

γ
d3r0. (115)27



Çäåñü ρ � ïëîòíîñòü çàðÿäà, γ � ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü, ñâÿçûâàþùèé ñèñòåìó îòñ÷åòà, â êîòîðîé çàðÿäïîêîèòñÿ, ñ äâèæóùåéñÿ ïî îòíîøåíèþ ê íåé ñî ñêîðîñòüþ v =
√

γ2 − 1 /γ. Òàê êàê ñòîÿùèé ñëåâà çàðÿäýëåìåíòàðíîãî îáúåìà è ìíîæèòåëü ñïðàâà d3r0 � ñîáñòâåííûé îáúåì çàðÿäà � ÿâëÿþòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèìèèíâàðèàíòàìè, òî ñêàëÿðîì ÿâëÿåòñÿ è îòíîøåíèå ρ/γ = ρ0, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ïëîòíîñòü çàðÿäà â åãîñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.Åñëè óìíîæèòü ýòó ñêàëÿðíóþ âåëè÷èíó íà ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð ñêîðîñòè ýëåìåíòàðíîãî çàðÿäà, òî ïî-ëó÷èòñÿ ñíîâà ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð, íàçûâàåìûé âåêòîðîì ïëîòíîñòè çàðÿäà-òîêà èëè êîðî÷å âåêòîðîì òîêà:
j =

ρ

γ
{cγ, ~vγ} = {cρ,~}. (116)�àâåíñòâî íóëþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ãðàäèåíòà è òîêà

∇j = ∇T · ĝ · j =
∂ρ

∂t
+ ~∇~ = 0 (117)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè.2. Ïîòåíöèàëû. Óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ïîòåíöèàëû

�ϕ = 4πρ, �~ =
4π

c
~, (118)ÿâëÿþòñÿ âðåìåííîé è ïðîñòðàíñòâåííîé ñîñòàâëÿþùèìè îäíîãî ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ

�A =
4π

c
j. (119)Ïîñêîëüêó ñïðàâà ñòîèò ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð, à îïåðàòîð Äàëàìáåðà � ñêàëÿð, òî è ïîòåíöèàëû îáðàçóþòâåêòîð A = {ϕ, ~A}. (120)Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ãðàäèåíòà íà ýòîò âåêòîð, ðàâíîå íóëþ

∇A = ∇T · ĝ · A =
1

c

∂ϕ

∂t
+ ~∇ ~A = 0, (121)îòðàæàåò óñëîâèå Ëîðåíöà.� 8. Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï äëÿ çàðÿäà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå1. Äåéñòâèå è �óíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ÷àñòèöû. Îñíîâíûì âàðèàöèîííûì ïðèíöèïîì ìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ. Îí ñîõðàíÿåòñÿ è â ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå, íî âûðàæåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâó-þùèõ âåëè÷èí ÿâëÿþòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèìè îáîáùåíèÿìè âåëè÷èí êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ äåéñòâèÿ äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, íà êîòîðóþ íå äåéñòâóþò íèêàêèå ñèëû. Ýòà âåëè-÷èíà íå äîëæíà çàâèñåòü îò ñèñòåìû îòñ÷åòà, òî åñòü áûòü èíâàðèàíòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà. Ïîñêîëüêóäåéñòâèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì, òî ýòîò èíòåãðàë äîëæåí áðàòüñÿ îò äè��åðåíöèàëà ñêàëÿðà, à òàêîé äëÿñâîáîäíîé ÷àñòèöû èìååòñÿ òîëüêî îäèí: ýòî äè��åðåíöèàë ýëåìåíòà ïóòè, òî åñòü äè��åðåíöèàë èíòåðâàëà

ds =
√
c2dt2 − d~r2. Ïîä çíàêîì êîðíÿ ñòîèò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òàê êàê ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, ìåíü-øåé ñêîðîñòè ñâåòà. Â ýòîì ñëó÷àå ds = cdτ = cdt/γ, ãäå τ � ñîáñòâåííîå âðåìÿ ÷àñòèöû, à γ = 1/

√

1 − v2/c2.Çàêðåïëÿåì íà÷àëüíóþ {ct1, ~r1} (1) è êîíå÷íóþ {ct2, ~r2} (2) òî÷êè ÷åòûðåõìåðíîé òðàåêòîðèè ÷àñòèöû, êî-òîðàÿ íàçûâàåòñÿ ìèðîâîé ëèíèåé. Òîãäà äåéñòâèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
S = −mc

(2)
∫

(1)

ds. (122)Âûáîð çíàêà è êîý��èöèåíòà îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåõîäîì ê íåðåëÿòèâèñòñêîìó ïðåäåëó.Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîäèíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ â èíòåãðàëå äåéñòâèÿ, âçÿòîì ïî âðåìåíè:
S =

t2
∫

t1

L dt, L = −mc2
√

1 − v2/c2. (123)Ïðè íåðåëÿòèâèñòñêèõ ñêîðîñòÿõ
L ∼ −mc2 +

mv2

2
=

p2

2m
−mc2 (124)28



ýòà �óíêöèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåííîãî ñëàãàåìîãî ñîâïàäàåò ñ �óíêöèåé Ëàãðàíæà íåðåëÿòèâèñòñêîéìåõàíèêè.2. Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû. Çàïèøåì äåéñòâèå ÷åðåç äè��åðåíöèàëû êîîðäèíàò
S = −mc

(2)
∫

(1)

√

dxµdxµ (125)è íàéäåì åãî âàðèàöèþ:
δS = −mc

(2)
∫

(1)

δ(dxµ)dxµ + dxµδ(dx
µ)

2ds
= −mc

(2)
∫

(1)

dxµδ(dxµ)

cdτ
= −m

(2)
∫

(1)

vµδ(dx
µ) = −m

(2)
∫

(1)

vδ(dr). (126)Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ÷àñòÿì ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî îïåðàöèè äè��åðåíöèðîâàíèÿ è âàðüèðîâàíèÿ ïåðåñòàíîâî÷íû,ïîëó÷èì
δS = −mvµδ(xµ)

∣

∣

(2)

(1)
+m

(2)
∫

(1)

δ(xµ)
duµ
ds

ds. (127)Ïðè çàêðåïëåíèè îáåèõ òî÷åê âàðèàöèè δ(xµ)(1) = δ(xµ)(2) = 0, à èñòèííàÿ òðàåêòîðèÿ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì
δS = 0. Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå duµ

ds
= 0, òî åñòü ïîñòîÿíñòâî ÷åòûðåõìåðíîé ñêîðîñòè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåòïðÿìîëèíåéíîìó è ðàâíîìåðíîìó äâèæåíèþ, êàê è äîëæíî áûòü äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû.×òîáû íàéòè âàðèàöèþ äåéñòâèÿ êàê �óíêöèþ êîîðäèíàò, íàäî çàêðåïèòü îäíó òî÷êó (ïåðâóþ, δ(xµ)(1) = 0)è âàðüèðîâàòü êîîðäèíàòû âòîðîé, ïîëîæèâ δ(xµ)(2) = dxµ. Ïðè ýòîì èíòåãðàë ïî-ïðåæíåìó ðàâåí íóëþ, òàêêàê òðàåêòîðèè ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî èñòèííûå. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì
δS = −mvµδ(xµ) = −mvδ(r). (128)×åòûðåõìåðíûé âåêòîð ïðîèçâîäíûõ

pµ = − ∂S

∂xµ
, p = −∇S, ~p = ~∇S, p0 = −1

c

∂S

∂t
=
E

c
, (129)ñîâïàäàåò ñ ÷åòûðåõìåðíûì èìïóëüñîì, ïðè÷åì ãðàäèåíò è ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò äåéñòâèÿ òàê æå ñâÿçàíûñ èìïóëüñîì è ýíåðãèåé, êàê â íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå.3. Çàðÿä â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå. Äåéñòâèå â ýòîì ñëó÷àå ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ ÷àñòåé: äåéñòâèÿ çàðÿäà

q êàê ÷àñòèöû è äåéñòâèÿ, îòðàæàþùåãî âëèÿíèå íà íåãî ïîëÿ. Ýòà ÷àñòü äîëæíà áûòü ñêàëÿðíîé ëèíåéíîé�óíêöèåé äè��åðåíöèàëîâ êîîðäèíàò. Êîý��èöèåíòàìè îêàçûâàþòñÿ ïîòåíöèàëû, òàê ÷òî
S =

(2)
∫

(1)

(

−mcds− q

c
Aµdx

µ
)

=

(2)
∫

(1)

(

−mcds− q

c
Adr

)

. (130)×åðåç èíòåãðàë ïî âðåìåíè ýòî âûðàæåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
S =

t2
∫

t1

(

−mc2
√

1 − v2

c2
− qϕ+

q

c
~A~v

)

, (131)òàê ÷òî �óíêöèÿ Ëàãðàíæà
L = −mc2

√

1 − v2

c2
− qϕ+

q

c
~A~v. (132)Äâà ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ îïèñûâàþò âçàèìîäåéñòâèå çàðÿäà ñ ïîëåì.Ïðîèçâîäíûå îò �óíêöèè Ëàãðàíæà ïî òðåõìåðíûì êîìïîíåíòàì ñêîðîñòè ñîñòàâëÿþò êîìïîíåíòû îáîá-ùåííîãî èìïóëüñà. Ñîáåðåì ýòè ïðîèçâîäíûå â ãðàäèåíò ïî ñêîðîñòè è íàïèøåì

~∇~vL = ~P =
m~v

√

1 − v2/c2
+
q

c
~A = m~vγ +

q

c
~A = ~p+

q

c
~A, (133)29



ãäå ~p � îáû÷íûé èìïóëüñ ÷àñòèöû. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî äîïóñêàåò ÷åòûðåõìåðíîå îáîáùåíèå:
P = p+

q

c
A, P0 = mcγ +

q

c
ϕ = p0 +

q

c
ϕ. (134)4. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿäà â ïîëå. Êîíå÷íî, ïîëå âëèÿåò íà äâèæåíèå çàðÿäà, íî è çàðÿä, ïîðîæäàÿïðè ñâîåì äâèæåíèè äîïîëíèòåëüíîå ïîëå, òåì ñàìûì âëèÿåò íà ïîëå. Îäíàêî, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ýòîäîïîëíèòåëüíîå ïîëå çíà÷èòåëüíî ñëàáåå âíåøíåãî è âëèÿíèå çàðÿäà íà ïîñëåäíåå ìîæíî íå ó÷èòûâàòü. Áóäåìèñêàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿäà â çàäàííîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå. Ýòè óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþóðàâíåíèé Ýéëåðà, òî åñòü âàðüèðîâàíèåì �óíêöèè Ëàãðàíæà:

d

dt
~∇~vL = ~∇L. (135)Ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü èçâåñòíîé � ýòî ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò îáîáùåííîãî èìïóëüñàçàðÿäà. �ðàäèåíò (÷àñòíûé) �óíêöèè Ëàãðàíæà íàõîäèòñÿ ïðè óñëîâèè çàêðåïëåíèÿ ñêîðîñòè:

~∇L =
q

c
grad( ~A~v) − q gradϕ (136)Çäåñü íàäî èñïîëüçîâàòü �îðìóëó

grad(~a~b) = (~a~∇)~b + (~b~∇)~a+~b× rot~a+ ~a× rot~b. (137)Ñëåäîâàòåëüíî,
~∇L =

q

c
(~v~∇) ~A+

q

c
~v × rot ~A− q gradϕ. (138)Ïðîèçâîäíóþ îò âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ïî âåêòîðó ñêîðîñòè ìîæíî èñêëþ÷èòü, ïðèíÿâ âî âíèìàíèå, ÷òî ïîëíàÿïðîèçâîäíàÿ îò ïîòåíöèàëà ïî âðåìåíè âäîëü òðàåêòîðèè çàðÿäà

d ~A

dt
=
∂ ~A

∂t
+ (~v~∇) ~A. (139)Ýòà ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âõîäèò â ïðîèçâîäíóþ îò îáîáùåííîãî èìïóëüñà è ñîêðàùàåòñÿ, òàê ÷òî óðàâíåíèå(135) ïðèíèìàåò âèä

d~p

dt
= −q

c

∂ ~A

∂t
− qϕ+

q

c
~v × rot ~A. (140)Ïîëüçóÿñü âûðàæåíèÿìè íàïðÿæåííîñòåé ÷åðåç ïîòåíöèàëû, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíûé âèä óðàâíåíèÿ äâè-æåíèÿ:

d~p

dt
= q ~E +

q

c
~v × ~H. (141)Ñïðàâà ñòîèò âûðàæåíèå äëÿ ñèëû Ëîðåíöà.5. Îáùèå ðåëÿòèâèñòñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. �àâåíñòâî (141) ïðåäñòàâëÿåò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿ-æåííîé ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå. Ñ�îðìóëèðóåì òåïåðü áîëåå îáùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö.�àññìîòðèì äâèæåíèå íåêîòîðîé ÷àñòèöû, òåëà èëè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ãîâî-ðèòü î ÷àñòèöå, òàê êàê ïî îòíîøåíèþ ê òåëó âîçíèêàåò âîïðîñ î åãî èñêàæåíèè ïðè äâèæåíèè.Â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ïðîèçâîäíàÿ äîëæíà âû÷èñëÿòüñÿ ïî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè ÷àñòèöû τ , à óðàâíåíèéäîëæíî áûòü ÷åòûðå. Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå óðàâíåíèÿ äîëæíû ïåðåõîäèòü â óðàâíåíèÿ Íüþòîíà.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ìàññû íà óñêîðåíèå ñëåäóåò çàìåíèòü íà ïðîèçâîäíóþ îò èìïóëüñà ïî ñîáñòâåí-íîìó âðåìåíè. Ïðè ýòîì ïðèäåòñÿ ñäåëàòü ðåëÿòèâèñòñêîå îáîáùåíèå ñèëû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëó÷èòñÿ

dp

dτ
= F , F = {γF0, γ ~F}. (142)Ïðîñòðàíñòâåííàÿ è âðåìåííàÿ ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà γ ïðèìóò âèä
d~p

dt
= ~F ,

dp0

dt
= F0. (143)Ïîñêîëüêó p0 =

√

m2c2 + ~p2, òî âòîðîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïåðâîãî:
dp0

dt
=

~p

p0
· d~p

dt
=
~v

c
· ~F = F0. (144)Ýòî ñîîòíîøåíèå óòâåðæäàåò, ÷òî èçìåíåíèå ýíåðãèè òåëà ðàâíî ðàáîòå ñèëû.30



� 9. Òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ1. Îïðåäåëåíèå òåíçîðà. Âûâåäåì óæå ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóÿ ÷åòûðåõìåðíûå ðåëÿòèâèñòñêèåîáîçíà÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî âàðüèðóåì äåéñòâèå, çàïèñàííîå â âèäå (130) ñ ïåðâûì ñëàãàåìûì â âèäå (125). Óñëîâèåðàâåíñòâà íóëþ âàðèàöèè ãëàñèò
δS = −δ

(2)
∫

(1)

(

mc
√

dxµdxµ +
q

c
Aµdx

µ
)

= −
(2)
∫

(1)

(

mc
dxµdδ(x

µ)

ds
+
q

c
Aµdδ(x

µ) +
q

c
δ(Aµ)dx

µ

)

= 0. (145)Ïðîèíòåãðèðîâàâ òåïåðü ïî ÷àñòÿì â ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ è ââåäÿ îáîçíà÷åíèå äëÿ ñêîðîñòè, íàéäåì
(2)
∫

(1)

(

mdvµδ(x
µ) +

q

c
dAµδ(x

µ) − q

c
δ(Aµ)dx

µ
)

−
(

mvµ +
q

c
Aµ

)

δ(xµ)
∣

∣

(2)

(1)
= 0. (146)Äâîéíàÿ ïîäñòàíîâêà äàåò íóëü, òàê êàê íà ïðåäåëàõ êîîðäèíàòû çàêðåïëåíû. Âàðèàöèè è äè��åðåíöèàëûïîòåíöèàëîâ âûðàæàåì ÷åðåç òå æå îïåðàöèè îò êîîðäèíàò:

δ(Aµ) =
∂Aµ
∂xν

δ(xν), dAµ =
∂Aµ
∂xν

dxν . (147)Òîãäà ñîîòíîøåíèå (146) ïðèìåò âèä
(2)
∫

(1)

(

mdvµδ(x
µ) +

q

c

∂Aµ
∂xν

δ(xµ)dxν − q

c

∂Aµ
∂xν

δ(xν)dxµ
)

= 0. (148)Âûðàçèâ äè��åðåíöèàëû êîîðäèíàò ÷åðåç êîìïîíåíòû ñêîðîñòè è ñîáñòâåííîå âðåìÿ, à òàêæå ñäåëàâ â òðåòüåìñëàãàåìîì çàìåíó èíäåêñîâ µ↔ ν, ÷òî âîçìîæíî, òàê êàê ïî íèì ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå, ïîëó÷èì
(2)
∫

(1)

[

m
dvµ
dτ

− q

c

(

∂Aν
∂xµ

− ∂Aµ
∂xν

)

vν
]

δ(xµ)dτ = 0. (149)Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè âàðèàöèé êîîðäèíàò íàõîäèì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â âèäå
m

dvµ
dτ

=
q

c

(

∂Aν
∂xµ

− ∂Aµ
∂xν

)

vν . (150)Äàëåå ââîäèòñÿ îáîçíà÷åíèå äëÿ òåíçîðà
Fµν =

∂Aν
∂xµ

− ∂Aµ
∂xν

, (151)êîòîðûé íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. ×åðåç íåãî óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ â ÷åòûðåõìåðíîé�îðìå
m

dvµ
dτ

=
q

c
Fµνv

ν . (152)2. Âûðàæåíèå ÷åðåç íàïðÿæåííîñòè. Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ïîòåíöèàëîâ {Aµ} = {ϕ,− ~A},ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðà ïîëÿ ÷åðåç åãî íàïðÿæåííîñòè. Â ïîëíîñòüþ êîâàðèàíòíîì âèäå, êàê ýòîò òåí-çîð îïðåäåëåí â (151), è â ïîëíîñòüþ êîíòðàâàðèàíòíîé �îðìå, êîòîðàÿ, êàê è â îáùåì ñëó÷àå, ïîëó÷àåòñÿïîäíÿòèåì èíäåêñîâ, ïðè÷åì ïîäíÿòèå êàæäîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî èíäåêñà ñîïðîâîæäàåòñÿ èçìåíåíèåì çíàêà,äàþòñÿ ìàòðèöàìè
{Fµν} =















0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Hz Hy

−Ey Hz 0 −Hx

−Ez −Hy Hx 0















, F̂ = {Fµν} =















0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Hz Hy

Ey Hz 0 −Hx

Ez −Hy Hx 0















. (153)
31



Êàê è â ñëó÷àå îáùåãî òåíçîðà, ïðàâûå íèæíèå ìèíîðû òðåòüåãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùèå êîìïîíåíòû ìàãíèòíîéíàïðÿæåííîñòè, ó ýòèõ �îðì ñîâïàäàþò. Òàêèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàþò è ñìåøàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ:
{F ν

µ } =















0 Ex Ey Ez

Ex 0 Hz −Hy

Ey −Hz 0 Hx

Ez Hy −Hx 0















, {Fµν} =















0 −Ex −Ey −Ez

−Ex 0 Hz −Hy

−Ey −Hz 0 Hx

−Ez Hy −Hx 0















. (154)3. Ñâîéñòâà òåíçîðà. Òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì Fνµ = −Fµν . Àíòèñèì-ìåòðè÷íà è åãî ìàòðèöà, òî åñòü F̂T = −F̂ . Åãî ñâåðòêà, òî åñòü ñëåä ìàòðèöû, ðàâíà íóëþ F µ
µ = Fµµ = 0, àñâåðòêà ïðîèçâåäåíèÿ ñàìîãî íà ñåáÿ

Fµ νFµ ν = Sp(F̂ · (ĝ · F̂ · ĝ)T) = −Fµ νFν µ = −Sp(ĝ · F̂ · ĝ · F̂ ) = 2(H2 − E2) (155)ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì.Ñ òåíçîðîì eµνρσ (ýòî ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê âñåõ êîìïîíåíò òåíçîð,óïîìèíàâøèéñÿ â � 6) îáðàçóåòñÿ åùå îäíà êîìáèíàöèÿ, ñîäåðæàùàÿ ïðîèçâåäåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ïîëÿ èïðîñòî âûðàæàþùàÿñÿ ÷åðåç íàïðÿæåííîñòè:
eµνρσFµνFρσ = 8 ~E ~H. (156)Ýòà êîìáèíàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíâàðèàíò (ñêàëÿð), åñëè òîëüêî íå äîïóñêàþòñÿ îòðàæåíèÿ îñåé. Ïðèîòðàæåíèè æå îñåé îíà èçìåíÿåò çíàê, òàê êàê ñîäåðæèò ìàãíèòíóþ íàïðÿæåííîñòü, è ïîýòîìó íàçûâàåòñÿïñåâäîñêàëÿðîì.Èç íàëè÷èÿ äâóõ èíâàðèàíòîâ ïîëÿ âûòåêàþò äâà ñëåäñòâèÿ. Åñëè â êàêîé-ëèáî ñèñòåìå îòñ÷åòà äëèíûâåêòîðîâ ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòåé ðàâíû, òî îíè ðàâíû è âî âñåõ ñèñòåìàõ. Àíàëîãè÷íî,åñëè ýòè âåêòîðû îðòîãîíàëüíû â êàêîé-òî ñèñòåìå îòñ÷åòà, òî îíè îðòîãîíàëüíû è âî âñåõ äðóãèõ ñèñòåìàõ.Ñîãëàñíî ïðåîáðàçîâàíèþ Ëîðåíöà äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà (111)
F̂ ′ = L̂ · ĝ · F̂ · ĝ · L̂T (157)êîìïîíåíòû ïîëÿ â øòðèõîâàííîé è íåøòðèõîâàííîé ñèñòåìàõ îòñ÷åòà ñâÿçàíû ðàâåíñòâàìè

~E′ = Γ ~E + Γ
~V

c
× ~H − (Γ − 1)

~V

V

(

~V

c
~E

)

, (158)
~H ′ = Γ ~H − Γ

~V

c
× ~E − (Γ − 1)

~V

V

(

~V

V
~H

)

.Ïðè ïîìîùè ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèé ìàòðèöó (153) ìîæíî çàïèñàòü êîðî÷å:
F̂ =

{

0 − ~ET

~E Ȟ

}

, Ȟ =







0 −Hz Hy

Hz 0 −Hx

−Hy Hx 0







. (159)Ïðîèçâåäåíèå ïîñëåäíåé (òðåõìåðíîé) ìàòðèöû íà òðåõìåðíûé âåêòîð äàåò âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå
Ȟ · ~a = ~H × ~a. (160)Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî òî÷íî òàêàÿ æå ñâÿçü ìåæäó íàïðÿæåííîñòÿìè ïîëÿ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òîîíè ñîñòàâëÿþò äðóãîé òåíçîð

Ĝ = {Gµν} = {ελµνσFλµ} =

{

0 − ~HT

~H −Ě

}

, Ě =







0 −Ez Ey

Ez 0 −Ex

−Ey Ex 0







. (161)Äåéñòâèòåëüíî, ïðåîáðàçîâàíèÿ (158) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî çàìåí ~E → ~H, ~H → − ~E. Òàêèì æå îáðàçîìòåíçîð (161) ïîëó÷àåòñÿ èç òåíçîðà (153).Ñâåðòêà ïðîèçâåäåíèÿ Ĝ íà ñàìîãî ñåáÿ ñîâïàäàåò ñî ñâåðòêîé äëÿ òåíçîðà F̂ . Ñâåðòêà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõòåíçîðîâ ïðèâîäèò êî âòîðîìó ñêàëÿðó ïîëÿ:
FµνGνµ = Sp(F̂ · ĝ · Ĝ · ĝ) = 8 ~E ~H. (162)32



Òîò �àêò, ÷òî íàïðÿæåííîñòè âõîäÿò â òåíçîð ïî-ðàçíîìó, îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáñòîÿòåëüñòâîì. Êàêóæå îòìå÷àëîñü â ïðåäûäóùåé ãëàâå, íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé èìåþò ðàçëè÷íóþ ïðè-ðîäó. Íàïîìíèì, ÷òî òðåõìåðíûå âåêòîðû ìîãóò áûòü äâóõ òèïîâ. Åñëè ïðè îòðàæåíèè âñåõ îñåé âñå êîîðäèíàòûâåêòîðà è òåì ñàìûì îí ñàì èçìåíÿþò çíàêè íà ïðîòèâîïîëîæíûå, òî òàêîé âåêòîð íàçûâàåòñÿ ïîëÿðíûì. Íà-ïðîòèâ, åñëè îòðàæåíèå îñåé íå ïðèâîäèò ê îáðàùåíèþ íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà, âåêòîð íàçûâàþò àêñèàëüíûì.Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîëÿðíûõ âåêòîðîâ, êîîðäèíàòû êîòîðîãî ñîñòîÿò èç ïðîèçâå-äåíèé êîîðäèíàò âåêòîðîâ-ñîìíîæèòåëåé. Òàê êàê âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ~A ïîëÿðíûé âåêòîð, òî è ýëåêòðè÷åñêàÿíàïðÿæåííîñòü ïîëÿðíûé âåêòîð, èáî äè��åðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè ýòîãî ñâîéñòâà íå èçìåíÿåò. Âû÷èñëåíèåæå ðîòîðà îò ýòîãî ïîòåíöèàëà ïðåâðàùàåò ðåçóëüòèðóþùèé âåêòîð, òî åñòü ìàãíèòíóþ íàïðÿæåííîñòü � âàêñèàëüíûé âåêòîð, òàê êàê è ñàì ïîòåíöèàë è ðîòîð èçìåíÿþò çíàêè ïðè îòðàæåíèè îñåé.4. Ïåðâàÿ ïàðà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Â ÿâíî ðåëÿòèâèñòñêîé �îðìå ìîæíî çàïèñàòü è óðàâíåíèÿ äëÿ íà-ïðÿæåííîñòåé. Ïåðâàÿ ïàðà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà F̂ ñëåäóþùèìîáðàçîì:
∇λFµν + ∇µF νλ + ∇νFλµ = 0. (163)Ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðîùå çàïèñàòü ÷åðåç òåíçîð Ĝ:

Div Ĝ = {∇λG
λµ} = (∇T · ĝ · Ĝ)T = 0. (164)Âñå èíäåêñû äîëæíû áûòü ðàçíûìè. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé çäåñü âñåãî ÷åòûðå. Áåçíóëåâîãî èíäåêñà � ýòî óðàâíåíèå, âûðàæàþùåå îòñóòñòâèå ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ:
div ~H = 0. (165)Òðè îñòàëüíûõ ïîëó÷àþòñÿ êðóãîâîé ïîäñòàíîâêîé èç îäíîãî, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò λ = 0, µ = 2, ν = 3:

∇0F 23 + ∇2F 30 + ∇3F 02 = −1

c

∂Hx

∂t
− ∂Ez

∂y
+
∂Ey

∂z
= 0. (166)Îáúåäèíåíèå òðåõ óðàâíåíèé â îäíî âåêòîðíîå äàåò

rot ~E = −1

c

∂ ~H

∂t
. (167)� 10. Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï äëÿ ïîëÿ1. Äåéñòâèå äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîëíîå äåéñòâèå äëÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ïîëå è ñàìîãî ïîëÿäîëæíî ñîñòîÿòü èç òðåõ ÷àñòåé. Äâå ÷àñòè óæå áûëè íàïèñàíû. Ýòî, âî-ïåðâûõ, ÷àñòü (122), îòíîñÿùàÿñÿ ê÷àñòèöå:

Sp = −mc
(2)
∫

(1)

ds. (168)Âòîðàÿ ÷àñòü (130) îïèñûâàåò âîçäåéñòâèå ïîëÿ íà ÷àñòèöó:
Spf = −q

c

(2)
∫

(1)

Aµdx
µ. (169)Òðåòüÿ ÷àñòü îòíîñèòñÿ ê ñàìîìó ïîëþ. Ïîñêîëüêó äåéñòâèå äîëæíî áûòü èíâàðèàíòîì, îíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåçèíâàðèàíò ïîëÿ (155):

Sf = − 1

16πc

∫

FµνF
µνd4r =

1

8π

∫

(E2 −H2)d3rdt. (170)Ïîñêîëüêó â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ÷åòûðåõìåðíîìó îáúåìó, ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë â (169)ê òàêîìó æå âèäó.Âûðàçèì äè��åðåíöèàëû êîîðäèíàò ÷åðåç âåêòîð ñêîðîñòè dxµ = vµdτ = vµdt/γ è ïîäñòàâèì âìåñòî çàðÿäàåãî âûðàæåíèå ÷åðåç ïëîòíîñòü çàðÿäà (1.4). Ïîëó÷èòñÿ ðåëÿòèâèñòñêè èíâàðèàíòíîå âûðàæåíèå
Spf = −1

c

(2)
∫

(1)

Aµv
µ dt

γ

∫

d3rρ(~r, t) = −1

c

∫

d3rdtAµ
ρ(~r, t)

γ
vµ = − 1

c2

∫

d4rAµj
µ = − 1

c2

∫

Ajd4r. (171)33



Èòàê, ïîëíîå äåéñòâèå ñèñòåìû çàðÿä â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå ðàâíî ñóììå
S = Sp + Spf + Sf = −mc

(2)
∫

(1)

ds− 1

c2

∫

Aµj
µd4r − 1

16πc

(2)
∫

(1)

FµνF
µνd4r. (172)2. Âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ. Òåïåðü ïðîâàðüèðóåì ïîëíîå äåéñòâèå ïî ïåðåìåííûì ïîëÿ, çà êîòîðûå óäîáíååâñåãî ïðèíÿòü ïîòåíöèàëû. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ñ÷èòàòü äâèæåíèå ÷àñòèöû óæå çàäàííûì, òî åñòü êîîðäèíàòûâàðüèðîâàòü íå íóæíî, ïðèíÿâ, ÷òî îíè çàêðåïëåíû. Òîãäà âàðèàöèÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ñóììå (172) ðàâíàíóëþ, à ïðè íàõîæäåíèè âàðèàöèè âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ýòîé ñóììå íå íàäî âàðüèðîâàòü êîìïîíåíòû òîêà.Òàêèì îáðàçîì,

δS = −1

c

∫ [

1

c
jµδ(Aµ) +

1

16π
[δ(Fµν)F

µν + Fµνδ(F
µν)]

]

d4r = −1

c

∫ [

1

c
jµδ(Aµ) +

1

8π
Fµνδ(Fµν)

]

d4r = 0. (173)Ïðè ïåðåõîäå ê ïîñëåäíåìó âûðàæåíèþ èñïîëüçîâàíî, ÷òî ïîäíÿòèå èíäåêñîâ ïåðåñòàíîâî÷íî ñî âçÿòèåì âàðè-àöèè, òàê ÷òî äâà ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ âî âíóòðåííèõ êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ðàâíû.Ïîäñòàâèâ ïîä çíàê âàðèàöèè âûðàæåíèå (151) òåíçîðà ïîëÿ ÷åðåç ïîòåíöèàëû, ïîëó÷èì
δS=−1

c

∫ [

1

c
jµδ(Aµ)+

1

8π
Fµν

(

∂

∂xµ
δ(Aν)−

∂

∂xν
δ(Aµ)

)]

d4r=−1

c

∫ [

1

c
jµδ(Aµ)−

1

4π
Fµν

∂

∂xν
δ(Aµ)

]

d4r. (174)Çäåñü ñíà÷àëà â ñðåäíåì ñëàãàåìîì ñäåëàíà çàìåíà èíäåêñîâ µ↔ ν, à çàòåì èñïîëüçîâàíà àíòèñèììåòðè÷íîñòüòåíçîðà ïîëÿ, ÷òî äåëàåò äâà ñëàãàåìûõ ðàâíûìè.3. Âòîðàÿ ïàðà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Íà ñëåäóþùåì øàãå èíòåãðèðóåì âî âòîðîì ñëàãàåìîì ïîñëåäíåãîèíòåãðàëà ïî ÷àñòÿì, ÷òî äàåò
∫

Fµν
∂

∂xν
δ(Aµ)d

4r =

∫

∂Fµν

∂xν
δ(Aµ)d

4r −
∫

Fµνδ(Aµ)dΣν

∣

∣

∣

∣

(2)

(1)

. (175)Â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì èíòåãðàë áåðåòñÿ íà íåêîòîðûõ ïðåäåëàõ. Ïî êîîðäèíàòàì ïðåäåëû áåñêîíå÷íû, à íàáåñêîíå÷íîñòè ïîëå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïî âðåìåíè æå ïðåäåëû ñîîòâåòñòâóþò ìîìåíòàì, ãäå âàðèàöèè ðàâíûíóëþ, òàê êàê òàì ïîòåíöèàëû äîëæíû áûòü çàäàíû. Â ðåçóëüòàòå ýòî ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ è, ñëåäîâàòåëüíî,
∫ [

1

c
jµ +

1

4π

∂Fµν

∂xν

]

δ(Aµ)d
4r = 0. (176)Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè âàðèàöèé ïîòåíöèàëîâ ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ

∂Fµν

∂xν
= −4π

c
jµ. (177)Íóëåâàÿ êîìïîíåíòà ýòîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì

div ~E = 4πρ, (178)à îñòàëüíûå òðè � ñ óðàâíåíèåì
rot ~H =

1

c

∂ ~E

∂t
+

4π

c
~. (179)Òàêèì îáðàçîì, âñåì óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà äëÿ ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèäàí ÿâíî ðåëÿòèâèñòñêèé âèä.� 11. Äâèæåíèå çàðÿäà â ïîñòîÿííîì ïîëå1. Ïîñòîÿííîå è îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Ïóñòü ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íàïðàâëåíî âäîëü îñè x, òàê ÷òî

~E = E(1, 0, 0), ãäå E > 0 � ïîñòîÿííàÿ íàïðÿæåííîñòü. Òîãäà ñèëà Ëîðåíöà, äåéñòâóþùàÿ íà çàðÿä q > 0, ðàâíà
q ~E è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä

dpx

dt
= qE,

dpy

dt
= 0,

dpz

dt
= 0. (180)Ïóñòü ñêîðîñòü çàðÿäà â êàêîé-òî ìîìåíò ëåæèò â ïëîñêîñòè xy, òîãäà è âñÿ åãî òðàåêòîðèÿ áóäåò ðàñïîëàãàòüñÿâ ýòîé æå ïëîñêîñòè, òî åñòü pz = 0 è z = 0. 34



Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé (180) äàåò
px = qEt, py = p∗. (181)Íóëåâàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà èìïóëüñà

p0 =
√

m2c2 + p2
∗ + (qEt)2. (182)Êîìïîíåíòû ñêîðîñòè çàðÿäà â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (48), ñâÿçûâàþùåé åå ñ èìïóëüñîì, âûðàæàþòñÿ÷åðåç êîìïîíåíòû èìïóëüñà òàê:

~v = c
~p

p0
, vx =

dx

dt
= c

px

p0
= c

qEt
√

m2c2 + p2
∗ + (qEt)2

, vy =
dy

dt
= c

py

p0
= c

p∗
√

m2c2 + p2
∗ + (qEt)2

. (183)Ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî âåëè÷èíà ñêîðîñòè äâèæåíèÿ çàðÿäà
v = c

√

p2
∗ + (qEt)2

√

m2c2 + p2
∗ + (qEt)2

(184)âñåãäà ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà, õîòÿ ñòðåìèòñÿ ê íåé ïðè t→ ∞.Ïðîèíòåãðèðóåì äâà ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèÿ:
x = c

∫

qEt
√

m2c2 + p2
∗ + (qEt)2

dt =
c

qE

√

m2c2 + p2
∗ + (qEt)2, (185)

y = cp∗

∫

dt
√

m2c2 + p2
∗ + (qEt)2

=
cp∗
qE

arsh
qEt

√

m2c2 + p2
∗

. (186)Îáðàùåíèå ïîñëåäíåé çàâèñèìîñòè ïðèâîäèò ê �îðìóëå
t =

√

m2c2 + p2
∗

qE
sh
qEy

cp∗
, (187)à ïîäñòàíîâêà �îðìóëû äëÿ âðåìåíè â âûðàæåíèå äëÿ àáñöèññû äàåò òðàåêòîðèþ

x =
c

qE

√

m2c2 + p2
∗ ch

qEy

cp∗
. (188)Ýòà òðàåêòîðèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ êðèâîé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ öåïíîé ëèíèåé, òàê êàê èìåííî òàêóþ êðèâóþïðèíèìàåò òÿæåëàÿ îäíîðîäíàÿ íèòü (öåïü) â îäíîðîäíîì æå ïîëå ñèëû òÿæåñòè.2.Ïîñòîÿííîå è îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå.Ïóñòü òåïåðü çàðÿä äâèæåòñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå ~H = H(0, 0, 1) =

H~e3, ãäåH > 0� ïîñòîÿííàÿ íàïðÿæåííîñòü. Ââèäó òîãî, ÷òî íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ýëåêòðîí, áóäåìñ÷èòàòü çàðÿä îòðèöàòåëüíûì q < 0. Ñèëà Ëîðåíöà â òàêîì ñëó÷àå ðàâíà −q~v
c
× ~H è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

d~p

dt
= −q ~p

p0
× ~H. (189)Èç óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

~p
d~p

dt
=

1

2

dp2

dt
=

1

2

d(p2
0 −m2c2)

dt
=

1

2

dp2
0

dt
= 0, (190)òî åñòü ýíåðãèÿ çàðÿäà cp0 = mc2γ, à çíà÷èò è Ekin, âî âðåìÿ åãî äâèæåíèÿ îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, ÷òî åñòå-ñòâåííî, òàê êàê ñèëà, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ñêîðîñòè, íå ñîâåðøàåò ðàáîòû.Ââîäèòñÿ îáîçíà÷åíèå äëÿ ÷àñòîò è âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè:

ω∗ =
qH

mc
, ω =

qH

p0
=

qH

mcγ
=
ω∗

γ
, ~ω = ω~e3. (191)Ïåðâàÿ ÷àñòîòà íàçûâàåòñÿ öèêëîòðîííîé, à âòîðàÿ � ëàðìîðîâîé.Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âî ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

d~p

dt
= −~p× ~ω = ~ω × ~p. (192)35



Ââåäåì â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, òî åñòü âåêòîðó ~e3, îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ~e1è ~e2, òàê, ÷òîáû òðè âåêòîðà ñîñòàâëÿëè ïðàâóþ òðîéêó (ïðàâûé áàçèñ). Òîãäà ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òîðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (192) ìîæåò ñëóæèòü
~p = p‖~e3 + p⊥[~e1 cos(ωt− φ0) + ~e2 sin(ωt− φ0)]. (193)Çäåñü ñîñòàâëÿþùèå èìïóëüñà âäîëü ïîëÿ p‖ è ïåðïåðäèêóëÿðíî åìó p⊥, à òàêæå íà÷àëüíàÿ �àçà φ0 � ïðîèç-âîëüíû.Âûðàæàÿ ÷åðåç èìïóëüñ ñêîðîñòü

~v = c
~p

p0
=

~p

mγ
=

p‖

mγ
~e3 +

p⊥
mγ

[~e1 cos(ωt− φ0) + ~e2 sin(ωt− φ0)] (194)è èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì òðàåêòîðèþ çàðÿäà:
~r = ~r0 +

p‖
mγ

t~e3 +
p⊥
mωγ

[~e1 sin(ωt− φ0) − ~e2 cos(ωt− φ0)]. (195)Çàðÿä äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî âäîëü îñè z è âðàùàåòñÿ âîêðóã òîé æå îñè, òî åñòü åãî òðàåêòîðèÿ � ýòî âèíòîâàÿëèíèÿ. Ñêîðîñòü åãî äðåé�à âäîëü ïîëÿ ðàâíà v‖ =
p‖
mγ

, à ðàäèóñ öèëèíäðà, íà êîòîðûé íàêðó÷åíà âèíòîâàÿëèíèÿ, ðàâåí R =
p⊥
mωγ

è íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì Ëàðìîðà. Â ýòèõ �îðìóëàõ γ =
p0

mc
=

√

1 +
p2
‖ + p2

⊥

m2c2
.Åñëè èìïóëüñ ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ mc, òî åñòü çàðÿä íåðåëÿòèâèñòñêèé, òî òàêîå äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ öèê-ëîòðîííûì, äâèæåíèå ðåëÿòèâèñòñêîãî çàðÿäà, åñëè òîëüêî åãî ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íå ìàëà, íà-çûâàþò ñèíõðîòðîííûì. � 12. Òåíçîð ýíåðãèè èìïóëüñà.1. Îïðåäåëåíèå òåíçîðà ýíåðãèè èìïóëüñà. Âûâåäåííûå â � 4 ïðåäûäóùåé ãëàâû ñîîòíîøåíèÿ ñîõðàíåíèÿýíåðãèè è èìïóëüñà äëÿ ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â ðåëÿòèâèñòñêîì âèäå. Äëÿ ýòîãî íàäîââåñòè òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ìàòðèöåé:

T̂ = {T λµ} =
1

4π

{

−FλνFµν +
1

4
(F νρFνρ)g

λµ

}

=
1

4π

[

F̂ · ĝ · F̂ +
1

4
ĝ Sp(F̂ · ĝ · F̂ · ĝ)

]

=

=

(

w ~ST/c
~S/c wǏ − ( ~E · ~ET + ~H · ~HT)/4π

)

= wδ̂ +

(

0 ~ST/c
~S/c −( ~E · ~ET + ~H · ~HT)/4π

)

=

=









w (EyHz − EzHy)/(4π) (EzHx − ExHz)/(4π) (ExHy − EyHx)/(4π)
(EyHz − EzHy)/(4π) w − (E2

x +H2
x)/(4π) −(ExEy +HxHy)/(4π) −(ExEz +HxHy)/(4π)

(EzHx − ExHz)/(4π) −(ExEy +HxHy)/(4π) w − (E2
y +H2

y)/(4π) −(EyEz +HyHz)/(4π)
(ExHy − EyHx)/(4π) −(ExEz +HxHz)/(4π) −(EyEz +HyHz)/(4π) w − (E2

z +H2
z )/(4π)









.(196)Ýòîò òåíçîð è åãî ìàòðèöà ñèììåòðè÷íû, à ñâåðòêà (ñëåä)
Tµ

µ = Sp(T̂ · ĝ) = w − 3w + 2w = 0. (197)2. Äèâåðãåíöèÿ òåíçîðà. Íàéäåì äèâåðãåíöèþ ââåäåííîãî òåíçîðà, ïðîäåëàâ ñëåäóþùóþ âûêëàäêó:
Div T̂ =

{

∇λT
λµ
}

=
1

4π

{

−∇λ(F
λν)Fµν − Fλν∇λ(Fµν) +

1

4
[∇λ(F νρ)Fνρ + F νρ∇λ(Fνρ)]g

λµ

}

=

=
1

4π

{

∇λ(F
νλ)Fµν + Fνλ∇λ(Fµν) +

1

4
[∇µ(F νρ)Fνρ) + F νρ∇µ(Fνρ)]

}

=

=
1

4π

[

∇λ(F
νλ)Fµν +

1

2
Fνλ∇λ(Fµν) +

1

2
Fνλ∇ν(Fλµ) +

1

2
Fνλ∇µ(F νλ)

]

=

=
1

4π

{

−4π

c
Fµνj

ν +
1

2
Fνλ(∇λFµν + ∇µF νλ + ∇νFλµ)

}

= −1

c
{Fµ νj

ν}. (198)Ïðè ïåðåõîäå ê âûðàæåíèþ âî âòîðîé ñòðî÷êå áûë èçìåíåí ïîðÿäîê èíäåêñîâ ó Fλν â ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ,âî âòîðîì ñëàãàåìîì êðîìå òîãî ïåðåìåíåíû âåðõíèå è íèæíèå èíäåêñû, à â äâóõ ïîñëåäíèõ ïîäíÿòû èíäåêñûçà ñ÷åò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Ïðè ïåðåõîäå ê òðåòüåé ñòðî÷êå âòîðîå ñëàãàåìîå áûëî ðàçáèòî íà äâå ÷àñòè è âî36



âòîðîé èç íèõ ñäåëàíû çàìåíû èíäåêñîâ ñóììèðîâàíèÿ ν ↔ λ ñ ïîñëåäóþùåé ïåðåìåíîé èõ ïîðÿäêà. Êðîìå òîãî,äâà ñëàãàåìûõ â ñêîáêàõ áûëè îáúåäèíåíû ïóòåì ïîäíÿòèÿ è îïóñêàíèÿ èíäåêñîâ ñ çàìåíîé ρ íà λ. Íàêîíåö,ïðè íàïèñàíèè ïîñëåäíåé ñòðî÷êè áûëè èñïîëüçîâàíû â ïåðâîì ñëàãàåìîì âòîðàÿ ïàðà óðàâíåíèé, à âî âòîðîì� ïåðâàÿ.Â ìàòðè÷íîé �îðìå ïîëó÷åííîìó ñîîòíîøåíèþ ìîæåò áûòü ïðèäàí âèä
(∇T · ĝ · T̂ )T = −1

c
F̂ · ĝ · j. (199)3. Òåíçîð çàðÿäîâ. Ìîæíî ââåñòè (ñèììåòðè÷íûé) òåíçîð ýíåðãèè�èìïóëüñà âåùåñòâà, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òîçàðÿäû íå âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì:

T̂P = {µ0 v
λvµ} = µ0v v

T, (200)ãäå µ0 � ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïëîòíîñòü ìàññû çàðÿäîâ â ñîïóòñòâóþùåé â äàííîé òî÷êå ñèñòåìå îòñ÷åòà. Ýòàïëîòíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîòíîñòè çàðÿäà â òîé æå ñèñòåìå, ïðîïîðöèîíàëüíû è ÷åòûðåõìåðíûå âåêòîðûïëîòíîñòåé çàðÿäà-òîêà è ìàññû-ïîòîêà ìàññû:
µ0 =

m

e
ρ0, µ0v =

m

e
j. (201)Îáà âåêòîðà ïëîòíîñòè óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó è òîìó æå óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè.Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàñõîäèìîñòè òåíçîðà (200) çàìåòèì, ÷òî ñêîðîñòü v çàâèñèò îò âðåìåíè ÷åðåç êîîðäèíàòû,òàê ÷òî äëÿ óñêîðåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ

w =
dv

dτ
=

∂v

∂xλ
dxλ

dτ
= (vλ∇λ) {vµ} = (vT · ĝ · ∇)v. (202)Ïîýòîìó (èñïîëüçóåì óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè)

Div T̂P = (∇λµ0 v
λ){vµ} + µ0(v

λ∇λ){vµ} =
µ0

e
(∇λj

λ){vµ} + µ0
dv

dτ
= µ0w. (203)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ëîêàëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàðÿäà â ïîëå

µ0w =
1

c
F̂ · ĝ · j, (204)ãäå ñëåâà ñòîèò ïëîòíîñòü ñèëû Ëîðåíöà, ïîëó÷àåì

Div T̂P =
1

c
F̂ · ĝ · j =

1

c
{Fµν jν}. (205)Ñëîæèâ ðàâåíñòâà (198)) è (203), óáåäèìñÿ â âûïîëíåíèè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ñóììàðíûõ ýíåðãèè è èìïóëüñàâåùåñòâà è ïîëÿ:

Div(T̂ + T̂P) = 0. (206)4. Ñîõðàíåíèå ìîìåíòîâ. Ó ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ èìååòñÿ è ìîìåíò, êîòîðûé ñâÿçûâàåòñÿ ñ ìîìåíòîìäâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ. Ìîìåíò ïîëÿ ìîæíî îïðåäåëèòü òàê:
Lλµν = T λµxν − T λνxµ. (207)Åãî äèâåðãåíöèÿ

∇λL
λµν = ∇λT

λµxν −∇λT
λνxµ + T νµ − T µν =

4π

c
jσ(F

σµxν − F σνxµ). (208)Äâà ñëàãàåìûõ áåç ñîìíîæèòåëåé ïðîïàäàþò âñëåäñòâèå ñèììåòðè÷íîñòè òåíçîðà ýíåðãèè�èìïóëüñà.Àíàëîãè÷íî (207) îïðåäåëÿåòñÿ è ìîìåíò äëÿ ÷àñòèö
LλµνP = T λµP xν − T λνP xµ. (209)Åãî äèâåðãåíöèÿ íàõîäèòñÿ òî÷íî òàê æå. Ñëîæèâ èõ âìåñòå, óáåäèìñÿ â âûïîëíåíèè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà
∇λ(L

λµν + LλµνP ) = 0. (210)37



� 13. Ïðîÿâëåíèÿ ý��åêòîâ îòíîñèòåëüíîñòè1. Ïðîÿâëåíèÿ â �èçèêå. Â îáû÷íîé æèçíè ìû íå âñòðå÷àåìñÿ ñ òåëàìè, ñêîðîñòè êîòîðûõ ñðàâíèìû ñîñêîðîñòüþ ñâåòà. Èìåííî ïîýòîìó ïîÿâèâøàÿñÿ â íà÷àëå äâàäöàòîãî âåêà òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè ïðîèçâåëàñèëüíîå âïå÷àòëåíèå íà íåíàó÷íóþ è äàæå íàó÷íóþ îáùåñòâåííîñòü, âûçâàëà ïîÿâëåíèå ìíîãèõ îáúÿñíÿþùèõåå ÿâëåíèÿ ñòàòåé è êíèã êàê �èçè÷åñêèõ, òàê è ïîïóëÿðíûõ. Çà ñòî ëåò, ïðîøåäøèõ ñ òåõ ïîð, ýòà òåîðèÿ ñòàëàóæå ïðèâû÷íîé, õîòÿ âñå âðåìÿ âîçíèêàþò òùåòíûå ïîïûòêè ëèáî îïðîâåðæåíèÿ åå, ëèáî óòî÷íåíèÿ. Íèêàêèõÿâëåíèé, ïðîòèâîðå÷àùèõ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, íå óñòàíîâëåíî.Òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè äàâíî ñòàëà îäíîé èç íåçûáëåìûõ è øèðîêî èñïîëüçóåìûõ ðàçäåëîâ �èçèêè ñ òåî-ðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê êàê ïî÷òè âñå äðóãèå åå ðàçäåëû èñïîëüçóþò àïïàðàò òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.Ýëåêòðîäèíàìèêà ñ ñàìîãî íà÷àëà áûëà ðåëÿòèâèñòñêîé, äàæå äî îñîçíàíèÿ �èçèêàìè ýòîãî �àêòà. Ê íàñòîÿ-ùåìó âðåìåíè ïîñòðîåíû ðåëÿòèâèñòñêàÿ êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà, ðåëÿòèâèñòñêèå ãèäðî- è ãàçîäèíàìèêà,ðåëÿòèâèñòñêàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ �èçèêà è ò. ä.�åëÿòèâèçì ïðîÿâëÿåòñÿ è â ïðàêòè÷åñêîé �èçèêå. Ìíîãèå ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû èìåþò î÷åíü êîðîòêèåâðåìåíà æèçíè. Îíè ïîÿâëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå òåõ èëè èíûõ ðåàêöèé âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äðóãèìè ýëåìåí-òàðíûìè ÷àñòèöàìè è â ñâîåé ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà áûñòðî ðàñïàäàþòñÿ. Ïðèâåäåì ïîðÿäêè âðåìåíæèçíè íåêîòîðûõ ÷àñòèö. Íàèìåíüøåå âðåìÿ æèâóò ÷àñòèöû, êîòîðûå ðàñïàäàþòñÿ â ðåçóëüòàòå ñèëüíîãî âçà-èìîäåéñòâèÿ. Ýòî íåêîòîðûå ìåçîíû è òàê íàçûâàåìûå ðåçîíàíñû. Âðåìÿ èõ æèçíè 10−23 ÷ 10−22 ñ. ×óòü áîëååóñòîé÷èâ íåéòðàëüíûé ïèîí π0, âðåìÿ åãî æèçíè 10−16. Äðóãèå ÷àñòèöû èìåþò ñëåäóþùèå âðåìåíà æèçíè âñåêóíäàõ: Λ-ãèïåðîí � 10−10, ïèîíû π± � 10−8, ìþîíû µ± � 2 · 10−6, íåéòðîí � 103 (âñå â ñåêóíäàõ).Â óñêîðèòåëÿõ ÷àñòèöû ðàçãîíÿþòñÿ äî î÷åíü âûñîêèõ ýíåðãèé è ñêîðîñòåé, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âåñüìà êî-ðîòêîæèâóùèå ÷àñòèöû (äàæå ðåçîíàíñû), ðîæäàþùèåñÿ ïðè âçàèìîäåéñòâèè èñõîäíûõ ðàçãîíÿåìûõ ÷àñòèö,áëàãîäàðÿ çàìåäëåíèþ èõ ñîáñòâåííîãî âðåìåíè óñïåâàþò äîñòàòî÷íî äîëãî ïðîäåðæàòüñÿ è áûòü âîâëå÷åííûìèâ ýêñïåðèìåíòû. Íàïðèìåð, ìàññà ìþîíà ðàâíà ≈ 300 ìàññ ýëåêòðîíà, òî åñòü 300 · 9 · 10−28 ã. Â êîñìè÷åñêèõëó÷àõ îí ìîæåò èìåòü ýíåðãèþ ïîðÿäêà 1014 ýÂ= 1014 · 1.6 · 10−12 = 1.6 · 102 ýðã, ñîîòâåòñòâóþùóþ γ = 106.Òàêèì îáðàçîì, îí ìîæåò ïðîæèòü 2 ñåêóíäû è ïðîéòè ðàññòîÿíèå 6 · 1010 ñì = 6 · 105 êì. Ýòî ðàññòîÿíèå ðàâ-íî ïðèìåðíî 150 çåìíûì ýêâàòîðàì. Ïîýòîìó ðîæäåííûé âáëèçè Çåìëè ìþîí, âïîëíå ìîæåò äî íåå äîëåòåòü.�àçëè÷íûå ÷àñòèöû ëåòÿò óæå â çåìíîé àòìîñ�åðå, â òàê íàçûâàåìûõ ëèâíÿõ ÷àñòèö, ïîðîæäàåìûõ ïàäàþ-ùèìè íà íåå êîñìè÷åñêèìè ëó÷àìè. Îíè òîðìîçÿòñÿ â àòìîñ�åðå, íî òåì íå ìåíåå ìíîãèå èç íèõ äîëåòàþòëèáî äî ïîâåðõíîñòè, ëèáî óëàâëèâàþòñÿ ÷åëîâå÷åñêèìè ïðèáîðàìè, óñòàíîâëåííûìè íà ãîðàõ, àýðîñòàòàõ èëèñïóòíèêàõ.Îáíàðóæåí è ïîäòâåðæäåí êîëè÷åñòâåííî ïîïåðå÷íûé ý��åêò Äîïëåðà.Îñîáåííóþ ðîëü ðåëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ èãðàåò â àñòðî�èçèêå. Íèêàêèå óñêîðèòåëè íå ìîãóò ïðîèçâåñòè÷àñòèöû ñòîëü áîëüøèõ ýíåðãèé, ñ êàêèìè ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî àñòðî�èçèêàì.2. Ñâåðõñâåòîâûå ñêîðîñòè. Âîîáùå ãîâîðÿ, ñêîðîñòè, ïðåâûøàþùèå ñêîðîñòü ñâåòà, íàáëþäàþòñÿ. Íàïðè-ìåð, êàæäûå ñóòêè âñå ãàëàêòèêè îáðàùàþòñÿ âîêðóã Çåìëè, íî ýòî îáðàùåíèå êàæóùååñÿ. Ñ î÷åíü áîëüøèìèñêîðîñòÿìè ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ ñâåòîâûå îòáëåñêè èëè çàé÷èêè, íî îíè òàêæå íå ïåðåäàþò íèêàêèõ ñèãíàëîâ,òàê êàê ïðè ýòîì ïåðåìåùàþòñÿ ðàçíûå �îòîíû. Îñîáîãî ðàññìîòðåíèÿ òðåáóþò ñâåðõñâåòîâûå äâèæåíèÿ âêîñìîëîãèè, íî è òàì îíè îáúÿñíÿþòñÿ ðàñøèðåíèåì ïðîñòðàíñòâà, à íå ïåðåäà÷åé ñèãíàëîâ.×àñòèöû, êîòîðûå äâèæóòñÿ ñî ñêîðîñòÿìè, á�îëüøèìè ñêîðîñòè ñâåòà, íàçûâàþòñÿ òàõèîíû. Ìíîãî ñòàòåéïîñâÿùåíî äîêàçàòåëüñòâó, ÷òî ðàññóæäàòü î òàêèõ ÷àñòèöàõ âîçìîæíî, íî èõ ñóùåñòâîâàíèå íåäîïóñòèìî.Òåì íå ìåíåå, â àñòðî�èçèêå íàáëþäàþòñÿ ñâåðõñâåòîâûå ïåðåìåùåíèÿ. Èç àêòèâíûõ ÿäåð ãàëàêòèê (Àß�)âûáðàñûâàþòñÿ äæåòû ñ áîëüø�èìè, ì�åíüøèìè, íî ñðàâíèìûìè ñ c ñêîðîñòÿìè. Èõ îòäåëüíûå ñãóñòêè (áëîáû)ëåòÿò â íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè è âðåìÿ îò âðåìåíè èõ íàáëþäàþò è èçìåðÿþò óãëîâîå ïåðåìåùåíèå íà íåáåñíîéñ�åðå. Åñëè èçâåñòíî ðàññòîÿíèå äî ãàëàêòèêè, òî óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìîæíî ïåðåâåñòè â ëèíåéíîå. Ïðè ýòîì÷àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ðàññòîÿíèÿ ê ïðîìåæóòêó âðåìåíè ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè, êàêãîâîðÿò, ýïîõàì íàáëþäåíèé, òî åñòü ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ áëîáîâ, ïðåâûøàåò ñêîðîñòü ñâåòà âî ìíîãî ðàç.Ïîêàæåì, ÷òî è ýòî ÿâëåíèå òîëüêî êàæóùååñÿ.Ïóñòü íåêîòîðûé èñòî÷íèê èçëó÷åíèÿ ëåòèò ñ ñêîðîñòüþ ~v è èñïóñêàåò �îòîíû â ñòîðîíó íàáëþäàòåëÿ, âíàïðàâëåíèè âåêòîðà ~e. Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~e è ~v ïóñòü áóäåò θ ≤ π/2, òàê ÷òî (ñì. ðèñ. 9) ~e · ~v = v cos θ ≥ 0.Ïóñòü äâà íàáëþäåíèÿ ýòîãî èñòî÷íèêà ðàçäåëåíû âðåìåíåì t0. Çà ýòî âðåìÿ èñòî÷íèê ïðîéäåò ïóòü vt0 è îêà-æåòñÿ â òî÷êå, ðàñïîëîæåííîé áëèæå ê íàáëþäàòåëþ íà ðàññòîÿíèå vt0 cos θ. Ïðîåêöèÿ ïðîéäåííîãî èñòî÷íèêîìïóòè íà êàðòèííóþ ïëîñêîñòü ðàâíà vt0 sin θ. Ñèãíàë ïðè âòîðîì íàáëþäåíèè ïðèäåò ïîñëå ïåðâîãî ÷åðåç âðåìÿ
t0 − (v/c)t0 cos θ, òàê êàê îí âûøåë íà t0 ïîçæå, íî èäòè åìó íà (v/c)t0 cos θ ìåíüøå. Òàêèì îáðàçîì, íàáëþäà-òåëü óâèäèò âòîðîé ñèãíàë íà ðàññòîÿíèè îò ïåðâîãî vt0 sin θ ÷åðåç [1 − (v/c) cos θ]t0, òî åñòü äëÿ íàáëþäàòåëÿèñòî÷íèê ïåðåìåñòèëñÿ íà íåáåñíîé ñ�åðå ñ êàæóùåéñÿ ñêîðîñòüþ

vappr = v
sin θ

1 − (v/c) cos θ
. (211)38
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vt0 cos θ~e ~vt0
vt0 sin θ
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ct0~e�èñ. 9. Êàæóùååñÿ ñâåðõñâåòîâîå äâèæåíèå.à á
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βappr(β, θ)>1 βappr(β, θ)

θl(β)
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β θ�èñ. 10à. �ðàíèöû äëÿ óãëà θ �èñ. 10á. Çàâèñèìîñòü �óíêöèè βappr(β, θ)â çàâèñèìîñòè îò β. îò θ ïðè ðàçëè÷íûõ β.Îáîçíà÷èì β = v/c è ðàññìîòðèì �óíêöèþ (appr � apparent)
βappr(β, θ) =

β sin θ

1 − β cos θ
. (212)Íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà èçìåíåíèÿ θ åå çíà÷åíèÿ βappr(β, 0) = βappr(β, π) = 0, â ñåðåäèíå βappr(β, π/2) = β.Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýòîé �óíêöèè äîñòèãàåòñÿ ïðè θ = arccos(β) è ðàâíî γβ, ãäå ìíîæèòåëü Ëîðåíöà

γ = 1/
√

1 − β2. Íåðàâåíñòâî βappr(β, θ) ≥ 1 ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ
β
√

2 sin(θ + π/4) ≥ 1 èëè θl(β) = arcsin
1√
2β

− π

4
≤ θ ≤ 3π

4
− arcsin

1√
2β

= θu(β), (213)ïîýòîìó ñâåðõñâåòîâûå ñêîðîñòè ìîãóò íàáëþäàòüñÿ òîëüêî ïðè β ≥ 1√
2
. �ðàíèöû ïî θ â çàâèñèìîñòè îò β �ïîâåðíóòàÿ è ñìåùåííàÿ ñèíóñîèäà � èçîáðàæåíû íà ðèñ. 10à. �ðà�èêè �óíêöèè βappr(β, θ) â çàâèñèìîñòè îò

0 ≤ θ ≤ π ïðè β = 1/
√

2, 0.8, 0.9, 0.95, 0.98, 0.99 è 1.0 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 10á. Ïðè β → 1 êðèâûå ïðèáëèæàþòñÿ êïðåäåëüíîé êðèâîé βappr(1, θ) = ctg(θ/2), îäíàêî âñå îíè èñõîäÿò èç íà÷àëüíîé òî÷êè ïðè θ = 0, â òî âðåìÿ êàêïðåäåëüíàÿ êðèâàÿ îáðàùàåòñÿ â íåé â áåñêîíå÷íîñòü.Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèòåëüíî, êàæóùååñÿ ïåðåìåùåíèå èñòî÷íèêà â êàðòèííîé ïëîñêîñòè ìîæåò ïðîèñõî-äèòü ñî ñêîðîñòüþ, áîëüøåé ñâåòîâîé, åñëè ñàì èñòî÷íèê ëåòèò ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñêîðîñòüþ è ïîä äîñòà-òî÷íî ìàëûì óãëîì ê ëèíèè íàáëþäåíèÿ. Åñëè íàáëþäàåòñÿ ïðåâûøåíèå èñòî÷íèêîì ñêîðîñòè ñâåòà â a ðàç, òîìîæíî ïîëó÷èòü ñâÿçü ìåæäó ðåàëüíîé ñêîðîñòüþ èñòî÷íèêà è óãëîì, ïîä êîòîðûì îí ëåòèò ê íàáëþäàòåëþ:
β =

a

a cos θ + sin θ
. (214)39



3. Ïðîÿâëåíèå ëîðåíöåâà ñîêðàùåíèÿ. Â ýòîì ïóíêòå îáñóäèì, êàê ïðîÿâëÿåòñÿ ëîðåíöåâî ñîêðàùåíèå.Ñîãëàñíî �îðìóëàì ïóíêòà 3 � 2 ðàçìåð ïðåäìåòà â íàïðàâëåíèè åãî äâèæåíèÿ ñîêðàùàåòñÿ, à â ïåðïåíäè-êóëÿðíîì � îñòàåòñÿ íåèçìåííûì.Áîëåå 50 ëåò ïîñëå ñîçäàíèÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñ÷èòàëîñü, ÷òî íàáëþäàòåëü è óâèäèò ñîêðàùåííûéïðåäìåò. Ïî-âèäèìîìó, òàê äóìàë è À.Ýéíøòåéí. Ëèøü â 1959 ãîäó áûëî îáðàùåíî âíèìàíèå [5℄, ÷òî íàáëþ-äàòåëü íå èçìåðÿåò ðàçìåðû ëåòÿùåãî ïðåäìåòà, îäíîâðåìåííî ïðèêëàäûâàÿ èçìåðèòåëüíûé ïðèáîð ê êîíöàìñîêðàùàåìîãî ðàçìåðà, êàê ýòî îïèñàíî â óêàçàííîì âûøå ïóíêòå, à âîñïðèíèìàåò åãî ÷åðåç èçëó÷åíèå, òî åñòüêàê ñâåòÿùèéñÿ îáúåêò. Èçëîæåíèå èñòîðèè è èíòåðïðåòàöèÿ ÿâëåíèÿ äàíû â ñòàòüå [6℄ (ñì. òàêæå êíèãó [3℄).Çäåñü ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñòåðæíÿ âäîëü åãî äëèíû.
A1

B1

A 2

BO 2

θ

�èñ. 11. Íàáëþäåíèå äâèæóùåãîñÿ ñòåðæíÿ.Ïóñòü ñòåðæåíü äâèæåòñÿ âäîëü ñâîåé äëèíû ñî ñêîðîñòüþ V ~e, à íàïðàâëåíèå íà íàáëþäàòåëÿ â ñèñòåìåýòîãî íàáëþäàòåëÿ ñîñòàâëÿåò óãîë θ ñ íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ ñòåðæíÿ (ðèñ. 11). Â ñâîåé ñîáñòâåííîé ñèñòåìåñòåðæåíü èìååò äëèíó l0, à â ñèñòåìå íàáëþäàòåëÿ âñëåäñòâèå ëîðåíöåâà ñîêðàùåíèÿ åãî äëèíà A1B1 = l0/Γ,ãäå, êàê îáû÷íî, Γ = 1/
√

1 − V 2/c2.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòåðæåíü íàõîäèòñÿ îò íàáëþäàòåëÿ äîñòàòî÷íî äàëåêî, òàê ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òîñâåòîâûå ñèãíàëû îò âñåõ åãî òî÷åê èäóò ïàðàëëåëüíî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàáëþäàòåëü ìîã èçìåðèòü äëèíóñòåðæíÿ, ñâåò îò åãî îáîèõ êîíöîâ äîëæåí äîéòè äî íàáëþäàòåëÿ îäíîâðåìåííî.Ñâåò, èñïóùåííûé èç äàëüíåãî êîíöà ñòåðæíÿ A1, äîéäåò äî íåêîòîðîãî ïóíêòà O â ñòîðîíó íàáëþäàòåëÿ çàâðåìÿ t0, ïðîéäÿ ïóòü A1O= ct0. Çà ýòî âðåìÿ ñòåðæåíü ïðîéäåò ðàññòîÿíèå A1A2 = V t0 è çàéìåò ïîëîæåíèå
A2B2 (íà ðèñóíêå ýòî ïîëîæåíèå ïîêàçàíî ïóíêòèðîì ñî ñìåùåíèåì, ÷òîáû îíî íå íàêëàäûâàëîñü íà íà÷àëüíîå).Òî÷êè O è B2 äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ íà îäíîì ðàññòîÿíèè îò íàáëþäàòåëÿ, òî åñòü îòðåçîê OB2 äîëæåí áûòüïåðïåíäèêóëÿðåí ëèíèè A1O. Ïîêàæåì, ÷òî òàêîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè t0 âñåãäà ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî,î÷åâèäíî, ÷òî òîãäà A1O= A1B2 cos θ, òî åñòü

ct0 = (l0/Γ + V t0) cos θ, ct0 = l0 cos θ/[Γ(1 − V cos θ/c)] = l0 cos θD(V, θ), (215)ãäå D(V, θ) � äîïëåðîâñêèé ìíîæèòåëü (76).�àññòîÿíèå A1B2 = l0D(V, θ). Íàáëþäàòåëü óâèäèò ïðîåêöèþ ýòîãî îòðåçêà, òî åñòü OB2 = A1B2 sin θ, ðàâíóþ
l0D(V, θ) sin θ = l0 sin θ/[Γ(1 − V cos θ/c)] = l0 sin θ′. (216)Ïîñêîëüêó θ è θ′ ñîãëàñíî �îðìóëå àáåððàöèè èç (86) � ýòî óãëû, êîòîðûå ñòåðæåíü îáðàçóåò ñ íàïðàâëåíèÿìèíà íåïîäâèæíîãî è íàõîäÿùåãîñÿ â îäíîé ñî ñòåðæíåì ñèñòåìå îòñ÷åòà, ïðîåêöèè ñòåðæíÿ äëÿ îáîèõ íàáëþäà-òåëåé îêàçûâàþòñÿ ñîâåðøåííî îäèíàêîâûìè. Òàêèì îáðàçîì, íàáëþäàòåëü íå óâèäèò ñîêðàùåíèÿ äâèæóùåãîñÿñòåðæíÿ, õîòÿ ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî îíî íå ïðîèñõîäèò. Ýòî âèäíî è èç ïðèâåäåííîãî ðàññóæäåíèÿ.
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�ëàâà 3. Âîëíû â îäíîðîäíûõ ñðåäàõ� 1. Âîëíîâûå óðàâíåíèÿ1. Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà. Íà÷íåì ðàññìîòðåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ñ ñàìîãî ïðîñòîãîñëó÷àÿ, êîãäà â ñðåäå íåò èñòî÷íèêîâ, òî åñòü íåò çàðÿäîâ è ïîðîæäàåìûõ èìè òîêîâ. Òåì íå ìåíåå è â òàêîìñëó÷àå ïîëÿ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è íàçûâàþòñÿ îíè òîãäà âîëíàìè.Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñðåäà îäíîðîäíà è íåîãðàíè÷åíà. Â íåé íåò ïðîâîäèìîñòè, òî åñòü ýòî äèýëåêòðèê, íî,ìîæåò áûòü, ñ ìàãíèòíûìè ñâîéñòâàìè. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ èìåþò âèä
div ~B = 0, rot ~E = −1

c

∂ ~B

∂t
, (1)

div ~D = 0, rot ~H =
1

c

∂ ~D

∂t
. (2)Êðîìå òîãî, âûïîëíÿþòñÿ ìàòåðèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè ε è µ:

~D = ε ~E, ~B = µ ~H. (3)Ìàòåðèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò ñâåñòè óðàâíåíèÿ (1) è (2) ê óðàâíåíèÿì äëÿ äâóõ íåèçâåñòíûõ âåêòîðîâ.Âûáåðåì â êà÷åñòâå îñíîâíûõ âåêòîðû ~E è ~B, èñêëþ÷èâ ~D è ~H . Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ (1) òîãäà îñòàþòñÿíåèçìåííûìè, à óðàâíåíèÿ (2) äëÿ ~E è ~B ïîëó÷àþòñÿ òàêèìè:
div ~E = 0, rot ~B =

εµ

c

∂ ~E

∂t
. (4)Ìîæíî èñêëþ÷èòü îäèí èç âåêòîðîâ è ïîëó÷èòü îòäåëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ êàæäîãî èç íèõ.2. Âîëíîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ âåêòîðîâ ïîëÿ. Íàéäåì äâóìÿ ñïîñîáàìè ðîòîð îò âòîðîãî óðàâíåíèÿ (4): ïî�îðìóëå äëÿ rot rot ñ ó÷åòîì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (4) è ñ èñïîëüçîâàíèåì âòîðîãî óðàâíåíèÿ (2). Òîãäà ïîëó÷èòñÿ

rot rot ~E = graddiv ~E −△ ~E = −△ ~E = −1

c

∂

∂t
rot ~B = −εµ

c2
∂2 ~E

∂t2
. (5)Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå óæå èñïîëüçîâàëèñü â �ëàâå 1:

v2 = c2/(εµ), (6)
� =

1

v2

∂2

∂t2
−△. (7)Îïåðàòîð (7), êàê óæå ãîâîðèëîñü, íàçûâàåòñÿ âîëíîâûì, èëè îïåðàòîðîì Äàëàìáåðà. ×åðåç íåãî óðàâíåíèå (5)ìîæíî çàïèñàòü â êðàòêîì âèäå

� ~E = 0. (8)Ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íîé âûêëàäêè ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî è âòîðîé èñêîìûé âåêòîð óäîâëåòâîðÿåò òàêîìó æåóðàâíåíèþ:
� ~B = 0. (9)3. Óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ. Îäíîðîäíîñòü ñðåäû ïîçâîëÿåò ââåñòè ïîòåíöèàëû, êàê è â �ëàâå 1:

~B = rot ~A, ~E = − gradϕ− 1

c

∂ ~A

∂t
. (10)Òîãäà ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (1) óäîâëåòâîðÿþòñÿ òîæäåñòâåííî.�ðàäèåíòíàÿ èíâàðèàíòíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ, òàê ÷òî ïðè ëþáîé �óíêöèè f ïîòåíöèàëû ìîæíî çàìåíèòü ïî�îðìóëàì

ϕ′ = ϕ+
1

c

∂f

∂t
, ~A′ = ~A− grad f. (11)Ýòà èíâàðèàíòíîñòü âñåãäà äàåò âîçìîæíîñòü ïîä÷èíèòü ïîòåíöèàëû äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ, íàïðèìåð,óñëîâèþ Ëîðåíöà

εµ

c

∂ϕ

∂t
+ div ~A = 0. (12)41



Äëÿ ýòîãî íàäî âûáðàòü íåêîòîðóþ �óíêöèþ f , ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñîñâîáîäíûì ñëàãàåìûì, ðàâíûì �óíêöèè, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïðàâóþ ÷àñòü óñëîâèÿ (12) âû÷èñëèòü îò íåóäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óñëîâèþ ïîòåíöèàëîâ (ñì. �ëàâó 1).Ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèÿ Ëîðåíöà èç äâóõ îñòàâøèõñÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ïîëó÷àþòñÿ ÷åòûðå óðàâíåíèÿäëÿ ïîòåíöèàëîâ, íà ýòîò ðàç îäíîðîäíûõ:
�ϕ = 0, � ~A = 0. (13)Îäíàêî, â ñëó÷àå îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé èìååòñÿ åùå îäíà èíâàðèàíòíîñòü. Ïîòåíöèàëû ìîæíî åùå ðàççàìåíèòü ïî òåì æå �îðìóëàì

ϕ′ = ϕ+
1

c

∂f0
∂t

, ~A′ = ~A− grad f0, (14)íî òåïåðü ïîä÷èíèòü �óíêöèþ f0 âîëíîâîìó óðàâíåíèþ
�f0 = 0. (15)Òîãäà âîëíîâûå óðàâíåíèÿ (13) è óñëîâèå Ëîðåíöà áóäóò âûïîëíÿòüñÿ è äëÿ ïîòåíöèàëîâ ñî øòðèõàìè. Íàëè-÷èå âòîðîé èíâàðèàíòíîñòè äàåò âîçìîæíîñòü åùå ñîêðàòèòü ÷èñëî èñêîìûõ �óíêöèé. Îáû÷íî ïðèðàâíèâàþòíóëþ ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë. Òàê ìîæíî ñäåëàòü, èáî ïðîèçâîëüíûé ïîòåíöèàë ϕ′ òîæå óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìóóðàâíåíèþ, òàê ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü ϕ′ =

1

c

∂f0
∂t

. Òîãäà îñòàåòñÿ îäèí âåêòîðíûé ïîòåíöèàë, óäîâëåòâîðÿþùèéâîëíîâîìó óðàâíåíèþ è óñëîâèþ Ëîðåíöà, êîòîðîå óïðîùàåòñÿ:
� ~A = 0, div ~A = 0. (16)4. Äðóãîé âûâîä. Ìîæíî ðàññóæäàòü èíà÷å è ñ ñàìîãî íà÷àëà ïîëîæèòü ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ðàâíûì íóëþ(êóëîíîâà êàëèáðîâêà), òî åñòü ïðèíÿòü

~B = rot ~A, ~E = −1

c

∂ ~A

∂t
. (17)Òîãäà ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà óäîâëåòâîðÿþòñÿ òîæäåñòâåííî. Êàëèáðîâî÷íàÿ èíâàðèàíòíîñòü çàêëþ-÷àåòñÿ â ðàâåíñòâå

~A′ = ~A− gradf1. (18)Ïîäñòàíîâêà (17) âî âòîðóþ ïàðó óðàâíåíèé (4) äàåò äâà ñîîòíîøåíèÿ
div ~E = −1

c

∂ div ~A

∂t
= 0, rot ~B = rot rot ~A = graddiv ~A−△ ~A = −εµ

c2
∂2 ~A

∂t2
. (19)Èç ïåðâîãî èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî div ~A íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Ïîêàæåì, ÷òî åå âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü ðàâíîé íóëþ.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïîòåíöèàë ~A′ íå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ, òî åñòü

div ~A′ = b(~r) 6= 0. (20)Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (18), ïîëó÷àåì
div ~A′ = div ~A−△f1 = b(~r). (21)Âñåãäà ìîæíî íàéòè îäíó òàêóþ �óíêöèþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

△f1 = −b(~r), (22)òî åñòü óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Ýòî íüþòîíîâñêèé (èëè îáúåìíûé) ïîòåíöèàë. Òîãäà ïîòåíöèàë ~A áóäåò óäîâëå-òâîðÿòü äâóì óðàâíåíèÿì (16). � 2. Ïëîñêèå âîëíû1. Îäíîìåðíûå âîëíû. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ äëÿ âñåõ ñîñòàâëÿþùèõ íàïðÿæåííîñòåé ïîëÿ è ïîòåíöèàëîâîäèíàêîâû, òî åñòü îäíîðîäíûå âîëíîâûå, ðàññìîòðèì òàêîå óðàâíåíèå îáùåãî âèäà
�u = 0, (23)ãäå u � ëþáàÿ èç êîìïîíåíò ïîëÿ èëè ïîòåíöèàëîâ. Íà÷íåì ñ íåêîòîðûõ ðåøåíèé ÷àñòíîãî âèäà.42



Ïóñòü ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (23) çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû, íàïðèìåð,
x. Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ òàêîãî ðåøåíèÿ óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

(

1

v2

∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

)

u = 0. (24)Òàêîå óðàâíåíèå èìååò îáùåå ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:
u(x, t) = Φr(x− vt) + Φl(x+ vt). (25)Ýòî ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì Äàëàìáåðà. Â íåì Φr è Φl � ïðîèçâîëüíûå äâàæäû äè��åðåíöèðóåìûå�óíêöèè. Èõ àðãóìåíòû � ýòî õàðàêòåðèñòèêè âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Òî, ÷òî �óíêöèÿ (25) äåéñòâèòåëüíî óäî-âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (23), ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé. Õîòÿ äëÿ òàêîé ïðîâåðêè �óíêöèè äîëæíû èìåòüâòîðûå ïðîèçâîäíûå, îäíàêî äëÿ íàõîæäåíèÿ ñàìîãî ðåøåíèÿ ýòîãî íå òðåáóåòñÿ, ïîýòîìó ìîæíî îáúÿâèòü îáîá-ùåííûì ðåøåíèåì è òàêóþ êîìáèíàöèþ âèäà (25), â êîòîðîé Φr è Φl ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíû. Ïðîèçâîäíûåìîæíî ïîíèìàòü â íåêîòîðîì îáîáùåííîì ñìûñëå, à èõ ïëîõèå (íåðåãóëÿðíûå, íåãëàäêèå, ðàçðûâíûå è ò.ä.)÷àñòè ñîêðàùàþòñÿ ïðè âû÷èòàíèè ïîñëå ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèå.�àññìîòðèì ðåøåíèå, ñîñòîÿùåå èç îäíîé �óíêöèè, ïóñòü ñíà÷àëà ïåðâîé

u(x, t) = Φr(x− vt). (26)ßñíî, ÷òî âåëè÷èíà u áóäåò îäèíàêîâà âî âñåõ òî÷êàõ è âðåìåíàõ, ãäå x− vt = x0 = const. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíèêàæäàÿ òàêàÿ òî÷êà (ñ äàííûì x0) ïåðåìåùàåòñÿ ïî çàêîíó
x = x0 + vt, (27)òî åñòü ðàâíîìåðíî âäîëü îñè x âïðàâî. Ïîýòîìó, åñëè â êàêîé-ëèáî íà÷àëüíûé ìîìåíò �óíêöèþ (26) ìîæíîèçîáðàçèòü íåêîòîðûì ãðà�èêîì, òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè åå ãðà�èê áóäåò ïîëçòè âäîëü îñè x ñ ïîñòîÿííîé ñêî-ðîñòüþ v, íå ìåíÿÿ ñâîåé �îðìû, ÷òî ìîæíî èñòîëêîâàòü, êàê ðàñïðîñòðàíåíèå ïëîñêîé âîëíû. Òàêèì îáðàçîì,

v � ýòî ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí.Ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî âòîðàÿ �óíêöèÿ îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ïëîñêîé âîëíû â ïðîòèâîïîëîæíîì íà-ïðàâëåíèè è åå ðàññìîòðåíèå íè÷åãî ïðèíöèïèàëüíî íîâîãî íå äàåò. Êîíå÷íî, ñóììà äâóõ âîëí, èäóùèõ â ïðî-òèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ è íå ðàçîøåäøèõñÿ äðóã îò äðóãà, ìîæåò ñîçäàòü ñëîæíóþ èíòåð�åðåíöèîííóþêàðòèíó, ïðè÷óäëèâî ìåíÿþùóþñÿ ñî âðåìåíåì.2. Îäíîìåðíûå ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû. Òåïåðü ïîñìîòðèì, êàê îáùåå ðåøåíèå Äàëàìáåðà îñóùåñòâëÿåòñÿâ òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìó óðàâíåíèþ è äîïîëíèòåëü-íîìó óñëîâèþ, ïðèâîäÿùåìó ê ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòè òàêèõ âîëí.�àññìàòðèâàåì ñíà÷àëà îïÿòü îäíîìåðíûå âîëíû, òî åñòü ñ÷èòàåì, ÷òî âñå êîìïîíåíòû ïîòåíöèàëà ÿâëÿ-þòñÿ �óíêöèÿìè òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû x è âðåìåíè. Óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå âåêòîðíûéïîòåíöèàë ~A = (Ax, Ay, Az) â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàþò âèä
(

1

v2

∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

)

~A = 0,
∂Ax

∂x
= 0. (28)Ïóñòü âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ñòîðîíó ïîëîæèòåëüíûõ x. Òîãäà ðåøåíèå ýòîãî îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâ-íåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

~A = (Ax(x− vt), Ay(x − vt), Az(x− vt)). (29)Äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå òðåáóåò, ÷òîáû ïåðâàÿ �óíêöèÿ íå çàâèñåëà îò x. Íî ýòî åäèíñòâåííûé åå àðãóìåíò,ïîýòîìó îíà âîîáùå äîëæíà áûòü ïîñòîÿííîé. Òàê êàê ïîòåíöèàëû íóæíû òîëüêî äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàïðÿ-æåííîñòåé, äëÿ ÷åãî îò íèõ áåðóòñÿ ïðîèçâîäíûå, òî ïîñòîÿííàÿ ó íèõ íåñóùåñòâåííà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíîïîëîæèòü
~A = ~A(x− vt) = (0, Ay(x− vt), Az(x− vt)). (30)Íàéäåì òåïåðü ñîñòàâëÿþùèå ïîëÿ. Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (èíäåêñû ó ñîñòàâëÿþùèõ ïîòåí-öèàëà îçíà÷àþò íå ïåðåìåííóþ, ïî êîòîðîé áåðåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ, à îñü ïðîåöèðîâàíèÿ, ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ ïîàðãóìåíòó �óíêöèé) ïîëó÷àåòñÿ â âèäå

~E =
v

c
(0, A′

y(x− vt), A′
z(x− vt)) =

v

c
~A′(x− vt). (31)Ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ â ñâîþ î÷åðåäü (îò ïåðåìåííûõ y è z �óíêöèè íå çàâèñÿò)

~B = rot ~A = (0,−A′
z(x− vt), A′

y(x− vt)). (32)43



Èç (31) è (32) âèäíî, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå ïîëÿ ïåðïåíäèêóëÿðíû íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, àòàêæå ìåæäó ñîáîé. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ïîïåðå÷íîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, â îäíîðîäíîé ñðåäå ìîãóò ñóùå-ñòâîâàòü òîëüêî ïîïåðå÷íûå âîëíû. Ïðè÷èíà ýòîãî � â âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ, êîòîðîå ïîýòîìóíàçûâàåòñÿ óñëîâèåì ïîïåðå÷íîñòè.�àññìîòðèì òåïåðü âîëíû, èäóùèå â ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè.3. Ïðîèçâîëüíàÿ ïëîñêàÿ âîëíà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïëîñêóþ âîëíó ïðîèçâîëüíîãî íàïðàâëåíèÿ, íåíàäî ïîâòîðÿòü âñå ðàññóæäåíèÿ. Çäåñü äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïîâîðîòîì ñèñòåìû êîîðäèíàò âñåãäà ìîæíîäîáèòüñÿ, ÷òîáû âîëíà øëà âäîëü îñè àáñöèññ. Òîãäà ìîæíî âçÿòü óæå ïîëó÷åííîå ðåøåíèå (29) è ïîâåðíóòüñèñòåìó êîîðäèíàò îáðàòíî. Ïðè ýòîì, êàê èçâåñòíî, ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ îñòàþòñÿ èíâàðèàíòíûìè. Ïîýòî-ìó â ïðîèçâîëüíîé âîëíå âìåñòî àðãóìåíòà x áóäåò ñòîÿòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ïîëîæåíèÿ íà îðòíàïðàâëåíèÿ åå äâèæåíèÿ.Èòàê, ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â âèäå ïëîñêîé âîëíû, äâèæóùåéñÿ â íàïðàâëåíèè îðòà ~n, äîëæíî áûòüçàïèñàíî â âèäå
~A = ~A(~n~r − vt), (33)ãäå ñïðàâà ñòîèò âåêòîð��óíêöèÿ, òî åñòü òðè îáû÷íûõ�óíêöèè. Óñëîâèå ïîïåðå÷íîñòè íàêëàäûâàåò ñëåäóþùååòðåáîâàíèå îðòîãîíàëüíîñòè:

div ~A = ~n ~A′(~n~r − vt) = 0. (34)Ñîñòàâëÿþùèå ïîëÿ íàõîäÿòñÿ, êàê è âûøå:
~E =

v

c
~A′(~n~r − vt), ~B = ~n× ~A′(~n~r − vt). (35)Èç ýòèõ �îðìóë ÿñíî âèäíî, ÷òî òðè âåêòîðà: âåêòîð ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû ~n, âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîé íàïðÿ-æåííîñòè ~E è âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè ~B âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû. Âûïîëíÿåòñÿ â ÷àñòíîñòè, ñîîòíîøåíèå

~B =
c

v
~n× ~E. (36)Ïîïåðå÷íîñòü � ýòî õàðàêòåðíîå ñâîéñòâî ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â îäíîðîäíîé ñðåäå áåç ãðàíèö. Çàìåòèì,÷òî â íåîäíîðîäíûõ è îãðàíè÷åííûõ ñðåäàõ ýòî ñâîéñòâî, âîîáùå ãîâîðÿ, òåðÿåòñÿ.4. Ýíåðãåòè÷åñêèå âåëè÷èíû. Ïîëó÷èì �îðìóëû äëÿ âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ ýíåðãèþ ïîëÿ. Ñíà÷àëàíàéäåì íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

~H =
1

µ
~B =

1

µ
~n× ~A′(~n~r − vt), ~H2 =

1

µ2
| ~A′|2. (37)Çàìåòèì, ÷òî

ε ~E2 = ε
v2

c2
| ~A′|2 = ε

1

εµ
| ~A′|2 =

1

µ
| ~A′|2 = µ ~H2. (38)Ïîýòîìó ïëîòíîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè

w =
ε ~E2 + µ ~H2

8π
=
ε ~E2

4π
=
µ ~H2

4π
=

1

4πµ
| ~A′|2. (39)Âåêòîð Ïîéíòèíãà, òî åñòü âåêòîð ïîòîêà ýíåðãèè, ðàâåí

~S =
c

4π
~E × ~H =

c

4πµ
~E × ~B =

c

4πµ

c

v
~E × (~n× ~E) =

v2εµ

4πµv
[~n( ~E)2 − ~E(~n ~E)] =

vε

4π
~n( ~E)2 = wv~n. (40)Ïîòîê ýíåðãèè åñòü ïðîñòî ïðîèçâåäåíèå ïëîòíîñòè íà ñêîðîñòü åå òå÷åíèÿ, òî åñòü ýíåðãèÿ íå èñ÷åçàåò è íåñîçäàåòñÿ, à òîëüêî ïåðåòåêàåò âìåñòå ñ íåñóùåé åå âîëíîé.� 3. Ìîíîõðîìàòè÷åñêèå âîëíû1. Ïîíÿòèå ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû. Ýòî òàêàÿ âîëíà, êîòîðàÿ ñîäåðæèò òîëüêî îäíó ÷àñòîòó, òî åñòüçàâèñèò îò âðåìåíè òîëüêî ÷åðåç ñèíóñ è êîñèíóñ îò îäíîé ÷àñòîòû: sinωt è cosωt. Îäíàêî â ýëåêòðîäèíàìèêåïðèíÿòî âìåñòî âåùåñòâåííûõ �óíêöèé è àìïëèòóä ïðèìåíÿòü êîìïëåêñíûå âåëè÷èíû. Äîãîâîðèëèñü ïðåä-ñòàâëÿòü âñå ýëåêòðîìàãíèòíûå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ïîëå, ïðîïîðöèîíàëüíûìè ýêñïîíåíòå. Íàïðèìåð,íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

~E = ~E0e
−iωt. (41)44



Çäåñü áåðåòñÿ òîëüêî îäíà ýêñïîíåíòà � ñ ìèíóñîì ïåðåä �àçîé, íî çàòî ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî àìïëèòóäà êîìïëåêñíà
~E0 = ~E0

R+i ~E0
I . Îíà òàê è íàçûâàåòñÿ: êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî �èçè÷åñêèé ñìûñë èìååòòîëüêî âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî âåêòîðà ~E:

Re ~E = ~E0
R cosωt+ ~E0

I sinωt. (42)Ïðîâîäèòü âûêëàäêè â ëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ ñ îäíîé êîìïëåêñíîé ýêñïîíåíòîé îêàçûâàåòñÿ ïðîùå, ÷åìñ äâóìÿ âåùåñòâåííûìè �óíêöèÿìè. Ïðè ïåðåõîäå ê �èçè÷åñêèì âåëè÷èíàì íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé(42). Îäíàêî, ÷àñòî íåò íåîáõîäèìîñòè îòäåëÿòü âåùåñòâåííóþ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè èëèåå êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû, íàïðèìåð, ïðè íàõîæäåíèè ñðåäíèõ ïî âðåìåíè çíà÷åíèé ýíåðãåòè÷åñêèõ âåëè÷èí,êâàäðàòè÷íûõ ïî íàïðÿæåííîñòÿì. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñðåäíåå çíà÷åíèå
(Re ~E)2 = ( ~E0

R)2cos2 ωt+ ( ~E0
I )2sin2 ωt+ 2 ~E0

R
~E0

I cosωt sinωt =
1

2
[( ~E0

R)2 + ( ~E0
I )2] =

1

2
| ~E|2. (43)Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ìîäóëü âåêòîðà ïîíèìàåòñÿ îäíîâðåìåííî â äâóõ ñìûñëàõ: êàê ìîäóëü âåêòîðà è êàêìîäóëü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, èç êîòîðûõ ñîñòîÿò åãî êîìïîíåíòû.Âàæíîñòü òàêèõ ñðåäíèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ âåëè÷èí çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èìåííî èõ âîñïðèíèìàþò ðåãè-ñòðèðóþùèå ïðèáîðû, òàê êàê ïîñòîÿííûå âðåìåíè îáû÷íûõ ïðèáîðîâ íàìíîãî áîëüøå, ÷åì ïåðèîäû èçìåíåíèÿâîëí.2. Óðàâíåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä. Òàêèì îáðàçîì, âñå íàïðÿæåííîñòè è èíäóêöèè ìîíîõðîìàòè÷å-ñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ïðîïîðöèîíàëüíû e−iωt. Â ýëåêòðîäèíàìèêå ïðèíèìàåòñÿ åùå îäíî ñîãëàøåíèå,óïðîùàþùåå çàïèñü �îðìóë è óðàâíåíèé. Èìåííî, êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû îáîçíà÷àþòñÿ òàê æå, êàê è ñàìèâåêòîðû (òî åñòü íå ñòàâèòñÿ 0), à ðàçëè÷èå èõ âûÿâëÿåòñÿ ÷åðåç âèä óðàâíåíèé, êîòîðûìè îïðåäåëÿþòñÿ ñîîò-âåòñòâóþùèå âåëè÷èíû: óðàâíåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä íå ñîäåðæàò âðåìåíè, çàòî ñîäåðæàò ÷àñòîòó.Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä âûãëÿäÿò òàê:

div ~B = 0, rot ~E =
iω

c
~B, div ~D = 0, rot ~H = − iω

c
~D. (44)Ìàòåðèàëüíûå óðàâíåíèÿ, òàê æå êàê è óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà áåç ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè, ïîëíîñòüþ ñîõðà-íÿþò ñâîé �îðìàëüíûé âèä.Âìåñòî âîëíîâûõ óðàâíåíèé ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè �åëüìãîëüöà. Íàïðè-ìåð, äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà (çäåñü ñîõðàíèì èíäåêñ)

−æ2 ~A0 −△ ~A0 = 0, (45)ãäå æ = ω/v � âîëíîâîå ÷èñëî. Óñëîâèå ïîïåðå÷íîñòè ïî �îðìå íå èçìåíÿåòñÿ.3. Ïëîñêèå ìîíîõðîìàòè÷åñêèå âîëíû. Òàêàÿ âîëíà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü äâóì òðåáîâàíèÿì. Âî-ïåðâûõ,áûòü ïëîñêîé, òî åñòü âñÿ çàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàò è âðåìåíè äîëæíà ïðîèñõîäèòü ÷åðåç êîìáèíàöèþ ~n~r− vt.Âî-âòîðûõ, áûòü ìîíîõðîìàòè÷åñêîé, òî åñòü âñÿ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè äîëæíà ñîäåðæàòüñÿ â ìíîæèòåëå
exp(−iωt). Íàäî îáúåäèíèòü ýòè òðåáîâàíèÿ. Ýòî äåëàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìíîæèòåëü, îïèñûâàþùèéìîíîõðîìàòè÷íîñòü, ïðåäñòàâèì òàê:

exp(−iω(t− ~n~r/v)) = exp(−iωt+ iæ~n~r) = exp(−i(ωt− ~æ~r)), (46)ãäå ~æ = æ~n � âîëíîâîé âåêòîð. Òàêèì îáðàçîì, ïëîñêàÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
~A = ~A0 exp(−i(ωt− ~æ~r)), (47)ãäå òåïåðü ~A0 � ïîñòîÿííûé êîìïëåêñíûé âåêòîð (íå çàâèñÿùèé íè îò âðåìåíè, íè îò êîîðäèíàò).Íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òó æå àìïëèòóäó:
~E = i

ω

c
~A0, ~B = i~æ × ~A0. (48)� 4. Ñ�åðè÷åñêèå âîëíû1. Ïîíÿòèå ñ�åðè÷åñêèõ âîëí. Ïëîñêèå âîëíû �àêòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, êî-òîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Ïî àíàëîãèè ñ�åðè÷åñêèå âîëíû� ýòî òàêèå âîëíû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ðåøåíèÿìè âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ñ�åðè÷åñêèõ (ïîëÿðíûõ)êîîðäèíàòàõ. Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ïåðåìåííûå òàêæå ìîãóò áûòü ðàçäåëåíû.45



Äëÿ ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïðèâåäåì âûðàæåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:
△ = △r +

1

r2
△θϕ, (49)ãäå ðàäèàëüíàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà

△r =
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂

∂r

)

, (50)à óãëîâàÿ ÷àñòü
△θϕ =

1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂

∂θ

)

+
1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
. (51)Óðàâíåíèå �åëüìãîëüöà (45) äëÿ êàæäîé êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû ïîòåíöèàëîâ è íàïðÿæåííîñòåé èìååò âèä

æ2u+ △u = 0. (52)Ïðè ðàçäåëåíèè ïåðåìåííûõ â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ îñíîâíîå ðàçäåëåíèå ïðîèñõîäèò ìåæäó ðàäèàëüíîéè óãëîâûìè êîîðäèíàòàìè, ïðè÷åì óãëîâûå êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ àðãóìåíòàìè òàê íàçûâàåìûõ ñ�åðè÷åñêèõ�óíêöèé (ãàðìîíèê), êîòîðûå èíîãäà íàçûâàþò øàðîâûìè. Ïðèâåäåì çäåñü èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà.2. Ñ�åðè÷åñêèå ãàðìîíèêè. Ýòè �óíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì
△θϕYlm(θ, ϕ) = −l(l+ 1)Ylm(θ, ϕ). (53)Îíè ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè ýêñïîíåíò îò ϕ âèäà 1√

2π
eimϕ è �óíêöèé Plm(cos θ), âûðàæàþùèõñÿ ÷åðåç ïðè-ñîåäèíåííûå �óíêöèè Ëåæàíäðà:

Plm(η) =

√

2l + 1

2

√

(l − |m|)!
(l + |m|)!P

|m|
l (η). (54)Òå â ñâîþ î÷åðåäü îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

{

d

dη

[

(1 − η2)
d

dη

]

+ l(l+ 1) − m2

1 − η2

}

Pml (η) = 0 (55)è èìåþò ÿâíîå âûðàæåíèå ÷åðåç ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà
Pml (η) = (1 − η2)m/2

dm

dηm
Pl(η), Pl(η) =

1

2l l!

dl

dηl
(η2 − 1)l. (56)Îáà ÷èñëà l è m öåëûå, ïðè÷åì l = 0, 1, 2, ..., à ïðè êàæäîì l ÷èñëî m ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ m =

−l,−l+ 1, ..., l − 1, l.Ôóíêöèè íîðìèðîâàíû íà åäèíèöó (â îòëè÷èå îò �óíêöèé, îáîçíà÷àåìûõ Y ml (θ, ϕ)), òî åñòü
∫

d2n|Ylm(θ, ϕ)|2 =

2π
∫

0

dϕ

∣

∣

∣

∣

1√
2π
eimϕ

∣

∣

∣

∣

2
π
∫

−π

sin θdθ|Plm(cos θ)|2 = 1. (57)Ïðèâåäåì �óíêöèè ñ íàèìåíüøèìè íîìåðàìè:
Y00(θ, ϕ) =

1√
4π
, Y10(θ, ϕ) =

√

3

4π
cos θ, Y1±1(θ, ϕ) =

√

3

8π
sin θe±iϕ. (58)3. �àçäåëåíèå ïåðåìåííûõ. �àçäåëèì ïåðåìåííûå â óðàâíåíèè (52), òî åñòü áóäåì èñêàòü ÷àñòíîå ðåøåíèååãî â âèäå

u(r, θ, ϕ) = R(r)Ylm(θ, ϕ). (59)Ïîäñòàâèâ ýòó �óíêöèþ â óðàâíåíèå (52), íàéäåì, ÷òî ðàäèàëüíàÿ �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
æ2R(r) +

1

r2
d

dr

(

r2
dR(r)

dr

)

− l(l + 1)

r2
R(r) = 0. (60)�àäèàëüíàÿ �óíêöèÿ íå çàâèñèò îò ÷èñëà m, êîòîðîå íå âõîäèò â îïðåäåëÿþùåå åå óðàâíåíèå.46



×òîáû ïðèâåñòè óðàâíåíèå (60) ê ñòàíäàðòíîìó âèäó òåîðèè ñïåöèàëüíûõ �óíêöèé, ñäåëàåì çàìåíó
R(r) =

w(ær)√
r

= r−1/2w(ær), R′(r) = −1

2
r−3/2w(ær) + r−1/2w′(ær)æ. (61)Òîãäà

d

dr

(

r2
dR(r)

dr

)

=
d

dr

(

−1

2
r1/2w(ær) + r3/2w′(ær)æ

)

= −1

4
r−1/2w(ær) + r1/2w′(ær)æ + r3/2w′′(ær)æ2 (62)è óðàâíåíèå (60) ïåðåõîäèò â

z2w′′(z) + zw′(z) + [z2 − (l + 1/2)2]w(z) = 0. (63)Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ è îïðåäåëÿåò �óíêöèè Áåññåëÿ ñ èíäåêñîì l+1/2,òàê ÷òî åãî ðåøåíèÿ � ýòî �óíêöèè Jl+1/2(z) è J−l−1/2(z). Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàäèàëüíûå �óíêöèè íàçûâàþòñÿñ�åðè÷åñêèìè �óíêöèÿìè Áåññåëÿ. Ïðèâåäåì èõ ñâîéñòâà ([7℄).4. Ôóíêöèè Áåññåëÿ ïîëóöåëîãî ïîðÿäêà. Ôóíêöèè Áåññåëÿ ðàñêëàäûâàþòñÿ â áåñêîíå÷íûå âåçäå ñõîäÿùèåñÿðÿäû ïî ñòåïåíÿì ñâîåãî àðãóìåíòà:
Jν(z) =

∞
∑

n=0

(−1)n
(z/2)ν+2n

n!Γ(ν + n+ 1)
, (64)ãäå â çíàìåíàòåëå ñòîèò ãàììà-�óíêöèÿ. Îäíàêî �óíêöèè ñ ïîëóöåëûìè èíäåêñàìè ïðè âñåõ öåëûõ l ÿâëÿþòñÿýëåìåíòàðíûìè �óíêöèÿìè. Îíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ äè��åðåíöèàëüíûìè �îðìóëàìè è êîíå÷íûìè ðàçëîæåíèÿ-ìè:

Jl+1/2(z) =

√

2

π
(−1)lzl+1/2 dl

(zdz)l

(

sin z

z

)

=

√

2

πz

l
∑

n=0

(l + n)!

n!(l − n)!(2z)n
cos
(

z +
π

2
(n− l − 1)

)

, (65)
J−l−1/2(z) =

√

2

π
zl+1/2 dl

(zdz)l

(cos z

z

)

=

√

2

πz

l
∑

n=0

(l + n)!

n!(l − n)!(2z)n
cos
(

z +
π

2
(n+ l)

)

. (66)Â îáåèõ ñóììàõ êîñèíóñû àðãóìåíòà, çàâèñÿùåãî îò ïåðåìåííîé ñóììèðîâàíèÿ, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ÷åðåç
cos z è sin z, ïðè êîòîðûõ ìíîæèòåëÿìè áóäóò êîíå÷íûå ñóììû îáðàòíûõ ñòåïåíåé z.Ïðèâåäåì ñíîâà ïåðâûå �óíêöèè:
J1/2(z)=

√

2

πz
sin z, J−1/2(z)=

√

2

πz
cos z, J3/2(z)=

√

2

πz

(

sin z

z
− cos z

)

, J−3/2(z)=

√

2

πz

(

− sin z − cos z

z

)

. (67)5. Ñ�åðè÷åñêèå �óíêöèè Áåññåëÿ. Ñîãëàñíî �îðìóëå (61) îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðàññìîòðåííûå �óíêöèè ïî-ëóöåëîãî ïîðÿäêà. Êîíêðåòíî îïðåäåëÿþò òðè �óíêöèè, íàçûâàåìûå ñîîòâåòñòâåííî ñ�åðè÷åñêèìè �óíêöèÿìèÁåññåëÿ, Íåéìàíà è �àíêåëÿ (èëè ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ðîäà) è èìåþùèìè ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîåïîâåäåíèå ïðè áîëüøèõ àðãóìåíòàõ:
jl(z) =

√

π

2z
Jl+1/2(z) ∼

1

z
cos
(

z − π

2
(l + 1)

)

, (68)
nl(z) = (−1)l+1

√

π

2z
J−l−1/2(z) ∼

1

z
sin
(

z − π

2
(l + 1)

)

, (69)
hl(z) = jl(z) + inl(z) =

eiz

zil+1

l
∑

n=0

(l + n)!

n!(l − n)!

(−1)n

(2iz)n
∼ 1

z
eiz−(πi/2)(l+1) =

i−l−1

z
eiz. (70)Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ñëàãàåòñÿ èç ÷àñòíûõ:

u(r, θ, ϕ) =

∞
∫

0

dæ
∞
∑

l=0

l
∑

m=−l

Ylm(θ, ϕ)[C+
lm(æ)jl(ær) + C−

lm(æ)nl(ær)]. (71)Íàëè÷èå â îáùåì ðåøåíèè äâóõ íàáîðîâ êîý��èöèåíòîâ ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ýòî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âòîðîãîïîðÿäêà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ êîý��èöèåíòîâ íåîáõîäèìî çàäàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþòäåéñòâèå ïåðâè÷íûõ èñòî÷íèêîâ ïîëÿ. 47



6. Ôóíêöèÿ �ðèíà. Óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè �ðèíà óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà (52)
æ2G(~r) + △G(~r) = −δ(~r) (72)ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (1.57) (ïîâòîðèì åãî)

(

1

v2

∂2

∂t2
−△

)

G(t, ~r) =
1

v
δ(t)δ(~r). (73)ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ê íåìó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî âðåìåíè:

G(~r) = v

∞
∫

−∞

eiωtG(t, ~r)dt. (74)Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðàë îò äåëüòà-�óíêöèè îò âðåìåíè äàñò åäèíèöó, îïåðàòîð Ëàïëàñà âðåìåíè íå ñîäåðæèò,à èíòåãðàë îò âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ïîñëå äâóêðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äîáàâèò ìíîæèòåëü
−ω2. Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèþ �ðèíà óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà ìîæíî ïîëó÷èòü èç �óíêöèè �ðèíà âîëíîâîãîóðàâíåíèÿ, âûâåäåííîé â êîíöå ïåðâîé �ëàâû. Íàõîäèì

G(~r) = v

∞
∫

−∞

eiωt
1

4πr
δ(vt− r)dt =

1

4πr
eiær. (75)Ôóíêöèÿ ñ àðãóìåíòîì, ðàâíûì ðàçíîñòè âåêòîðîâ èñòî÷íèêà è ïðèåìíèêà, òî åñòü G(~r−~r0) ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòîéïîäñòàíîâêîé âìåñòî r ìîäóëÿ ðàçíîñòè

|~r − ~r0| =
√

r2 + r20 − 2~r~r0 =
√

r2 + r20 − 2rr0 cos γ, (76)ãäå γ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè. Åãî êîñèíóñ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñ�åðè÷åñêèå óãëû äâóõ âåêòîðîâ:
cos γ = cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 cos(ϕ− ϕ0). (77)Ôóíêöèÿ �ðèíà ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ñ�åðè÷åñêèì �óíêöèÿì Áåññåëÿ:

G(~r − ~r0) =
eiæ|~r−~r0|

4π|~r − ~r0|
=
iæ

4π

∞
∑

l=0

(2l+ 1)Pl(cos γ)jl(ær<)hl(ær>), (78)ãäå r< è r> � ìåíüøåå è áîëüøåå èç r è r0. Âõîäÿùèå â ðàçëîæåíèå (78) ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà òàêæå ðàñêëà-äûâàþòñÿ ïî ñ�åðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì:
Pl(cos γ) =

2

2l+ 1

l
∑

m=0

(2 − δm 0)Plm(cos θ)Plm(cos θ0) cos(m[ϕ− ϕ0]). (79)7. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âîëí. Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò èñòî÷íèêîâ ïîëÿ, òî åñòü ïðè r → ∞ðåøåíèÿ óïðîùàþòñÿ è ïðèíèìàþò õàðàêòåðíóþ �îðìó. Èç âûðàæåíèé äëÿ ñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèé Áåññåëÿ, â÷àñòíîñòè èç �îðìóë (78) è (70) ñëåäóåò, ÷òî â ýòîé àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè âñå ðåøåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíûëèáî eiær/r ëèáî e−iær/r. Óãëîâàÿ æå çàâèñèìîñòü ýòèõ ÷àñòåé ìîæåò áûòü ðàçëè÷íîé. Ñëåäîâàòåëüíî, àñèìï-òîòè÷åñêè âñå õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ âåäóò ñåáÿ òàê:
u(~r) ∼ fdvr(θ, φ)

r
exp(iær) +

fcon(θ, φ)

r
exp(−iær). (80)Äîáàâèâ ìíîæèòåëü e−iωt, ïîëó÷èì àñèìïòîòèêó ìîíîõðîìàòè÷åñêîé ñ�åðè÷åñêîé âîëíû

u(t, ~r) ∼ fdvr(θ, φ)

r
exp(−i[ωt− ær]) +

fcon(θ, φ)

r
exp(−i[ωt+ ær]). (81)Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò ðàñõîäÿùåéñÿ âîëíå, òàê êàê ñ òå÷åíèåì âðåìåíè åå ïîñòîÿííàÿ �àçà óäàëÿåòñÿîò íà÷àëà êîîðäèíàò (â íåé r = r∗ + ωt/æ = r∗ + vt) è óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü, à âòîðîå ñëàãàåìîå îïèñûâàåòñõîäÿùóþñÿ âîëíó (r = r∗ − vt).Â îòëè÷èå îò ïëîñêîé âîëíû â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû ñòîèò òîëüêî ðàäèàëüíîå ðàññòîÿíèå, à íå ðàäèóñ-âåêòîð, òàê êàê ýêñïîíåíòà õàðàêòåðèçóåò òîëüêî ðàäèàëüíóþ çàâèñèìîñòü âîëíû è íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿåå ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Õàðàêòåðèñòèêè íàïðàâëåíèÿ âîëíû, òî åñòü ñ�åðè÷åñêèå óãëû θ è φ, âõîäÿò â àñèìïòîòèêèòîëüêî â àìïëèòóäû ñõîäÿùåéñÿ è ðàñõîäÿùåéñÿ ñ�åðè÷åñêèõ âîëí.48



� 5. Ïîëÿðèçàöèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí1. Ïîëÿðèçàöèÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîë-íà. Çàêðåïèì òî÷êó íàáëþäåíèÿ ~r è íå áóäåì åå ïîñòîÿííûå êîîðäèíàòû óêàçûâàòü â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ âîëíû.Â ýòîì ñëó÷àå íàì áåçðàçëè÷íî, êàêàÿ ýòî âîëíà. Áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ ïðîñòîòû ðàññóæäåíèé, ÷òî âîëíà ïëîñêàÿ.�àññìîòðèì âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîé íàïðÿæåííîñòè, êîòîðûé èìåííî è âîñïðèíèìàåò ÷åëîâå÷åñêèé ãëàç. Äëÿìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû
~E = ~E0 exp(−iωt). (82)Âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òàêîå ÷èñëî α0 è òàêèå äâà âåùåñòâåííûõ âåêòîðà~b1 è~b2, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü òðåáîâàíèÿ

~E0 = (~b1 + i~b2) exp(iα0), ~b1~b2 = 0. (83)Äåéñòâèòåëüíî, îòäåëÿÿ âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè â ðàâåíñòâå (83), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ
~E0

R = ~b1 cosα0 −~b2 sinα0, ~E
0
I = ~b1 sinα0 +~b2 cosα0. (84)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî α0 èçâåñòíî. Òîãäà âåêòîðû ~b1 è ~b2 ëåãêî íàõîäÿòñÿ, òàê êàê ìàòðèöà êîý��èöèåíòîââ ëèíåéíîé ñèñòåìå îðòîãîíàëüíà. Èìååì

~b1 = ~E0
R cosα0 + ~E0

I sinα0, ~b2 = − ~E0
R sinα0 + ~E0

I cosα0. (85)Îñòàåòñÿ ïîòðåáîâàòü ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ýòèõ âåêòîðîâ, òî åñòü
~b1~b2 = [( ~E0

I )2 − ( ~E0
R)2] cosα0 sinα0 + ~E0

R
~E0

I (cos2 α0 − sin2 α0) = 0. (86)Òàêîå óðàâíåíèå âñåãäà èìååò ðåøåíèå, òàê êàê ââåäÿ äâîéíîé óãîë, ïîëó÷èì
tg 2α0 =

2 ~E0
R
~E0

I

( ~E0
R)2 − ( ~E0

I )2
, (87)÷òî îñìûñëåííî ïðè ëþáûõ âåêòîðàõ ~E0

R è ~E0
I (ïðè ( ~E0

R)2 = ( ~E0
I )2 ìîæíî âçÿòü α0 = π/4).Çíà÷åíèÿ α0, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (87) ìîãóò îòëè÷àòüñÿ íà π/2. Ìîæíî âûáðàòü îäíî èç íèõ,èñõîäÿ èç êàêîãî-ëèáî óñëîâèÿ, íàïðèìåð, ÷òîáû âåêòîð ~b1 áûë äëèííåå, ÷åì ~b2, èëè ÷òîáû ýòè âåêòîðû âìåñòåñ íàïðàâëåíèåì âîëíû ñîñòàâëÿëè ïðàâóþ òðîéêó. Ñåé÷àñ äëÿ íàñ ýòîò âûáîð íåñóùåñòâåí.Èòàê, ìû ïðåäñòàâèëè âåêòîð íàïðÿæåííîñòè â âèäå

~E = (~b1 + i~b2) exp(−i(ωt− α0)). (88)Âñïîìèíàÿ, ÷òî �èçè÷åñêèé ñìûñë èìååò ëèøü âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü âåêòîðà (82), íàõîäèì, ÷òî êîíåö ýòîãîâåêòîðà îïèñûâàåò êðèâóþ
Re ~E = ~b1 cos(ωt− α0) +~b2 sin(ωt− α0). (89)Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòà êðèâàÿ � ýëëèïñ.Òàêèì îáðàçîì, ñòðîãî ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà âñåãäà ïîëíîñòüþ ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàíà. Â çàâèñèìî-ñòè îò òîãî, ñîñòàâëÿþò âåêòîðû ~b1 è ~b2 ïðàâóþ èëè ëåâóþ òðîéêó ñ íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ âîëíû è âðàùàåòñÿëè âåêòîð íàïðÿæåííîñòè îò ~b1 ê ~b2 èëè íàîáîðîò, ïîëÿðèçàöèÿ íàçûâàåòñÿ ëåâîé èëè ïðàâîé (îïðåäåëåíèÿ ðàç-íÿòñÿ). Íàïðàâëåíèå òîãî èç âåêòîðîâ ~b1 è ~b2, äëèíà êîòîðîãî áîëüøå, íàçûâàåòñÿ ïëîñêîñòüþ ïîëÿðèçàöèè èëèïëîñêîñòüþ ïðåèìóùåñòâåííûõ êîëåáàíèé ýëåêòðè÷åñêîãî âåêòîðà.Åñëè îäèí èç âåêòîðîâ ~b1 èëè ~b2 îêàçûâàåòñÿ íóëåâûì, òî âåêòîð (82) çà÷åð÷èâàåò îòðåçîê ïðÿìîé è ïî-ëÿðèçàöèÿ � ëèíåéíàÿ (èëè ïëîñêàÿ). Íàïðîòèâ, åñëè äëèíû âåêòîðîâ ñîâïàäàþò, âåêòîð (82) äâèæåòñÿ ïîîêðóæíîñòè, à ïîëÿðèçàöèÿ � êðóãîâàÿ (èëè öèðêóëÿðíàÿ).Îäíàêî, â ïðèðîäå ðåäêî îñóùåñòâëÿþòñÿ ñòðîãî ìîíîõðîìàòè÷åñêèå âîëíû, à ðåàëüíûå ïðèáîðû òåì áîëååíå ìîãóò âûðåçàòü î÷åíü óçêóþ ïîëîñó ïî ÷àñòîòå. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü áîëåå îáùèé ñëó÷àé èäëÿ íåãî ââîäèòü ñïåöèàëüíîå îïèñàíèå ñîñòîÿíèÿ ïîëÿðèçàöèè.2. Ïî÷òè ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà. Ïðåäñòàâèì ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç �èêñèðîâàííóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâàâîëíó �óíêöèåé

~E = ~E0(t) exp(−iωt). (90)Êîíå÷íî, òàê ìîæíî èçîáðàçèòü ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíóþ âåêòîð-�óíêöèþ. Çäåñü áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî àìïëèòó-äà ~E0(t) ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì äîñòàòî÷íî ìåäëåííî. Äåëî â òîì, ÷òî îáû÷íî ÷àñòîòû ω î÷åíü âåëèêè. Íàïðèìåð,äëèíå âîëíû λ = 5000 àíãñòðåì ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòîòà ω = 2πc/λ = 6.28 · 3 · 1010/(5 · 10−5) = 3.6 · 1015, òàê ÷òî çà49



1 ñåêóíäó ïðîõîäèò 1015 ïåðèîäîâ ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè. ×àñòîòà åùå áîëüøå â ÓÔ è ðåíòãåíîâñêîì äèàïàçî-íàõ. Äàæå â ðàäèîäèàïàçîíå ÷àñòîòû èçìåðÿþòñÿ â ìåãàãåðöàõ. Âîò ïî ñðàâíåíèþ ñ ýòîé áûñòðîé ýêñïîíåíòîéàìïëèòóäà ìåíÿåòñÿ ìåäëåííî, êîëåáëÿñü âîêðóã êàêîãî�ëèáî ñðåäíåãî. Ïîñòîÿííûå æå âðåìåíè îáû÷íûõ ïðè-áîðîâ èçìåðÿþòñÿ äîëÿìè ñåêóíäû.Îòëè÷èå âîëí îò ñòðîãî ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ìîæåò ïðîèñõîäèòü â ðåçóëüòàòå ñìåøåíèÿ íåêîãåðåíòíûõ (òîåñòü èäóùèõ îò íåçàâèñèìûõ èñòî÷íèêîâ) âîëí îäíîé ÷àñòîòû èëè âîëí áëèçêèõ ÷àñòîò, íå ðàçëè÷èìûõ ïðèáî-ðîì.Âûáåðåì íåêîòîðóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò (x, y) â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèþ ðàñ-ïðîñòðàíåíèÿ âîëíû òàê, ÷òîáû îñè êîîðäèíàò ñîñòàâëÿëè ñ íàïðàâëåíèåì âîëíû ïðàâóþ òðîéêó. Ýòó ñèñòåìóìîæíî ïðèíÿòü â êà÷åñòâå áàçèñà, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïîëÿðèçàöèîííûì. �àçëîæèì âåêòîð ~E ïî îðòàì áàçèñàè ïðåäñòàâèì åãî â âèäå ñòîëáöà
~E =

(

Ex

Ey

)

=

(

E0
x(t)

E0
y(t)

)

e−iωt. (91)Çäåñü óæå íåâîçìîæíî ââåñòè âåêòîðû ~b1 è ~b2, òàê êàê �àçà α0 âñå âðåìÿ ìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó îïèñàíèå ïîëÿðè-çàöèè òàêîé âîëíû áîëåå ñëîæíî.3. Ïîëÿðèçàöèîííàÿ ìàòðèöà è ïàðàìåòðû Ñòîêñà. Îïðåäåëèì äëÿ ïî÷òè ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû ñëå-äóþùóþ ìàòðèöó êàê ñðåäíåå îò äèàäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
Š =

c

8π
~E ~E† =

c

8π

(

|Ex|2 E∗
xEy

ExE∗
y |Ey|2

)

. (92)Ïîñêîëüêó ýêñïîíåíöèàëüíûå ìíîæèòåëè ïðè ïåðåìíîæåíèè ñîïðÿæåííûõ ïðîåêöèé âåêòîðà èñ÷åçàþò, â ýòèõ�îðìóëàõ ìîæíî ïèñàòü, à ìîæíî íå ïèñàòü (êàê ìû ñäåëàëè) íîëèê ó ýòèõ ïðîåêöèé, òî åñòü âñå ðàâíî, ÷òîáðàòü: ñàì âåêòîð èëè åãî àìïëèòóäó. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ (92) ïîëó÷àåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé êâàäðàòíîé ìàòðè-öåé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ (âîîáùå ãîâîðÿ) ÷åòûðüìÿ íåçàâèñèìûìè ïàðàìåòðàìè. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå óñðåäíåíèÿìàòðèöó óæå íåëüçÿ (îïÿòü-òàêè âîîáùå ãîâîðÿ) ïðåäñòàâèòü äèàäíûì ïðîèçâåäåíèåì.Íàðÿäó ñ ïîëÿðèçàöèîííîé ìàòðèöåé ñîñòîÿíèå ïîëÿðèçàöèè ïî÷òè ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû ìîæíî îïè-ñûâàòü ïàðàìåòðàìè Ñòîêñà. ×åðåç íèõ ìàòðèöà (92) âûðàæàåòñÿ òàê
Š =

1

2

(

I +Q U − iV
U + iV I −Q

)

. (93)Çäåñü ýëåìåíòû ìàòðèöû âûðàæåíû ÷åðåç ÷åòûðå ïàðàìåòðà Ñòîêñà I,Q, U, V . Íàïèøåì îáðàòíûå âûðàæå-íèÿ ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà ÷åðåç ýëåìåíòû ìàòðèöû è òåì ñàìûì ÷åðåç íàïðÿæåííîñòü âîëíû. Ýòè âûðàæåíèÿñëåäóþùèå:
I =

c

8π
(|Ex|2 + |Ey|2), Q =

c

8π
(|Ex|2 − |Ey|2), (94)

U =
c

8π
(E∗

xEy + ExE∗
y), V = i

c

8π
(E∗

xEy − ExE∗
y). (95)Îáû÷íî ïîëÿðèçàöèîííûå ìàòðèöû èñïîëüçóþòñÿ â �èçè÷åñêèõ ðàáîòàõ. Â àñòðî�èçèêå æå ãîðàçäî áîëååóïîòðåáèòåëüíû ïàðàìåòðû Ñòîêñà. Èõ ïðåèìóùåñòâî â òîì, ÷òî îíè âñå âåùåñòâåííû. Êðîìå òîãî, èõ îáû÷íîïðåäñòàâëÿþò â âèäå ñòîëáöà ñ ÷åòûðüìÿ ýëåìåíòàìè è èõ ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ èçìåíåíè-ÿõ îïèñàíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷åòûðåõìåðíûõ ìàòðèö, à íå ñ ïîìîùüþ òåíçîðîâ ÷åòâåðòîãî ðàíãà,êàê â ñëó÷àå ìàòðèö. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿðèçàöèè ÷åðåç ïàðàìåòðû Ñòîêñà çíà÷èòåëüíî áîëååíàãëÿäíî.4. Ñâîéñòâà ïîëÿðèçàöèîííîé ìàòðèöû è ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà. Ýòè ñâîéñòâà ñâÿçàíû ñ äâóìÿ îáñòîÿòåëü-ñòâàìè. Âî-ïåðâûõ, ñ óñðåäíåíèåì ýëåìåíòîâ äèàäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî âðåìåíè, à âî-âòîðûõ, ñ ïðåîáðàçîâàíè-ÿìè ýòèõ ýëåìåíòîâ ïðè ïîâîðîòàõ îðòîâ ïîëÿðèçàöèîííîãî áàçèñà. Ïåðå÷èñëèì òàêèå ñâîéñòâà.1) Âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

det Š =
c2

(8π)2
[|Ex|2|Ey|2 − |E∗

xEy|2] ≥ 0. (96)Ýòî íåðàâåíñòâî, åñëè ðàñïèñàòü óñðåäíåíèå ÷åðåç èíòåãðàëû ïî âðåìåíè (òî åñòü ïî ïåðèîäó, äåëåííûå íàâåëè÷èíó ýòîãî ïåðèîäà), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùåãî íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî (èëèØâàðöà). Åãî àíàëîãîì ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî, âûðàæàþùåå óòâåðæäåíèå, ÷òî ìîäóëü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿâåêòîðîâ ìåíüøå ïðîèçâåäåíèÿ íîðì (äëèí) ýòèõ âåêòîðîâ.×åðåç ïàðàìåòðû Ñòîêñà íåðàâåíñòâî (96) ïðåäñòàâëÿåòñÿ òàê:
4 det Š = I2 −Q1 − U2 − V 2 ≥ 0. (97)50



Ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâî â íåì äîñòèãàåòñÿòîëüêî òîãäà, êîãäà óñðåäíåííûå âåëè÷èíû îñòàþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûìè, à ýòî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè âîëíàìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (96) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì íåðàâåíñòâîì. Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî â (96)(èëè â (97)) åñòü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìîíîõðîìàòè÷íîñòè âîëíû è ïîëíîé åå ïîëÿðèçàöèè (âîáùåì ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîé).2) Ïðè ïîâîðîòå îðòîâ ïîëÿðèçàöèîííîãî áàçèñà íà íåêîòîðûé óãîë êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ïðåîáðàçóþòñÿñ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöåé. Ïðåîáðàçóþòñÿ è ýëåìåíòû ìàòðèö, â ÷àñòíîñòè, ïîëÿðèçàöèîííîé ìàòðèöû. Ïðèýòîì íåêîòîðûå âåëè÷èíû, ñâÿçàííûå ñ ìàòðèöàìè íå èçìåíÿþòñÿ. Íàïðèìåð, íå ìåíÿþòñÿ ñîáñòâåííûå çíà-÷åíèÿ (ñ.ç.) ìàòðèö, à òàêæå òàêèå êîìáèíàöèè èõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ýòè çíà÷åíèÿ. Êàê èçâåñò-íî, êîý��èöèåíòàìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, èç êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ ñ.ç., ÿâëÿþòñÿ ñëåä ìàòðèöû è ååîïðåäåëèòåëü. Ó ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà âñåãî äâà êîý��èöèåíòà, òàê ÷òî óêàçàííûìè äâóìÿ âåëè÷èíàìèèñ÷åðïûâàþòñÿ èíâàðèàíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.Èòàê, èíâàðèàíòàìè ïðè ïîâîðîòå îñåé ïîëÿðèçàöèîííîãî áàçèñà îñòàþòñÿ ñëåäóþùèå âåëè÷èíû.à) Îïðåäåëèòåëü, òî åñòü I2 −Q2−U2−V 2, êîìáèíàöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ìîíîõðîìàòè÷íîñòü èëè íåìîíîõðî-ìàòè÷íîñòü âîëíû.á) Ñëåä ìàòðèöû, òî åñòü èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ I.â) Íî ó ìàòðèöû (93) åñòü åùå îäèí èíâàðèàíò, ñâÿçàííûé ñ òåì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ, îòðàæàþùèå ïîâî-ðîò áàçèñà, âåùåñòâåííû. Ïîýòîìó âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ìàòðèöû ïðåîáðàçóåòñÿ â âåùåñòâåííóþ, à ìíèìàÿ � âìíèìóþ. Ïîñêîëüêó ìíèìîé ÷àñòüþ ìàòðèöû (93) ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïàðàìåòð V , îí òàêæå èíâàðèàíòåí.ã) Êàê ñëåäñòâèå èíâàðèàíòíîñòè òðåõ óêàçàííûõ âåëè÷èí îêàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé è ñóììà Q2 + U2.Áîëåå ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå ðàçëè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëÿðèçàöèîííûõ ìàòðèö è âåêòîðîâ Ñòîêñà äà-åòñÿ íèæå.5. Ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàìåòðîâ ïðè ïîâîðîòå. Èíâàðèàíòíûå âåëè÷èíû, îñòàþùèåñÿ íåèçìåííûìè ïðè ïî-âîðîòå ïîëÿðèçàöèîííûõ îðòîâ, íàì óäàëîñü âûÿâèòü íå âûïèñûâàÿ ñàìèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëÿðèçàöèîííûõïàðàìåòðîâ. Íàéäåì òåïåðü ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ.Ïóñòü ïîëÿðèçàöèîííûå îðòû ïîâåðíóòû íà óãîë φ. Òîãäà íîâûå (îòìå÷àåìûå øòðèõàìè) è ñòàðûå îðòû,êàê èçâåñòíî, ñâÿçàíû �îðìóëàìè
~e1
′ = cosφ~e1 + sinφ~e2, ~e2

′ = − sinφ~e1 + cosφ~e2. (98)Ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæåííîñòè, ò. å. êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ åå ïî äâóì áàçèñàì, ñâÿçàíû òî÷íî òàêèìè æå�îðìóëàìè. Îáà ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîé �îðìå. Äëÿ íàïðÿæåííîñòåé ýòî
~E′ = Ǎ(φ) ~E, (99)ãäå ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (êîìïëåêñíîãî âåêòîðà)

Ǎ(φ) =

(

cosφ sinφ
− sinφ cosφ

)

. (100)Ýëåìåíòû ïîëÿðèçàöèîííîé ìàòðèöû, ïîñòðîåííîé êàê äèàäíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòè, ïðå-îáðàçóþòñÿ ñîãëàñíî çàêîíó ïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàòîðîâ:
Š′ = Ǎ(φ)ŠǍT(φ). (101)Ïîñêîëüêó îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà âåùåñòâåííà, åå îáðàòíàÿ ðàâíà ýðìèòîâî ñîïðÿæåííîé, ýðìèòîâî ñîïðÿæå-íèå ñâîäèòñÿ ê òðàíñïîíèðîâàíèþ, à ïîñëåäíåå � ê èçìåíåíèþ çíàêà ó àðãóìåíòà φ.Ïåðåéäÿ îò ïîëÿðèçàöèîííîé ìàòðèöû ê ïàðàìåòðàì Ñòîêñà, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà ýòèõïàðàìåòðîâ ïðè ïîâîðîòå ïîëÿðèçàöèîííûõ îðòîâ









I ′

Q′

U ′

V ′









= L̂(φ)









I
Q
U
V









(102)îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ìàòðèöû, êîòîðóþ ÷àñòî íàçûâàþò ìàòðèöåé ×àíäðàñåêàðà:
L̂(φ) =









1 0 0 0
0 cos(2φ) sin(2φ) 0
0 − sin(2φ) cos(2φ) 0
0 0 0 1









. (103)51



Ïðè âåùåñòâåííûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ èç ÷åòûðåõ ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà ïðåîáðàçóþòñÿ òîëüêî äâà,ïðè÷åì ñ óäâîåííûì óãëîì. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ èçâåñòíîé óæå èíâàðèàíòíîñòüþ ïàðàìåòðîâ I è V , à òàêæå ñóììû
Q2 + U2.6. Íàáëþäàåìàÿ èíòåíñèâíîñòü è ïîëÿðèçàöèÿ. Ïîñìîòðèì òåïåðü, êàê ìîæíî íàáëþäàòü ïîëÿðèçàöèþâîëíû è êàê îòðàæàåòñÿ íàëè÷èå ïîëÿðèçàöèè íà ïîêàçàíèÿõ ïðèáîðîâ.Èçìåðåíèå èíòåíñèâíîñòè (òî÷íåå ïîòîêîâ) èçëó÷åíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè �îòîìåòðîâ. Ýòè ïðèáî-ðû ñàìè íå ìîãóò îòëè÷èòü ïîëÿðèçîâàííîå èçëó÷åíèå îò íåïîëÿðèçîâàííîãî. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëÿðèçàöèèïðèìåíÿþòñÿ àíàëèçàòîðû�ïîëÿðîèäû, êîòîðûå ïðîïóñêàþò èçëó÷åíèå, ïîëÿðèçîâàííîå â îäíîé ïëîñêîñòè, è íåïðîïóñêàþò ïîëÿðèçîâàííîå â ïåðïåíäèêóëÿðíîé. Òàêèìè ïîëÿðîèäàìè äëÿ âèäèìîãî ñâåòà ìîãóò ñëóæèòü ïëà-ñòèíêè èç èñëàíäñêîãî øïàòà èëè ïîëÿðèçàöèîííûå ïðèçìû. �îðàçäî òðóäíåå èçìåðÿòü ïîëÿðèçàöèþ â ðåíòãåíå,òàì èñïîëüçóåòñÿ ý��åêò Êîìïòîíà. Çäåñü ïðè òåîðåòè÷åñêîì ðàññìîòðåíèè ÿâëåíèÿ íà ïðèáîðíûõ ïðîáëåìàõíå îñòàíàâëèâàåìñÿ.Ïðè âðàùåíèè àíàëèçàòîðà ÷åðåç íåãî áóäóò ïðîõîäèòü ðàçíûå äîëè ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî,ïî ïîêàçàíèÿì �îòîìåòðà, ñòîÿùåãî çà àíàëèçàòîðîì, ìîæíî ñóäèòü î ñîñòîÿíèè ïîëÿðèçàöèè âîëíû.Îäíàêî, àíàëèçàòîð íå â ñîñòîÿíèè èçìåðèòü êðóãîâóþ ïîëÿðèçàöèþ èëè äàæå óñòàíîâèòü åå ïðèñóòñòâèå,òàê êàê êðóãîâàÿ ïîëÿðèçàöèÿ íå äàåò ý��åêòà ïðè âðàùåíèè àíàëèçàòîðà. Íàäî êàê�òî ïðåâðàòèòü êðóãîâóþïîëÿðèçàöèþ â ëèíåéíóþ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ ïëàñòèíêè èç âåùåñòâ, âðàùàþùèõ ïëîñêîñòü ïîëÿðèçàöèè,òî åñòü äîáàâëÿþùèõ ðàçíîñòü �àç ìåæäó ñîñòàâëÿþùèìè âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè. Òàêèìè âåùåñòâàìè ÿâëÿ-þòñÿ êâàðö è äðóãèå êðèñòàëëè÷åñêèå ìèíåðàëû, à òàêæå íåêîòîðûå îðãàíè÷åñêèå âåùåñòâà, íàïðèìåð, ñàõàð.Îáû÷íî íàáëþäàòåëè ïðèìåíÿþò òàê íàçûâàåìóþ ïëàñòèíêó â ÷åòâåðòü âîëíû, ïîâîðà÷èâàþùóþ ïëîñêîñòüïîëÿðèçàöèè íà 90◦ è ïåðåâîäÿùóþ êðóãîâóþ ïîëÿðèçàöèþ ïîëíîñòüþ â ëèíåéíóþ. Íî â òåîðèè áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî äîáàâëÿåìàÿ �àçà ïðîèçâîëüíà.Èòàê, ïóñòü ïî÷òè ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà (91) ïàäàåò íà �îòîìåòð, ïðåäâàðèòåëüíî ïðîéäÿ ÷åðåç ïëàñòèí-êó, äîáàâèâøóþ åé ðàçíîñòü �àç δ ìåæäó Ex è Ey, è ÷åðåç àíàëèçàòîð, îñü êîòîðîãî (òî åñòü òàêîå íàïðàâëåíèå,÷òî åñëè ïàäàåò ïîëÿðèçîâàííîå â ýòîì íàïðàâëåíèè èçëó÷åíèå, òî îíî ïîëíîñòüþ ïðîõîäèò) ïîâåðíóòà íà óãîë
ψ ê îñè x. Íàäî íàéòè, êàêóþ èíòåíñèâíîñòü I(ψ, δ) â çàâèñèìîñòè îò ψ è δ èçìåðèò �îòîìåòð.Ïîñëå ïëàñòèíêè âîëíà (91) ïðåâðàòèòñÿ â

~Eδ =

(

Ex

Eye
iδ

)

. (104)×åðåç àíàëèçàòîð ïðîéäåò íå âñå èçëó÷åíèå, à òîëüêî ÷àñòü, êîëåáàíèÿ êîòîðîé ïàðàëëåëüíû îñè àíàëèçàòîðà,òî åñòü âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ñïðîåöèðóåòñÿ íà ýòó îñü. Ïðåäñòàâèì ýòî íàïðàâëåíèå âåêòîðîì-ñòîëáöîì
~l =

(

cosψ
sinψ

)

. (105)Òîãäà ïðîøåäøàÿ âîëíà áóäåò èìåòü íàïðÿæåííîñòü ~l † ~Eδ. Âñïîìíèì, ÷òî �èçè÷åñêèé ñìûñë èìååò òîëüêî âåùå-ñòâåííàÿ ÷àñòü âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè, à �îòîìåòð èçìåðÿåò óñðåäíåííóþ ïî âðåìåíè êâàäðàòè÷íóþ âåëè÷èíó:
I(ψ, δ) =

c

4π
(Re ~l † ~Eδ)2 =

c

16π

[

~l †( ~Eδ + ~E∗
δ )

]2

=
c

16π

[

(~l † ~Eδ)2 + (~l † ~E∗
δ )

2 + 2(~l † ~Eδ)(~l † ~E∗
δ )

]

. (106)�àññìîòðèì ïî î÷åðåäè òðè ñëàãàåìûõ â ïîñëåäíèõ êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ. Ïåðâûå äâà èç íèõ ðàâíû íóëþ, òàêêàê êâàäðàò âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ñîäåðæèò ìíîæèòåëü e−2iωt, à êâàäðàò ñîïðÿæåííîãî âåêòîðà ïðîïîðöèî-íàëåí e2iωt. Îáå ýêñïîíåíòû ïðè óñðåäíåíèè äàþò íóëü. Îñòàåòñÿ òîëüêî ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íàïðÿæåííîñòèíà åãî ñîïðÿæåííûé.Òàê êàê óñðåäíÿòü íàäî íàïðÿæåííîñòü, à íå âåêòîð ~l èëè �àçó δ, òî ïîñòàðàåìñÿ âûíåñòè ýòè âåëè÷èíûèç�ïîä çíàêà óñðåäíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçóåì ñîìíîæèòåëè. Ïåðâûé
~l † ~Eδ = cosψ ~Ex + sinψ ~Eye

iδ = ~l †δ
~E, (107)ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

~lδ =

(

cosψ
sinψe−δ

)

. (108)Âî âòîðîì ñîìíîæèòåëå ýðìèòîâî ñîïðÿæåííîé âåëè÷èíîé ñäåëàåì âåêòîð íàïðÿæåííîñòè:
~l † ~E∗

δ = cosψ ~E∗
x + sinψ ~E∗

ye
−iδ = ~E†~lδ. (109)Ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ñîìíîæèòåëåé ìîæíî ïðåäñòàâèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè ïðîèçâå-äåíèÿ ìàòðèö, â âèäå

(~l † ~Eδ)(~l
† ~E∗

δ ) = (~l †δ
~E)( ~E†~lδ) = ~l †δ ( ~E ~E†)~lδ. (110)52



Òîãäà ïîñëå óñðåäíåíèÿ ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïîëÿðèçàöèîííîé ìàòðèöû (92) ïîëó÷èòñÿ ïðîñòàÿ �îðìóëà
I(ψ, δ) = ~l †δ Š

~lδ. (111)Âûðàçèì ýòó èíòåíñèâíîñòü ÷åðåç ïàðàìåòðû Ñòîêñà. Ïîäñòàâèâ â (111) âûðàæåíèå (93) è ïðîâåäÿ ïðîñòóþ,õîòÿ è äîâîëüíî ãðîìîçäêóþ âûêëàäêó, ïîëó÷èì
I(ψ, δ) =

1

2
[I +Q cos 2ψ + U sin 2ψ cos δ − V sinψ sin δ]. (112)Ìèíóñ ïåðåä ïàðàìåòðîì V îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ �àçà áûëà ââåäåíà â Ey, à íå â Ex.7. ×àñòíûå ñëó÷àè ïîëÿðèçàöèè. Èìåÿ îáùóþ �îðìóëó äëÿ íàáëþäàåìîé èíòåíñèâíîñòè, ìû ìîæåì ðàñ-ñìîòðåòü, êàêèå ïàðàìåòðû õàðàêòåðèçóþò îïðåäåëåííóþ ïîëÿðèçàöèþ. Íà÷íåì ñ ñàìîãî ïðîñòîãî ñëó÷àÿ, êîãäàèçëó÷åíèå íåïîëÿðèçîâàíî.1) Íåïîëÿðèçîâàííîå èçëó÷åíèå. Òàêîå èçëó÷åíèå íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòü,êîòîðóþ ðåãèñòðèðóåò �îòîìåòð, íå çàâèñèò íè îò óãëà àíàëèçàòîðà, íè îò ðàçíîñòè �àç, òàê êàê íàïðàâëåíèÿêîëåáàíèé ýëåêòðè÷åñêîé íàïðÿæåííîñòè ñîâåðøåííî õàîòè÷íû. ßñíî, ÷òî òàêîå ïîëîæåíèå âîçìîæíî ëèøü ïðèóñëîâèè, ÷òî Q = U = V = 0, òî åñòü âñå ïàðàìåòðû Ñòîêñà, êðîìå èíòåíñèâíîñòè, ðàâíû íóëþ.Ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé � ïîëíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ, óæå ðàññìîòðåííûé âûøå, êîãäà âîëíà ñòðîãî ìîíîõðî-ìàòè÷åñêàÿ. Çäåñü ïðèìåíèì ðàçâèòûé àïïàðàò.2) Ïîëíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ïîëÿðèçàöèÿ. Çàäàäèì âåêòîðû ~b1 è ~b2 êîîðäèíàòàìè â âûáðàííîì ïîëÿðèçàöèîí-íîì áàçèñå:

~b1 = b1

(

cosα
sinα

)

, ~b2 = b2

(

− sinα
cosα

)

. (113)×èñëà b1 è b2 ìîãóò ïðè ýòîì áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûìè, òàê è îòðèöàòåëüíûìè.Òîãäà ïîëÿðèçàöèîííàÿ ìàòðèöà äëÿ íàïðÿæåííîñòè (88)
Š =

c

8π
(~b1 + i~b2)(~b

†
1 − i~b †2 ) =

c

8π

(

b1 cosα+ ib2 sinα
b1 sinα− ib2 cosα

)

(b1 cosα− ib2 sinα b1 sinα+ ib2 cosα) =

=
c

8π

(

b21 cos2 α+ b22 sin2 α (b21 − b22) cosα sinα− ib1b2
(b21 − b22) cosα sinα+ ib1b2 b21 sin2 α+ b22 cos2 α

)

. (114)Ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà
I =

c

8π
(b21 + b22), Q =

c

8π
(b21 − b22) cos 2α, (115)

U =
c

8π
(b21 − b22) sin 2α, V =

c

8π
2b1b2. (116)Îòñþäà âûòåêàþò ïîäñëó÷àè ïîëíîé ïîëÿðèçàöèè.3) Ëèíåéíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ. Ýëëèïñ âûðîæäàåòñÿ â îòðåçîê, êîãäà îäíà èç âåëè÷èí b1 èëè b2 îáðàùàåòñÿ â íóëü(îáà îáðàòèòüñÿ â íóëü îíè íå ìîãóò). È â òîì è â äðóãîì ñëó÷àå èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ è ñëåäîâàòåëüíî

V = 0.4) Êðóãîâàÿ ïîëÿðèçàöèÿ. Íàïðîòèâ, åñëè ïðè îòñóòñòâèè äîïîëíèòåëüíîé �àçû íàáëþäàåìàÿ èíòåíñèâíîñòüíå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ àíàëèçàòîðà, òî åñòü ïîëÿðèçàöèÿ êðóãîâàÿ, òî äîëæíî áûòü Q = U = 0.Âî âñåõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî ïîëÿðèçàöèÿ ÷àñòè÷íàÿ. Åå îäíàêî ìîæíî ñâåñòè ê ðàññìîòðåííûìñëó÷àÿì, ÷òî ìû è ñäåëàåì íèæå, íî ïåðåä ýòèì ðàññìîòðèì, êàêèå èçìåíåíèÿ ïîëÿðèçàöèè âûçûâàþò ïåðåìåíóçíàêîâ ó ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà, õàðàêòåðèçóþùèõ ýòó ïîëÿðèçàöèþ.8. Äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà. Ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà ïðè ïîâîðîòå ïî-ëÿðèçàöèîííîãî áàçèñà îòíîñèòñÿ ê íåïðåðûâíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì, òàê êàê óãîë ïîâîðîòà ìîæåò áûòü ëþáûìè ñêîëü óãîäíî ìàëûì. Äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âûçûâàþòñÿ îòðàæåíèÿìè îñåé êîîðäèíàò è ïåðåìåíîé èõïîðÿäêà. Çäåñü ðàññìîòðèì èìåííî òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ.Åñëè ìû ïðîñòî ìåíÿåì áàçèñ ïðè �èêñèðîâàííîé ïîëÿðèçàöèè âîëíû, òî ïàðàìåòðû Ñòîêñà èçìåíÿþòñÿ,íî îïèñûâàþò îíè òî æå ñàìîå ñîñòîÿíèå. Ìû æå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçíûå ñîñòîÿíèÿ ïðè�èêñèðîâàííîì áàçèñå, íî îïèñûâàåìûå ïàðàìåòðàìè ñ ðàçíûìè çíàêàìè.Íà÷íåì ñ ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñ÷èòàÿ ïîëÿðèçàöèþ ïîëíîé è ïåðåõîäÿ ê áîëåå ñëîæíûì ïî î÷åðåäè.Ïàðàìåòðû Ñòîêñà áóäåì ðàñïîëàãàòü â âèäå âåêòîðà-ñòîëáöà ñ ÷åòûðüìÿ êîìïîíåíòàìè. Èíòåíñèâíîñòè äâóõâîëí áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíûìè.Çàìåòèì, ÷òî îòðàæåíèå îáåèõ îñåé êîîðäèíàò èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, èçìåíåíèå çíàêîâ îáîèõ ÷èñåë b1 è b2ñâîäèòñÿ ê ïîâîðîòó áàçèñà íà óãîë π è íå èçìåíÿåò ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà.53



1) Äâà âåêòîðà Ñòîêñà îòëè÷àþòñÿ òîëüêî çíàêàìè ïàðàìåòðîâ Q è U . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëà b1 è b2 óäâóõ âîëí ïîìåíÿíû ìåñòàìè, òî åñòü ýëëèïñû èõ èìåþò îäíó �îðìó è ðàçìåð, íî ïîâåðíóòû äðóã îòíîñèòåëüíîäðóãà íà óãîë π/2.2) Îòëè÷èå � â çíàêàõ ïàðàìåòðà V . Ó âîëí ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè îäíîãî èç ÷èñåë b1 èëè b2, òî åñòüïðîòèâîïîëîæíû íàïðàâëåíèÿ îäíîãî èç âåêòîðîâ ~b1 èëè ~b2. Çíà÷èò, âåêòîðû ýëåêòðè÷åñêîé íàïðÿæåííîñòèâîëí âðàùàþòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû.3) Åñëè ó âîëí ïðîòèâîïîëîæíû çíàêè òðåõ ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà, òî ýòî êîìáèíàöèÿ äâóõ ïðåäûäóùèõ ñëó÷à-åâ. Ýëëèïñû âîëí ïîâåðíóòû íà ïðÿìîé óãîë è ýëåêòðè÷åñêèå âåêòîðû âðàùàþòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû.Òàêèå ïîëÿðèçàöèè âîëí íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè.9. Ïðåäñòàâëåíèå îáùåé ïîëÿðèçàöèè ÷åðåç ÷àñòíûå ñëó÷àè. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ó íåêîãåðåíòíûõ ïó÷êîâèçëó÷åíèÿ ñêëàäûâàþòñÿ íå íàïðÿæåííîñòè ïîëåé, à êâàäðàòè÷íûå, ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Ýòî îòíî-ñèòñÿ è ê ïàðàìåòðàì Ñòîêñà. Â ýòîì ïóíêòå ïðåäñòàâèì ïðîèçâîëüíî ïîëÿðèçîâàííûé ïó÷îê èçëó÷åíèÿ êàêòàêóþ ñóììó íåêîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ñ áîëåå ïðîñòîé ïîëÿðèçàöèåé.1) Ïîëíîñòüþ ïîëÿðèçîâàííûé è åñòåñòâåííûé. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
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, (117)ãäå Rd =
√

Q2 + U2 + V 2. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíî ïîëÿðèçîâàííûé ïó÷îê èçëó÷åíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòüêàê ñóììó ïîëíîñòüþ ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííîãî ïó÷êà è ïó÷êà åñòåñòâåííîãî èçëó÷åíèÿ. Â ñèëó íåðàâåí-ñòâà (97) èíòåíñèâíîñòü ïîñëåäíåãî íåîòðèöàòåëüíà.2) Äâà ïó÷êà ñ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûìè ïîëÿðèçàöèÿìè. Íåòðóäíî òàêæå ïðîâåðèòü è ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî
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. (118)Çäåñü ñêëàäûâàþòñÿ äâà ïîëíîñòüþ ïîëÿðèçîâàííûõ ïó÷êà íåîòðèöàòåëüíîé èíòåíñèâíîñòè. Ïðè ýòîì óíèõ âñå ïàðàìåòðû Ñòîêñà ðàâíû ïî ìîäóëþ (òî÷íåå ïðîïîðöèîíàëüíû), íî ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå ïî-ëÿðèçàöèþ, èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè, òî åñòü ïîëÿðèçàöèè îðòîãîíàëüíû. Ó íèõ, êàê ïîêàçàíî âûøå,ïðîòèâîïîëîæíû íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè è ïåðïåíäèêóëÿðíû ïîëîæåíèÿ ïëîñêîñòåéïðåèìóùåñòâåííûõ êîëåáàíèé. Ñêëàäûâàþùèåñÿ ïó÷êè ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàþòñÿ íåêîãåðåíòíûìè, òî åñòü íåçà-âèñèìûìè, ïðîèñõîäÿùèìè îò ðàçíûõ èñòî÷íèêîâ.10. Äðóãèå ïàðàìåòðû. Ââîäÿòñÿ òàêæå è äðóãèå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå ñîñòîÿíèå ïîëÿðèçàöèè èç-ëó÷åíèÿ. Ýòî ñòåïåíè îáùåé P , ëèíåéíîé p è êðóãîâîé ps ïîëÿðèçàöèè:
P =

Rd

I
, p =

rd
I
, ps =

V

I
, rd =

√

Q2 + U2, (119)à òàêæå ïîçèöèîííûé óãîë α, òî åñòü óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ ïðåèìóùåñòâåííûõ êîëåáàíèé è âûáðàííîé îñüþàáñöèññ, è ñòåïåíü ýëëèïòè÷íîñòè εs. Äâå ïîñëåäíèå âåëè÷èíû îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç òàíãåíñû
tg 2α = U/Q, tg εs = V/rd. (120)� 6. Îñîáûå òî÷êè ïîëÿ ïîëÿðèçàöèè1. Ïîëå ïîëÿðèçàöèè. Èçëó÷åíèå, èäóùåå îò ìíîãèõ ïðèðîäíûõ îáúåêòîâ, ïîëÿðèçîâàíî. Â ÷àñòíîñòè, óæåäàâíî èçìåðÿåòñÿ ïîëÿðèçàöèÿ èçëó÷åíèÿ àñòðî�èçè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Êàê ïðàâèëî, ýòè îáúåêòû íà íåáåñíîìñâîäå çàíèìàþò íåáîëüøóþ îáëàñòü. Ïîëÿðèçîâàíî èçëó÷åíèå äíåâíîãî íåáà. Îäíàêî èìååòñÿ îäèí îáúåêò, êîòî-ðûé îáíèìàåò âñþ íåáåñíóþ ñ�åðó. Ýòî òàê íàçûâàåìîå ðåëèêòîâîå èçëó÷åíèå (�È), îñòàâøååñÿ îò ïðåäûäóùèõýïîõ ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé, êîãäà âåùåñòâî è èçëó÷åíèå áûëè ãîðÿ÷èìè. Ñåé÷àñ ýòî èçëó÷åíèå îñòûëî è èìååòòåìïåðàòóðó âñåãî 2.7 Ê (ãðàäóñîâ ïî øêàëå Êåëüâèíà). �È áûëî îáíàðóæåíî â 1964 ãîäó è ñ òåõ ïîð èíòåíñèâíîèçó÷àåòñÿ.Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëèñü íàáëþäåíèÿ ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè �È. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîëîæåíèå ïëîñêîñòåéïîëÿðèçàöèè îòðàæàåò äâèæåíèå ìàññ â ýïîõó �îðìèðîâàíèÿ êðóïíîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð Âñåëåííîé, ò. å. ãà-ëàêòèê è èõ ñêîïëåíèé. Ïîêà èçìåðåíèÿ ñäåëàíû ëèøü â îòäåëüíûõ ïëîùàäêàõ, íî â íå î÷åíü äàëåêîì âðåìåíèòàêèå èçìåðåíèÿ ïîêðîþò âñå íåáî. Èçìåðåíèå ïîëÿðèçàöèè �È ïîçâîëèò óòî÷íèòü êîñìîëîãè÷åñêèå ïàðàìåòðû[8℄ è òåîðèþ îáðàçîâàíèÿ êðóïíîìàñøòàáíîé ñòðóêòóðû Âñåëåííîé.54



Èçâåñòíî, ÷òî ïîëå íàïðàâëåíèé ëèíåéíîé (ïëîñêîé) ïîëÿðèçàöèè ìîæåò áûòü âåñüìà ñëîæíûì. Â ñâÿçè ñýòèì èíòåðåñíî ïðîñëåäèòü, êàêèå îñîáåííîñòè ìîãóò ñóùåñòâîâàòü â ýòîì ïîëå.Ëèíåéíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x è y îïèñûâàåòñÿ ïàðàìåòðàìè Ñòîêñà I, Q è U .Ñòåïåíü ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè è ïîçèöèîííûé óãîë ïî îòíîøåíèþ ê îñè x îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè, ñîäåðæà-ùèìèñÿ â (119) è (120).Ïîëå íàïðàâëåíèé çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì, ðàçðåøåííûì îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé:
dy

dx
= tgα. (121)Âîñïîëüçîâàâøèñü òðèãîíîìåòðè÷åñêèì òîæäåñòâîì

tgα =

√

1 + tg2 2α− 1

tg 2α
, (122)ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

dy

dx
=

√

Q2 + U2 −Q

U
. (123)2.Îñîáûå òî÷êè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.Íàïîìíèì,÷òî äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿä-êà, ó êîòîðûõ îáðàùàþòñÿ â íóëü ðåãóëÿðíûå ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè â ïðàâîé ÷àñòè, èìåþò ñëåäóþùèåîñîáûå òî÷êè, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ èõ íàçâàíèÿìè.1) �Óçåë� îäíîãî èç òðåõ âèäîâ: à) y = y0x

2, á) y = (y0+ln |x|)x, â) y = y0x. 2) �Ñåäëî� ñ ÷åòûðüìÿ àñèìïòîòàìè:
y = y0/x. 3) �Öåíòð�: r = r0. 4) �Ôîêóñ�: r = r0e

φ. �èñ. 12 îòîáðàæàåò ïîâåäåíèå èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ âáëèçèýòèõ îñîáûõ òî÷åê.
Îñîáûå òî÷êè �óçåë� òðåõ òèïîâ.

�Ñåäëî� �Öåíòð� �Ôîêóñ��èñ. 12. Òèïû îñîáûõ òî÷åê äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ïîâåäåíèå èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ âáëèçè íèõ.Ïîëÿ ïîëÿðèçàöèè èçëó÷åíèÿ èìåþò ñîâñåì äðóãèå îñîáûå òî÷êè.3. Îñîáåííîñòè ïîëÿ ïîëÿðèçàöèè. Îñîáûìè òî÷êàìè óðàâíåíèÿ (123) ÿâëÿþòñÿ òàêèå òî÷êè, â êîòîðûõ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêàÿ òî÷êà ëåæèò â íà÷àëå êîîðäèíàò, ïðè-÷åì â íåé �óíêöèè Q è U ðåãóëÿðíû è íå âñå èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàâíû íóëþ. Ýòîïðåäïîëîæåíèå ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ ðàâåíñòâ (òî÷íåå ýêâèâàëåíòíîñòåé)
Q = qxx+ qyy, U = uxx+ uyy. (124)Îáðàòíûå �îðìóëû

x =
uyQ− qyU

d
, y = −uxQ− qxU

d
, d = qxuy − qyux. (125)55



Òàê êàê íå âñå êîý��èöèåíòû u è q ðàâíû íóëþ, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðèíÿòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè,÷òî uy 6= 0. Åñëè âñå æå uy = 0, òî ux 6= 0 è îñè x è y ìîæíî ïðîñòî ïîìåíÿòü ìåñòàìè. Îïðåäåëèòåëü d 6= 0òîæå, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìàÿ òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé.Ñòåïåíü ïîëÿðèçàöèè p, óìíîæåííàÿ íà èíòåíñèâíîñòü I, ò. å. âåëè÷èíà r = pI, è ïîçèöèîííûé óãîë èãðàþòðîëü ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò:
Q = r cos 2α, U = r sin 2α. (126)Äè��åðåíöèàëû ýòèõ ïåðåìåííûõ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

dQ = dr cos 2α− 2r sin 2αdα, dU = dr sin 2α+ 2r cos 2αdα. (127)Âûðàçèì ïðîèçâîäíóþ dy

dx
÷åðåç ïåðåìåííûå r è α. Òîãäà óðàâíåíèå (121) â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ çàïèøåòñÿâ ñëåäóþùåì âèäå

dy

dx
= −uxdQ− qxdU

uydQ− qydU
= tgα = −ux(dr cos 2α− 2r sin 2αdα) − qx(dr sin 2α+ 2r cos 2αdα)

uy(dr cos 2α− 2r sin 2αdα) − qy(dr sin 2α+ 2r cos 2αdα)
. (128)Ñäåëàâ åùå îäíó çàìåíó ïåðåìåííîé tgα = t è ðàçðåøèâ (128) îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé, ïîëó÷èì

d ln r

dt
=

2

1 + t2
qyt

3 + (qx − 2uy)t
2 − (qy + 2ux)t− qx

uyt3 + (ux + 2qy)t2 − (uy − 2qx)t− ux
=
N(t)

D(t)
. (129)Çäåñü îáîçíà÷åíî (â çíàìåíàòåëå D(t) êîý��èöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè t ðàâåí 1)

N(t) =
2

uy
[qyt

3 + (qx − 2uy)t
2 − (qy + 2ux)t− qx], (130)

D(t) = (1 + t2)

(

t3 +
ux + 2qy

uy
t2 − uy − 2qx

uy
t− ux

uy

)

. (131)Â îáùåì ñëó÷àå çíàìåíàòåëü äðîáè D(t) â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (129), êðîìå î÷åâèäíûõ êîðíåé ±i, èìååòåùå òðè êîðíÿ. Îáîçíà÷èì èõ t1, t2, t3. Òîãäà
D(t) = (1 + t2)(t− t1)(t− t2)(t− t3). (132)4. Õàðàêòåð ïîëÿðèçàöèè âáëèçè îñîáåííîñòè. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (129) ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü åãîâ âèäå ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòåéøèå äðîáè, ñ÷èòàÿ âñå êîðíè ðàçëè÷íûìè:

N(t)

D(t)
=

2t

1 + t2
+

ν1
t− t1

+
ν2

t− t2
+

ν3
t− t3

. (133)Êîý��èöèåíòû ν, âõîäÿùèå â ýòó �îðìóëó, îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè
ν1 = − (1 + t21)

(t1 − t2)(t1 − t3)
(1 + t2t3), ν2 = − (1 + t22)

(t2 − t1)(t2 − t3)
(1 + t1t3), ν3 = − (1 + t23)

(t3 − t1)(t3 − t2)
(1 + t1t2). (134)Âûðàçèì âñå äðóãèå âåëè÷èíû ÷åðåç çíà÷åíèÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà D(t). Êîý��èöèåíòû åãî ñàìîãî:

ux

uy
= t1t2t3,

qx
uy

=
1

2
(1 + t1t2 + t2t3 + t3t1),

qy
uy

= −1

2
(t1 + t2 + t3 + t1t2t3); (135)÷èñëèòåëü

N(t) = −(t1 + t2 + t3 + t1t2t3)t
3 + (t1t2 + t2t3 + t3t1 − 3)t2 + (t1 + t2 + t3 − 3t1t2t3)t− (t1t2 + t2t3 + t3t1 + 1); (136)çíàìåíàòåëü â �îðìóëàõ (125)
d = qxuy − qyux =

u2
y

2
(1 + t1t2)(1 + t2t3)(1 + t3t1). (137)Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

ν1 + ν2 + ν3 = −2, t1ν1 + t2ν2 + t3ν3 = −(t1 + t2 + t3) − t1t2t3 = 2
qy
uy
. (138)Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå ñîîòíîøåíèå

ν1ν2ν3 =
(1 + t21)(1 + t22)(1 + t23)

(t1 − t2)2(t2 − t3)2(t3 − t1)2
(1 + t1t2)(1 + t2t3)(1 + t3t1). (139)56



Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèÿ (133) óðàâíåíèå (129) ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ:
r = r0(1 + t2)

3
∏

j=1

|t− tj |νj . (140)Ïåðåïèøåì ðåøåíèå â óãëîâîé ïåðåìåííîé:
r =

r0
cos2 α

3
∏

j=1

| tgα− tgαj |νj . (141)Çàìåòèì, ÷òî îáðàùåíèå ìíîæèòåëÿ, ñòîÿùåãî ïåðåä çíàêîì ïðîèçâåäåíèÿ, â áåñêîíå÷íîñòü â òî÷êàõ α = ±π/2,êîìïåíñèðóåòñÿ îáðàùåíèåì â ýòèõ òî÷êàõ â íóëü ñàìîãî ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïåðâîãîñîîòíîøåíèÿ (138).5. Îñîáåííîñòè â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Ôîðìóëà (141) õàðàêòåðèçóåò ïîâåäåíèå ïîëÿðèçàöèîí-íûõ êðèâûõ âáëèçè îñîáîé òî÷êè ÷åðåç çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà Q è U îò óãëà α. Îäíàêî ïðè èçìåíåíèè
α îò 0 äî 2π ýòè ïàðàìåòðû ïðîáåãàþò ñâîè çíà÷åíèÿ ïî äâà ðàçà. Ïîýòîìó �àêòè÷åñêè êðèâûå ñëåäóåò îïèñû-âàòü �óíêöèÿìè îò óãëà φ =

α

2
.Íà ñàìîì äåëå íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î ïîâåäåíèè ïîëÿðèçàöèîííûõ êðèâûõ íàäî äåìîíñòðèðîâàòü íå íàïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà, à â êàðòèííîé ïëîñêîñòè xy. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû íà ýòîéïëîñêîñòè

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ (142)è ñâÿæåì èõ ñ êîîðäèíàòàìè r è φ, çàïèñàâ ñîîòíîøåíèÿ (124) â îáåèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò:
r cosφ = qxρ cosϕ+ qyρ sinϕ, r sinφ = uxρ cosϕ+ uyρ sinϕ. (143)Îòñþäà íàéäåì ñâÿçü ïîëÿðíûõ ðàññòîÿíèé

ρ =
r

|d|

√

((u2
x + u2

y) cos2 φ+ (q2x + q2y) sin2 φ− 2(uxqx + uyqy) cosφ sinφ =

=
r

√

(q2x + u2
x) cos2 ϕ+ (q2y + u2

y) sin2 ϕ+ 2(qxqy + uxuy) cosϕ sinϕ
(144)è ïîëÿðíûõ óãëîâ

tgϕ =
qx tgφ− ux

uy − qy tgφ
, tgφ =

ux + uy tgϕ

qx tgϕ+ qy
. (145)Èç ïîëó÷åííûõ �îðìóë ñëåäóåò, ÷òî òàíãåíñû ïîëÿðíûõ óãëîâ â äâóõ ñèñòåìàõ ñâÿçàíû íåîñîáåííûì äðîáíî-ðàöèîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, à ïîëÿðíûå ðàññòîÿíèÿ ðàçëè÷àþòñÿ íà ìíîæèòåëè, íå îáðàùàþùèåñÿ â íóëüèëè áåñêîíå÷íîñòü. Ïîýòîìó õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ïîëÿðèçàöèîííûõ êðèâûõ â îáåèõ ñèñòåìàõ ïîëÿðíûõ êîîðäè-íàò ïîëó÷èòñÿ îäíèì è òåì æå, õîòÿ êîëè÷åñòâåííûå ðàçëè÷èÿ âîçìîæíû.6. Êëàññè�èêàöèÿ îñîáåííîñòåé. Òåïåðü ìîæíî ðàñêëàññè�èöèðîâàòü îñîáûå òî÷êè.Áóäåì ñ÷èòàòü ñíà÷àëà, ÷òî âñå òðè êîðíÿ tj âåùåñòâåííû è ðàçëè÷íû. Ïðîíóìåðóåì èõ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ:

t1 > t2 > t3. Òîãäà
ν1

1 + t2t3
< 0,

ν2
1 + t3t1

> 0,
ν3

1 + t1t2
< 0, (146)ò. å. çíàê ν2 ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ñóììû 1+ t3t1, à çíàêè ν1 è ν3 ïðîòèâîïîëîæíû çíàêàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñóìì

1 + t2t3 è 1 + t1t2. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.1) 0 < t3 < t2 < t1. Òîãäà âñå ñóììû â ñêîáêàõ â (139) ïîëîæèòåëüíû è ïðîèçâåäåíèå ïîêàçàòåëåé νjïîëîæèòåëüíî, d > 0. Ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ çíàêîâ ïîêàçàòåëåé (ν1 ν2 ν3) â ýòîì ñëó÷àå (− + −).2) t3 < 0 < t2 < t1. Òîãäà 1 + t1t2 > 0 è ν3 < 0. Çíàêè äâóõ ïåðâûõ ïîêàçàòåëåé ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ âçàâèñèìîñòè îò âåëè÷èí êîðíåé:à) åñëè 1 + t3t1 > 0, òî è 1 + t3t2 > 0, d > 0 è ñëåäîâàíèå çíàêîâ (− + −);á) åñëè 1 + t3t1 < 0, íî 1 + t3t2 > 0, òî d < 0 è çíàêè (− − −);â) åñëè è 1 + t3t1 < 0, è 1 + t3t2 < 0, òî d > 0 è çíàêè (+ − −).3) t3 < t2 < 0 < t1. Òîãäà 1 + t2t3 > 0 è ν1 < 0. Îñòàëüíûå ïîêàçàòåëè ìîãóò èìåòü ëþáûå çíàêè:à) åñëè 1 + t1t3 > 0 è 1 + t1t2 > 0, òî d > 0 è çíàêè (− + −);á) åñëè 1 + t1t3 < 0, íî 1 + t1t2 > 0, òî d < 0, çíàêè (− − −);â) åñëè è 1 + t1t3 < 0, è 1 + t1t2 < 0, òî d > 0 è çíàêè (− − +).4) t3 < t2 < t1 < 0. Çäåñü îïÿòü âñå ñóììû â ñêîáêàõ ïîëîæèòåëüíû, d > 0 è çíàêè (− + −).57



Òàêèì îáðàçîì, ïðè îòðèöàòåëüíîì d âñå ïîêàçàòåëè îòðèöàòåëüíû, à ïðè ïîëîæèòåëüíîì � îäèí ïîëîæè-òåëåí, à äâà äðóãèõ îòðèöàòåëüíû. Â ïåðâîì ñëó÷àå âñå ðåøåíèÿ íå ïðîõîäÿò ÷åðåç îñîáóþ òî÷êó, èç êîòîðîéèñõîäÿò òðè àñèìïòîòû-ñåïàðàòðèñû. Âî âòîðîì ñëó÷àå âäîëü îäíîãî èç òðåõ íàïðàâëåíèé ðåøåíèÿ âõîäÿò âîñîáóþ òî÷êó, à äâà äðóãèõ íàïðàâëåíèÿ èçáåãàþò, ò. å. àñèìïòîòû òîëüêî äâå.Â ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ òîëüêî îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü t1 = c, à äâà äðóãèõ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû
t2 = a + bi, t3 = a − bi, òàêèìè æå áóäóò â îáùåì ñëó÷àå è ïîêàçàòåëè ν: ïåðâûé èç íèõ âåùåñòâåííûé èîòðèöàòåëüíûé:

ν1 = −(1 + c2)
1 + a2 + b2

(a− c)2 + b2
< 0, (147)à äâà îñòàëüíûõ � êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå ÷èñëà, òàê ÷òî

R =
ν2 + ν3

2
=

1

2

(a2 + b2 − 1)(c2 − 1) + 4ac

(a− c)2 + b2
, (148)

M = −bν2 − ν3
i

=
c[(a2 + b2)2 − 1] − a(c2 − 1)(a2 + b2 + 1)

(a− c)2 + b2
. (149)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (129) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

r = r0(t− t1)
ν1(1 + t2)[(t− a)2 + b2]Re−Mφ∗(t), (150)ãäå
φ∗(t) =

1

b
arctg

b

t− a
. (151)Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå òðåõ ïîñëåäíèõ ìíîæèòåëåé â (150) íå èìååò îñîáåííîñòåé, òî ýòî ðåøåíèå èìååò òîëüêîîäíó àñèìïòîòó. Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî âåëè÷èíà M ðàâíà íóëþ, ò. å. âñå ïîêàçàòåëè âåùå-ñòâåííû.Àâòîðû ñòàòüè [9℄ äàëè ñëåäóþùèå íàçâàíèÿ îñîáûì òî÷êàì, âîçíèêàþùèì â ñëó÷àå ïîëÿ íàïðàâëåíèé ïîëÿ-ðèçàöèè. Ïðè âåùåñòâåííûõ êîðíÿõ è d < 0 òî÷êà � �ñåäëî� (saddle), íî íå ñ ÷åòûðüìÿ, à ñ òðåìÿ àñèìïòîòàìè-ñåïàðàòðèñàìè. Ïðè âåùåñòâåííûõ êîðíÿõ è d > 0 � �êëþâ� (beak). Íàêîíåö, ïðè îäíîì âåùåñòâåííîì êîðíå ��êîìåòà� (ometa).7. Ïðèìåðû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìîòðèì ñëó÷àè äèàãîíàëüíîé çàâèñèìîñòè â (124), à èìåííî Q =

qx, U = y, q 6= 0. Òîãäà D(t) = (1 + t2) t(t2 + 2q − 1), t1 = 0, à ïîêàçàòåëè ν1 =
2q

1 − 2q
, ν2 = ν3 = − 1 − q

1 − 2q
. Ëåãêîóáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè q < 0 îñîáàÿ òî÷êà � �ñåäëî�, ïðè 0 < q < 1/2 � �êëþâ�, à ïðè q > 1/2 � �êîìåòà�.
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−40�èñ. 13. Ïîëÿðèçàöèîííûå êðèâûå îêîëî îñîáûõ òî÷åê òèïà �ñåäëî�, �êîìåòà� è �êëþâ�.Íà ðèñ. 13 âîñïðîèçâîäÿòñÿ õàðàêòåðíûå ÷åðòû óêàçàííûõ îñîáûõ òî÷åê â ïåðåìåííûõ φ, r. Êðèâûå ðàññ÷è-òàíû äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà q.1) Äëÿ �ñåäëà� q=−1, t2 =
√

3, t3 =−
√

3, ν1 =ν2 = ν3 = −2

3
, òàê ÷òî r =

r0

| sin(φ/2)[sin2(φ/2) − 3 cos2(φ/2)]|2/3
.2) Äëÿ �êîìåòû� q = 1, t2 = i, t3 = −i. Çäåñü ÷èñëà ν1 = −2, ν2 = ν3 = 0 è r =

r0

sin2(φ/2)
.3) Äëÿ �êëþâà� q = 1/4, t2 =

1√
2
, t3 = − 1√

2
, ν1 = 1, ν2 = ν3 = −3

2
è r = r0

| sin(φ/2)|
| sin2(φ/2) − (1/2) cos2(φ/2)|3/2

.Â òî âðåìÿ êàê êðèâûå îêîëî îñîáîé òî÷êè �êîìåòà� èìåþò òîëüêî îäíó îáùóþ àñèìïòîòó, òàê ÷òî êàæäàÿèç íèõ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïðåäåëåííîìó çíà÷åíèþ r0, íåïðåðûâíî ïðèõîäèò èç áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè è,îïèñàâ äóãó, âîçâðàùàåòñÿ îáðàòíî, êðèâûå îêîëî äðóãèõ òî÷åê ñîñòîÿò èç íåñêîëüêèõ âåòâåé: �êëþâ� èç äâóõ,�ñåäëî� èç òðåõ. Ïîýòîìó ìû âåòâè ýòèõ êðèâûõ èçîáðàçèëè ïî î÷åðåäè íåïðåðûâíûìè è ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè.Óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå âåòâåé äðóã äðóãó íåòðóäíî. 58



8. Îñîáûå ñëó÷àè. Îáùèì ðàññìîòðåíèåì íå îõâà÷åíû ñëó÷àè, êîãäà ó ìíîãî÷ëåíà (131) êðàòíûå êîðíè èëèêîãäà îäíà èç âåëè÷èí Q è U â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè èìååò ïîðÿäîê ìàëîñòè âûøå ëèíåéíîãî. Ýòîò ïîñëåä-íèé ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ïðè q = 0. Òîãäà r = r0/| cos(φ/2)|, ÷òî èçîáðàæàåòñÿïðÿìûìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè y.Ïðè q = 1/2 ïîëó÷àåòñÿ òðåõêðàòíûé êîðåíü. Òîãäà D(t) = (1 + t2)t3, N(t) = −3t2 − 1 è
r =

r0

sin2(φ/2)
e(1/2) ctg(φ/2). (152)Êðèâûå îêîëî îñîáîé òî÷êè èäóò êà÷åñòâåííî òàê æå, êàê â ñëó÷àå êîìåòû, íî èç-çà äîïîëíèòåëüíîãî ýêñïîíåí-öèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ ñêîðîñòü ðîñòà ïîëÿðíîãî ðàññòîÿíèÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ê îñîáîìó íàïðàâëåíèþ (óãëó)ñóùåñòâåííî âûøå. Ýòîò òèï îñîáîé òî÷êè ìîæíî íàçâàòü �ìåòåîðîì� (meteor).Äâóêðàòíûé êîðåíü âîçíèêàåò ïðè Q = (x−y)/2, U = y. Ïðè òàêèõ êîý��èöèåíòàõ D(t) = (1 + t2)t2(t− 1),

N(t) = −(t3 + 3t2 − t+ 1),
r =

r0
[cos(φ/2) − sin(φ/2)]2

e− ctg(φ/2). (153)Ýòîò âàðèàíò îñîáîé òî÷êè èìååò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó: êðèâûå ïðè óãëàõ, áëèçêèõ ê íóëþ, âûõîäÿò èç íà÷àëàêîîðäèíàò, óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü âäîëü íåêîòîðîé ïðÿìîé, âîçâðàùàþòñÿ è ñíîâà óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòüïðè ïðèáëèæåíèè óãëà ê çíà÷åíèþ 2π. Íàçîâåì òàêóþ òî÷êó �ñîõîé� (plough).
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�èñ. 14. Ïîëÿðèçàöèîííûå êðèâûå îêîëî îñîáûõ òî÷åê �ìåòåîð� è �ñîõà�.Ïîâåäåíèå ïîëÿðèçàöèîííûõ êðèâûõ âáëèçè îñîáûõ òî÷åê ïîñëåäíèõ äâóõ òèïîâ îòðàæåíî íà ðèñ. 14. Çäåñüîïÿòü êðèâûå îêîëî òî÷êè �ìåòåîð� ñâÿçíû, à â ñëó÷àå �ñîõè� ñîñòîÿò èç äâóõ âåòâåé.� 7. Ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí1. Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà âîëíû. Â ýòîì ïàðàãðà�å âåðíåìñÿ ê îïèñàíèþ âîëí â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå,òàê ÷òî ε = µ = 1. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ñîõðàíèì ðàçìåðíûå âåëè÷èíû. Êðîìå òîãî, áîëüøàÿ ÷àñòü ýòîãî ïàðàãðà�àáóäåò âûäåðæàíà â ÿâíî ðåëÿòèâèñòñêèõ îáîçíà÷åíèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, êàëèáðîâêà ïðèíèìàåòñÿ ëîðåíöåâñêàÿ.Òåíçîð ýíåðãèè�èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âîëíû îïðåäåëèì òàê:
T λµ

MW
= − 1

4π

∂A

∂xλ

∂A

∂xµ
= − 1

4π

∂Aν
∂xλ

∂Aν

∂xµ
. (154)Ñðàâíèì ýòî îïðåäåëåíèå ñ îáùèì îïðåäåëåíèåì òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, äàííûì â � 8 ïðåäûäóùåé �ëàâû:

T λµ =
1

4π

(

−FλνFµν +
1

4
(F νρFνρ)g

λµ

)

. (155)Âî-ïåðâûõ, ñêàëÿð (F νρFνρ) = 8(H2−E2) â ñëó÷àå âîëíû ðàâåí íóëþ, òàê êàê â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå ìîäóëèíàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé âîëíû ðàâíû. Âî-âòîðûõ, âûðàçèì ñíà÷àëà òåíçîð (155) ñó÷åòîì ñêàçàííîãî ÷åðåç ïîòåíöèàëû:
4πT λµ = FλνF

ν µ =

(

∂Aν
∂xλ

− ∂Aλ

∂xν

)(

∂Aµ

∂xν
− ∂Aν

∂xµ

)

=
∂Aν
∂xλ

∂Aµ

∂xν
− ∂Aν
∂xλ

∂Aν

∂xµ
− ∂Aλ

∂xν
∂Aµ

∂xν
+
∂Aλ

∂xν

∂Aν
∂xµ

. (156)Çàòåì ñîñòàâèì ðàçíîñòü äâóõ âûðàæåíèé (ñîêðàùàåòñÿ âòîðîå ñëàãàåìîå â îáùåì îïðåäåëåíèè ñ âûðàæåíèåì(154))
4π(T λµ − T λµ

MW
) =

∂Aν
∂xλ

∂Aµ

∂xν
− ∂Aλ

∂xν
∂Aµ

∂xν
+
∂Aλ

∂xν
∂Aν

∂xµ
. (157)59



Ïîëó÷åííóþ ðàçíîñòü ïðåäñòàâèì ÷åðåç äèâåðãåíöèþ íåêîòîðîãî òåíçîðà:
4π(T λµ − T λµ

MW
) =

∂

∂xν

[

Aµ
∂Aν
∂xλ

−Aµ
∂Aλ

∂xν
+Aλ

∂Aν
∂xµ

]

−Aµ
∂2Aν
∂xν∂xλ

+Aµ
∂2Aλ

∂xν∂xν
−Aλ

∂2Aν
∂xν∂xµ

. (158)Òðè ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ ðàâíû íóëþ, òàê êàê
∂2Aλ

∂xν∂xν
= �Aλ = 0,

∂Aν
∂xν

= 0. (159)Â ïåðâîì ðàâåíñòâå âûðàæåíî âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ïîòåíöèàëîâ, à âòîðîå âûðàæàåò óñëîâèå Ëîðåíöà.Òàêèì îáðàçîì, ðàçíîñòü âûðàæåíèé ðàâíà äèâåðãåíöèè. Îáà âûðàæåíèÿ ñèììåòðè÷íû ïî èíäåêñàì. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî îíè îáà îäèíàêîâî ïîäõîäÿò â êà÷åñòâå òåíçîðîâ ýíåðãèè-èìïóëüñà âîëíû, òàê êàê îò íåãî òðåáó-åòñÿ ïðàâèëüíîå âûðàæåíèå ÷åðåç íàïðÿæåííîñòè è ðàâåíñòâî íóëþ äèâåðãåíöèè îò íåãî, âûðàæàþùåå çàêîíûñîõðàíåíèÿ. Îáðàùåíèå â íóëü äèâåðãåíöèè (155) áûëî äîêàçàíî â îáùåì ñëó÷àå. Â íóëü îáðàùàåòñÿ äèâåðãåí-öèÿ è îò ðàçíîñòè (158). Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé îò íåå ïî xµ ïðèâîäèò ñíîâà ê ïîÿâëåíèþ äâóõðàâåíñòâ (159). Äîáàâëåíèå æå äèâåðãåíöèè êàêîãî-ëèáî òåíçîðà ê òåíçîðó ýíåðãèè-èìïóëüñà íå ìåøàåò âûïîë-íåíèþ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, òàê êàê âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ïî ïðîñòðàíñòâó èëè äðóãèì ïðîñòðàíñòâåííî ïî-äîáíûì ïîâåðõíîñòÿì ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî, äàþùåå ýòè çàêîíû, ïðèâîäèò ê èíòåãðàëàìîò äèâåðãåíöèè, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñàìè ïîòåíöèàëû è ïîýòîìó îáðàùàþòñÿ â íóëü íà èñïîëüçóåìûõïîâåðõíîñòÿõ.2.Ïîòåíöèàëû è íàïðÿæåííîñòè ïëîñêèõ âîëí.Ïóñòü ïëîñêàÿ ïî÷òè ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà îïèñûâàåòñÿ÷åòûðåõìåðíûì âåêòîðîì ïîòåíöèàëîâ
A = a e−iæ r = a e−i(æct−~æ~r), æ =

ω

c
, ~æ = æ~n. (160)Ïðåäñòàâèì êîìïëåêñíóþ àìïëèòóäó âîëíû â âèäå ðàçëîæåíèÿ

a = a(0)e(0) + a(1)e(1) + a(2)e(2) + a(3)e(3) = a(λ)e(λ), (161)ãäå e(λ) � ïîëÿðèçàöèîííûé áàçèñ. Êàê è âñÿêèé ÷åòûðåõìåðíûé áàçèñ îí ïîä÷èíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿì
e(λ)e(λ′) = gλλ′ . (162)Ïîëÿðèçàöèîííûé áàçèñ, îòâå÷àþùèé âîëíîâîìó âåêòîðó æ, ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:

e(0) = {1, 0}, e(1) = {0, ~e1}, e(2) = {0, ~e2}, e(3) = {0, ~e3}, (163)ãäå òðåõìåðíûå îðòû ïðàâîãî áàçèñà (ïðàâîé òðîéêè îðòîâ)
~e1 = (cos θ cosϕ, cos θ sinϕ,− sin θ), ~e2 = (− sinϕ, cosϕ, 0), ~e3 = (sin θ sinϕ, cos θ sinϕ, cos θ). (164)Çàìåòèì, ÷òî ~e0 âðåìåíèïîäîáåí, îñòàëüíûå îðòû � ïðîñòðàíñòâåííî ïîäîáíû. Î÷åâèäíî, ÷òî ~e1 è ~e2 ïåðïåí-äèêóëÿðíû âîëíîâîìó âåêòîðó ~æ, à ~e3 ïàðàëëåëåí åìó, òî åñòü ~æ~e1 = ~æ~e2 = 0, à òàê êàê íóëåâûå êîìïîíåíòû÷åòûðåõìåðíûõ îðòîâ e1 è e2 ðàâíû íóëþ, òî è æ e1 = æ e2 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî a(λ) � àìïëèòóäû ÷åòûðåõìåðíî-ãî âåêòîðà ïîòåíöèàëà ïî åãî îðòàì, òî åñòü ñêàëÿðíûé (a(0)), äâà ïîïåðå÷íûõ (a(1) è a(2)) è ïðîäîëüíûé (a(3))ïîòåíöèàëû. Çàìåòèì, ÷òî àìïëèòóäû íå ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà, îíè êîý��èöèåíòûïðè òàêèõ âåêòîðàõ è ïîýòîìó íå èçìåíÿþòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ëîðåíöà, òî åñòü ýòî ñêàëÿðû.Âåêòîð ïîòåíöèàëîâ äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ïîïåðå÷íîñòè (óñëîâèþ Ëîðåíöà)

∇A = −iæA = 0, (165)èëè
æ a = æa(0) − ~æ~a = 0, ~æ~a = æa(0). (166)Â ñèëó ñâîéñòâ ïîëÿðèçàöèîííîãî áàçèñà èç (161) è (166) ñëåäóåò

æ a = æa(0) − ~æ~a = æa(0) − æ~e3a
(3) = [æ e(0)][a

(0) − a(3)] = 0, a(0) = a(3). (167)Âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåííîñòåé ïîëÿ òàêîé âîëíû
~E = − ∂ ~A

∂x0
− ~∇A0 = i(æ~a− ~æa(0))e−iæ r, ~H = rot ~A = i~æ × ~ae−iæ r. (168)60



3. Ïëîòíîñòü è ïîòîê ýíåðãèè. Êâàäðàò ýëåêòðè÷åñêîé íàïðÿæåííîñòè
~E ~E∗=æ2

(

~a~a∗+a(0)a(0)∗
)

−æ
(

a(0)~a∗−a(0)∗~a
)

~æ=æ2
(

a(1)a(1)∗+a(2)a(2)∗+a(3)a(3)∗+a(0)a(0)∗−2a(0)a(0)∗
) (169)ñ ó÷åòîì âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ â (166)

| ~E|2 = ~E ~E∗ = æ2
(

|a(1)|2 + |a(2)|2
)

. (170)Âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòà ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè
| ~H |2 = ~H ~H∗ = (~æ × ~a)(~æ × ~a∗) = æ2~a~a∗ − (~æ~a) (~æ~a∗) = æ2 (~a~a∗ − a0a

∗
0) = æ2

(

|a(1)|2 + |a(2)|2
) (171)ïîëó÷àåòñÿ òî÷íî òåì æå ñàìûì.Ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïîëó÷àåòñÿ â âèäå

w =
| ~E|2 + | ~H |2

8π
=

æ2

4π

(

|a(1)|2 + |a(2)|2
)

. (172)Ó âåêòîðà ïîòîêà ýíåðãèè
~S =

c

4π
~E × ~H∗ =

c

4π

[(

æ~a− ~æa(0)
)

× (~æ × ~a∗)
]

=
c

4π

[

~æ
(

æ~a~a∗ − ~æ~a∗a(0)
)

− ~a∗
(

æ~æ~a− æ2a(0)
)] (173)ñëàãàåìîå âî âòîðûõ êðóãëûõ ñêîáêàõ ðàâíî íóëþ, à â ïåðâûõ ñîãëàñíî (166) ñíîâà ïðèâîäèòñÿ ê ñóììå êâàäðàòîâïîïåðå÷íûõ àìïëèòóä, òàê ÷òî

~S =
c

4π
æ~æ

(

|a(1)|2 + |a(2)|2
)

= cw
~æ

æ
, (174)òî åñòü ýíåðãèÿ ïðîñòî òå÷åò.Êâàäðàòû íàïðÿæåííîñòåé è ýíåðãåòè÷åñêèå âåëè÷èíû íå çàâèñÿò îò ïðîäîëüíî-ñêàëÿðíîé àìïëèòóäû a(0),òàê ÷òî îíà íåñóùåñòâåííà è ìîæíî ïîëîæèòü a(0) = a(3) = 0.4. Âûðàæåíèå òåíçîðà ÷åðåç àìïëèòóäû ïîòåíöèàëîâ. Åñëè ïëîñêàÿ âîëíà ïî÷òè ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ, òîìíîãèå �îðìóëû ïðåäûäóùåãî ïóíêòà îñòàþòñÿ â ñèëå, íî ïðè íàõîæäåíèè êâàäðàòè÷íûõ âåëè÷èí òðåáóåòñÿóñðåäíåíèå ïî âðåìåíè, òàê êàê êîý��èöèåíòû a(1) è a(2) ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ �óíêöèèâðåìåíè. Ïðè ýòîì �èçè÷åñêèìè íàäî ñ÷èòàòü âåùåñòâåííûå ÷àñòè âåêòîðîâ. Íàïðèìåð, íàéäåì òàêîå ñðåäíååîò ïîòåíöèàëà. Âû÷èñëÿåì åãî, êàê ïðè âûâîäå ðàâåíñòâà (43):

(Re A)2 =
1

2

(

a2
R + a2

I

)

=
1

2
AA∗ =

1

2
(aR + iaI) (aR − iaI). (175)Êâàäðàò âåùåñòâåííîé ÷àñòè ïîòåíöèàëà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîïåðå÷íûå ñîñòàâëÿþùèå:

a2
R =

(

a
(λ)
R e(λ)

)(

a
(λ′)
R e(λ′)

)

= a
(λ)
R a

(λ′)
R gλλ′ =

(

a
(0)
R

)2

−
(

a
(1)
R

)2

−
(

a
(2)
R

)2

−
(

a
(3)
R

)2

= −
(

a
(1)
R

)2

−
(

a
(2)
R

)2

. (176)Òî÷íî òàêîå æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ìíèìîé ÷àñòè è, ñëåäîâàòåëüíî,
AA∗ = a a = −

(

a
(1)
R

)2

−
(

a
(2)
R

)2

−
(

a
(1)
I

)2

−
(

a
(2)
I

)2

= −|a(1)|2 − |a(2)|2. (177)Îòðèöàòåëüíîñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð ïîòåíöèàëîâ ïðîñòðàíñòâåííî ïîäîáåí.Â êà÷åñòâå òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà íàäî ïðèíÿòü
T λµ

MW
= − 1

4π

∂A

∂xλ

∂A∗

∂xµ
, (178)ãäå ÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî âðåìåíè è, âîçìîæíî, ïî ïðîñòðàíñòâó. Ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàìâû÷èñëÿþòñÿ òàê:

∂A

∂xλ
= a

∂

∂xλ
e−iæ

νxν = −iæλae−iæνxν = −iæλA, (179)òàê ÷òî
∂A

∂xλ

∂A∗

∂xµ
= æλæµAA∗. (180)Òàêèì îáðàçîì,

T λµ
MW

= − 1

4π
æλæµA∗A =

æλæµ

4π

(

|a1|2 + |a2|2
)

. (181)Â ÷àñòíîñòè, ñîñòàâëÿþùèå íóëåâîé ñòðî÷êè
T 00

MW
=

1

4π
æ2
(

|a1|2 + |a2|2
)

=
| ~E|2 + | ~H|2

8π
= w, T 0k

MW
=

1

4π
æ2 æk

æ

(

|a1|2 + |a2|2
)

= w
æk

æ
=
Sk

c
, (182)ñóòü ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïëîòíîñòü è ïëîòíîñòü ïîòîêà (äåëåííàÿ íà c) ýíåðãèè ïîëÿ âîëíû.Åñëè âîëíà èäåò âäîëü îäíîé èç îñåé êîîðäèíàò, òî îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî ÷åòûðå êîìïîíåíòû òåíçîðà.Íàïðèìåð, åñëè ýòî îñü x, òî íå ðàâíû íóëþ T 00, T 01 = T 10 è T 11.61



�ëàâà 4. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ èçëó÷åíèÿ� 1. Ïîòåíöèàëû òî÷å÷íîãî çàðÿäà1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü òî÷å÷íûé çàðÿä e äâèæåòñÿ â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Åãî ðàäèóñ-âåêòîð âíåêîòîðîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé �óíêöèåé âðåìåíè, îïðåäåëåííîãî â ýòîé ñèñòåìå:
~r = ~r0(t). (1)Òîãäà ïëîòíîñòè çàðÿäà è òîêà îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè

ρ(~r, t) = e δ(~r − ~r0(t)), ~(~r, t) = ρ(~r, t)~r ′
0(t). (2)Äâèæóùèéñÿ çàðÿä ñîçäàåò âîêðóã ñåáÿ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå. Íàéäåì åãî. Íà÷íåì ñ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ.Ïóñòü â òî÷êå ñ ðàäèóñîì-âåêòîðîì ~r íàõîäèòñÿ íàáëþäàòåëü, êîòîðûé èçìåðÿåò ïîòåíöèàëû â ìîìåíò âðå-ìåíè t. Âåëè÷èíû ~r è t ñ÷èòàåì �èêñèðîâàííûìè (ðèñ. 15).

. ~R0

~r0(t1) ~r�èñ. 15. �åîìåòðèÿ èçëó÷åíèÿ çàðÿäà.Êàê èçâåñòíî, ïîòåíöèàëû îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîðîäíûìè âîëíîâûìè óðàâíåíèÿìè
�ϕ = 4πρ, � ~A =

4π

c
~, (3)ãäå îïåðàòîð Äàëàìáåðà

� =
1

c2
∂2

∂t2
− ∆. (4)Èõ ðåøåíèÿ � çàïàçäûâàþùèå ïîòåíöèàëû, îïðåäåëÿåìûå �îðìóëàìè

ϕ =

∫

ρ (~r1, t1)
d3r′

|~r − ~r1|
, ~A =

1

c

∫

~ (~r1, t1)
d3r1

|~r − ~r1|
. (5)Ïðè ýòîì â �îðìóëàõ äëÿ ïîòåíöèàëîâ âðåìÿ t1 � âðåìÿ âëèÿíèÿ, êîòîðîå ìåíüøå âðåìåíè íàáëþäåíèÿ, òàêêàê ñèãíàë îò èñòî÷íèêà ïîëÿ äî íàáëþäàòåëÿ äîëæåí óñïåòü äîéòè ñî ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ðàâíîéñêîðîñòè ñâåòà. Òàêèì îáðàçîì, â (5) ìîìåíò âðåìåíè t1 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

c (t− t1) = |~r − ~r1|. (6)Ýòè îáùèå �îðìóëû íàäî ïðèìåíèòü ê ñëó÷àþ òî÷å÷íîãî çàðÿäà, òî åñòü ïîäñòàâèòü òóäà âûðàæåíèÿ (2). Òîãäàäëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ïîëó÷èòñÿ
ϕ(~r, t) = e

∫

δ(~r1 − ~r0(t1))
d3r1

|~r − ~r1|
. (7)Ïîñêîëüêó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ñòîèò δ��óíêöèÿ, òî �àêòè÷åñêè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t èíòåãðàë äîëæåíáðàòüñÿ ïî îäíîé òî÷êå, à ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò âëèÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

c (t− t01) = |~r − ~r0(t
0
1)|. (8)Ïîýòîìó ìîæíî âûíåñòè çíà÷åíèå çíàìåíàòåëÿ â (7) â ýòîé òî÷êå è íàïèñàòü

ϕ(~r, t) =
e

R0(~r, t01)

∫

δ(~r1 − ~r0(t1))d
3r1. (9)62



ãäå ââåäåí âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé ïîëîæåíèå çàðÿäà â ìîìåíò âëèÿíèÿ ñ ïîëîæåíèåì íàáëþäàòåëÿ (ðèñ. 15):
~R0 = ~R0(~r, t

0
1) = ~r − ~r0(t

0
1), R0 = R0(~r, t

0
1) = |~R0| = |~r − ~r0(t

0
1)|. (10)Òî÷íî òàê æå â èíòåãðàëå äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ìîæíî âûíåñòè äâà ìíîæèòåëÿ è ïîëó÷èòü

~A(~r, t) =
e

R0
~r0
′(t01)

∫

δ(~r1 − ~r0(t1))d
3r1. (11)Òàêèì îáðàçîì, äåëî ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ îäíîãî èíòåãðàëà îò δ��óíêöèè. Îäíàêî, ýòîò èíòåãðàë ðàâåíåäèíèöå, òîëüêî åñëè âåëè÷èíà ~r0 ïîñòîÿííà, òî åñòü äëÿ íåïîäâèæíîãî çàðÿäà. Â ñëó÷àå äâèæóùåãîñÿ çàðÿäàýòî íå òàê.2. Âû÷èñëåíèå ïîòåíöèàëîâ.Íàì íàäî âû÷èñëèòü èíòåãðàë â (9) ïðè óñëîâèè (8). Ââèäó âàæíîñòè ðåçóëüòàòàè íåòðèâèàëüíîñòè åãî ïîëó÷åíèÿ ìû äàäèì ÷åòûðå ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ óêàçàííîãî èíòåãðàëà.1) Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ

~r1 − ~r0(t− |~r − ~r1|/c) = ~r2. (12)Íàéäåì ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ, òî åñòü îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé èç ïðîèçâîäíûõ îò ñîñòàâëÿþùèõ ~r2 ïîñîñòàâëÿþùèì ~r1. Ìàòðèöà ýòèõ ïðîèçâîäíûõ ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåé:
1 − 1

c|~r − ~r1|





x′0 (x− x1) x′0 (y − y1) x′0 (z − z1)
y′0 (x− x1) y′0 (y − y1) y′0 (z − z1)
z′0 (x− x1) z′0 (y − y1) z′0 (z − z1)



 , (13)ãäå åäèíèöà âïåðåäè îçíà÷àåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó, à ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ â ìîìåíò t−|~r−~r1|/c. �àçíîñòèêîîðäèíàò â ìàòðèöå � ýòî íå àðãóìåíòû ïðîèçâîäíûõ, à ìíîæèòåëè. Îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû
1 − ~r0

′

c

~R0

R0
=

s

R 0
, s = R0 − ~β ~R0, ~β =

~r0
′

c
. (14)Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ÿêîáèàíà èíòåãðàë îò δ-�óíêöèè áåðåòñÿ ïðîñòî è ìû íàõîäèì

∫

δ(~r1 − ~r0(t1))d
3r1 =

∫

δ(~r2)d
3r2

R0

s
=
R0

s
. (15)Çàìåòèì, ÷òî â ïðîìåæóòî÷íûõ âûêëàäêàõ ýòîãî ïóíêòà ââèäó íàëè÷èÿ ïîä èíòåãðàëîì δ-�óíêöèè áåçðàçëè÷íî,êàêîé óêàçûâàòü àðãóìåíò �óíêöèé, ñâÿçàííûõ ñ çàðÿäîì: t1 èëè t01.2) Âû÷èñëåíèå ÷åðåç �óíêöèþ �ðèíà. Ïîäñòàâëÿÿ â �îðìóëó (1.55) âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè �ðèíà (1.67) èáåðÿ ñíà÷àëà èíòåãðàë ïî êîîðäèíàòàì, à çàòåì ïî âðåìåíè, íàõîäèì

ϕ(~r, t) = 4πe

∫

d3r1cdt1δ(~r1 − ~r0(t1))
1

4π|~r − ~r1|
δ(c(t− t1) − |~r − ~r1|) = e

∫

dt1
δ(t1 − t+ |~r − ~r0(t1)|/c)

|~r − ~r0(t1)|
=

=
e

|~r − ~r0(t01)|

∫

dτδ(τ)
dt1
dτ

=
e

|~r − ~r0(t01)|

∫

dτ
δ(τ)

1 − ~β ~R0/R0

=
e

|~r − ~r0(t01)|
1

1 − ~β ~R0/R0

. (16)Çäåñü ïðè âûâîäå áûëà ïðîèçâåäåíà çàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ è íàéäåíà ïðîèçâîäíàÿ îò τ ïî t1:
τ = t1 − t+

|~r − ~r0(t1)|
c

,
dτ

dt1
= 1 − 1

c

~r0
′(t1)

|~r − ~r0(t1)|
. (17)3) �åëÿòèâèñòñêèé ñïîñîá. Âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, èñõîäÿ èç äâóõ ñëåäóþùèõ ñîîá-ðàæåíèé. Âî-ïåðâûõ, îíè âìåñòå äîëæíû ñîñòàâëÿòü ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð A = {ϕ, ~A}. Âî-âòîðûõ, â ïðåäåëåíåïîäâèæíîãî çàðÿäà äîëæåí ïîëó÷àòüñÿ èçâåñòíûé ðåçóëüòàò:

ϕ =
e

R0
, ~A = 0. (18)Èñêîìûå âûðàæåíèÿ íàäî ñêîíñòðóèðîâàòü èç èìåþùèõñÿ ÷åòûðåõìåðíûõ âåêòîðîâ. Òàêèõ âåêòîðîâ ó íàñ äâà.Ýòî âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ âëèÿíèÿ çàðÿäà

R0 = {c (t− t01), ~r − ~r0(t
0
1)} = {R0, ~R0} (19)63
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�èñ. 16. Ïåðåñå÷åíèå çàðÿäà ñ�åðîé âëèÿíèÿ ïðè èõ äâèæåíèè:à � â îäíîì íàïðàâëåíèè, á � íàâñòðå÷ó.à á
�èñ. 17. Äâèæåíèå çàðÿäà è ñ�åðû: à � â îäíîì íàïðàâëåíèè, á � íàâñòðå÷ó.è âåêòîð ñêîðîñòè çàðÿäà

v = c{γ0 , γ0
~β}, γ0 = (1 − β2)−1/2. (20)Ïåðâûé âåêòîð íóëåâîé, òàê êàê îí îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ñèãíàëà, êîòîðîå ïðîèñõîäèò ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà.Âòîðîé âåêòîð âðåìåíèïîäîáåí, êàê è äîëæíî áûòü äëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè.Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîð ïîòåíöèàëîâ A äîëæåí áûòü ïðîïîðöèîíàëåí âåêòîðó ñêîðîñòè v, èáî ó îáîèõ ýòèõâåêòîðîâ â ñëó÷àå íåïîäâèæíîãî çàðÿäà ïðîñòðàíñòâåííûå ñîñòàâëÿþùèå îáðàùàþòñÿ â íóëè. Â çíàìåíàòåëüæå íàäî ïîìåñòèòü âûðàæåíèå, îáðàùàþùååñÿ â ýòîì æå ñëó÷àå â R0. Òàêèì âûðàæåíèåì ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîåïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ v è R0. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

A =
e

vR0
v =

e

s
{1, ~β}. (21)4) Íàãëÿäíûé. Íàêîíåö, ÷åòâåðòûé ñïîñîá âûâîäà � íàèìåíåå �îðìàëüíûé èç âñåõ. Óðàâíåíèå (6) ïðèçàêðåïëåííûõ çíà÷åíèÿõ ~r, t è t1 ïðåäñòàâëÿåò ñ�åðó ñ öåíòðîì â òî÷êå ~r ðàäèóñîì c(t − t1), òî÷êè ~r1 ëåæàòíà ïîâåðõíîñòè ñ�åðû. Åñëè íà ñ�åðå îêàçûâàåòñÿ çàðÿä, îí äàåò âêëàä â èíòåãðàë. Íàçîâåì ýòó ñ�åðó ñ�åðîéâëèÿíèÿ. Ïðè t1 = −∞ ñ�åðà èìååò áåñêîíå÷íûé ðàäèóñ, òàê ÷òî çàðÿä íàõîäèòñÿ âíóòðè íåå. Ñ ðîñòîì t1ðàäèóñ ñ�åðû óìåíüøàåòñÿ è ïðè t1 = t ñ�åðà îáðàùàåòñÿ â òî÷êó, ñîâïàäàþùóþ ñ ïîëîæåíèåì íàáëþäàòåëÿ.�àäèóñ ñ�åðû óìåíüøàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, à çàðÿä äâèæåòñÿ ñ ìåíüøåé ñêîðîñòüþ, ðàíî èëè ïîçäíî ñ�åðàïåðåñå÷åò çàðÿä. Ïðè ýòîì çàðÿä ìîæåò ëåòåòü ëèáî â òó æå ñòîðîíó, ÷òî è ñ�åðà (ðèñ. 16à), ëèáî íàâñòðå÷ó åé(ðèñ. 16á).Äëÿ íàãëÿäíîñòè îòêàæåìñÿ îò òî÷å÷íîñòè çàðÿäà. Ïóñòü çàðÿä èìååò ïîñòîÿííîå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå è äëèíó

a, à ñêîðîñòü åãî íàïðàâëåíà ïðÿìî íà íàáëþäàòåëÿ. Â êàêîé-òî ìîìåíò ñ�åðà äîãîíèò çàðÿä, òî åñòü êîñíåòñÿåãî çàäíåãî ñå÷åíèÿ, à ïîòîì ïåðåãîíèò åãî, òî åñòü êîñíåòñÿ ïåðåäíåãî åãî ñå÷åíèÿ. Âêëàä â èíòåãðàë çàðÿäáóäåò äàâàòü òîëüêî â òå ìîìåíòû, êîãäà ñ�åðà åãî ïåðåñåêàåò. Åñëè áû çàðÿä áûë íåïîäâèæåí, ýòîò ïðîìåæóòîêâðåìåíè áûë áû ïðîïîðöèîíàëåí a. Èç-çà äâèæåíèÿ çàðÿäà â òó æå ñòîðîíó, ÷òî è ñ�åðà, ïðîìåæóòîê âðåìåíèâëèÿíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ. Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò âëèÿíèå çàðÿäà, ÷åðåç b. Òîãäà çà îäíîè òî æå âðåìÿ çàðÿä ïðîõîäèò ðàññòîÿíèå b − a, à ñ�åðà b. Ïîäåëèâ ýòè ðàññòîÿíèÿ íà ñêîðîñòè è ïðèðàâíÿâðåçóëüòàòû, ïîëó÷èì
b

c
=
b− a

v
. (22)Îòñþäà

b

a
=

1

1 − v/c
. (23)Ýòî êàê ðàç òîò äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü, íà êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ âåëè÷èíà èíòåãðàëà â (9) îò åäèíèöû, òàêêàê â (23) v � ýòî ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè çàðÿäà íà íàïðàâëåíèå íà íàáëþäàòåëÿ.64



Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé, êîãäà çàðÿä äâèæåòñÿ íàâñòðå÷ó ñ�åðå. Òîãäà ïî-ëó÷àþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
b

c
=
a− b

v
,
b

a
=

1

1 + v/c
. (24)Çäåñü v � ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè çàðÿäà íà íàïðàâëåíèå îò íàáëþäàòåëÿ, òàê ÷òî �îðìóëà �àêòè÷åñêè òà æå.Ìû ñ÷èòàëè çàðÿä íåòî÷å÷íûì. Îäíàêî ïîïðàâî÷íûé ìíîæèòåëü íå çàâèñèò îò a è îñòàåòñÿ òåì æå ïðè

a→ 0.Èòàê, ïîòåíöèàëû òî÷å÷íîãî äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà, íàçûâàåìûå îáû÷íî ïîòåíöèàëàìè Ëèåíàðà�Âèõåðòà,îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè (21) èëè ïîäðîáíåå
ϕ(~r, t) =

e

s
, ~A =

e~r0
′(t1)

c s
, s = R0(~r, t1) − ~r0

′(t1) ~R0(~r, t1)/c, ~R0(~r, t1) = ~r − ~r0(t1). (25)Çäåñü äëÿ êðàòêîñòè ó àðãóìåíòà t01, îïðåäåëÿåìîãî (8), îïóùåí íîëèê, òî åñòü
c(t− t1) = R0(~r, t1). (26)Òåïåðü ìîæíî íàéòè íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé.� 2. Ïîëå òî÷å÷íîãî çàðÿäà1. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïåðåìåííûìè, ñâÿçàííûìè ñ çàðÿäîì è ñ íàáëþäàòåëåì. Íàéäÿ ïîòåíöèàëû äâèæó-ùåãîñÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà (25), ãäå ìîìåíò âëèÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (26), ìîæíî íàéòè íàïðÿæåííîñòèýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.Íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîòåíöèàëû ïðè ïîìîùè îáû÷íûõ�îðìóë

~E = −1

c

∂ ~A

∂t
− ~∇ϕ, ~H = ~∇× ~A. (27)Òðóäíîñòü âû÷èñëåíèÿ íàïðÿæåííîñòåé ïî ýòèì �îðìóëàì çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðîèçâîäíûå â íèõ áåðóòñÿïî âðåìåíè t è êîîðäèíàòàì x, y, z, à ïîòåíöèàëû (25) çàâèñÿò îò âðåìåíè t1. Ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëîâîò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò äâîéíàÿ. Âî-ïåðâûõ, ýòè êîîðäèíàòû âõîäÿò íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç âåêòîð

~r, âî-âòîðûõ, îò íèõ çàâèñèò è âðåìÿ t1. Ïîýòîìó ñíà÷àëà íàäî íàéòè ïðîèçâîäíûå îò t1 ïî âðåìåíè t è ïîêîîðäèíàòàì, à çàòåì äè��åðåíöèðîâàòü ïîòåíöèàëû êàê ñëîæíûå �óíêöèè.Íàéäåì ïðåæäå âñåãî ïðîèçâîäíûå ïî t1, ÷òî ñäåëàòü äîñòàòî÷íî ëåãêî:
∂ ~R0

∂t1
= −~r0′(t1) = −c ~β, ∂R0

∂t1
=

1

2R0

∂ ~R2
0

∂t1
=

~R0

R0

∂ ~R0

∂t1
= −

~R0

R0
~r0
′(t1) = −

~R0

R0
c~β. (28)Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè t1 � ýòî óñêîðåíèå çàðÿäà:

∂~β

∂t1
= ~β′ =

~r0
′′(t1)

c
. (29)Íàì ïîíàäîáèòñÿ è

s′ =
∂s

∂t1
=
∂R0

∂t1
− ∂ ~R0

∂t1
~β − ~R0

∂~β

∂t1
= −c~β

~R0

R0
+ c β2 − ~R0

~β ′. (30)Òåïåðü íàéäåì ïðîèçâîäíóþ îò âðåìåíè t1 ïî âðåìåíè íàáëþäåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïðîäè��åðåíöèðóåì ðàâåíñòâî(26) ïî t. Ïîëó÷èì
∂R0

∂t
=
∂R0

∂t1

∂t1
∂t

= c

(

1 − ∂t1
∂t

)

,
∂t1
∂t

=
R0

s
=

1

1 − ~β ~R0/R0

. (31)Òàê æå íàõîäèòñÿ è îáðàòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ:
∂R0

∂t1
= c

(

∂t

∂t1
− 1

)

= −c ~β
~R0

R0
,

∂t

∂t1
= 1 − ~β

~R0

R0
. (32)Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îò t1 ïî t è ïðîèçâîäíàÿ îò t ïî t1 âçàèìíî îáðàòíû. Äëÿ ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ òàêàÿ ñâÿçü â îáùåì ñëó÷àå íå èìååò ìåñòà. Òî, ÷òî îíà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âðåìåí t è t1, ÿâëÿåòñÿèñêëþ÷èòåëüíûì ñëó÷àåì. 65



Ïåðåéäåì ê ïðîèçâîäíûì ïî êîîðäèíàòàì. Ïðè ýòîì, êàê óæå ãîâîðèëîñü, äè��åðåíöèðîâàòü íàäî äâàæäû:íåïîñðåäñòâåííî ïî êîîðäèíàòàì � ÷åðåç âåêòîð ~r � è ÷åðåç âðåìÿ t1. Ïîýòîìó ñíà÷àëà íàéäåì ãðàäèåíò t1.Äëÿ ýòîãî âîçüìåì ãðàäèåíò îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà (26):
~∇R0 =

~R0

R0
+
∂R0

∂t1
~∇t1 = −c ~∇t1, ~∇t1 = −

~R0

cR0

1

1 − ~β ~R0/R0

= −
~R0

c s
. (33)Àíàëîãè÷íî íàõîäèì

~∇s =
~R0

R0
− ~β + s′ ~∇t1, ~∇× ~β = ~∇t1 × ~β ′. (34)Òåïåðü ó íàñ åñòü âñå, ÷òîáû íàéòè íàïðÿæåííîñòè.2. Âû÷èñëåíèå íàïðÿæåííîñòåé. Äëÿ ýòîãî ïðèäåòñÿ ïðîäåëàòü äîâîëüíî äëèííûå âûêëàäêè. Ñíà÷àëà äëÿíàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

~E = −1

c

∂ ~A

∂t
− ~∇ϕ = e

[

1

s2
~∇s− 1

c

∂t1
∂t

(

1

s
~β′ − 1

s2
s′ ~β

)]

= (35)
=

e

s2

[

~R0

R0
− ~β −

~R0

c s

(

cβ2 − ~R0
~β′ − c ~β

)

− 1

c
R0

~β′ +
R0

c s
~β

(

cβ2 − ~R0
~β ′ − c ~β

~R0

R0

)]

=

= − e

s3

[(

~R0

R0
− ~β

)

s− ~R0 β
2 + ~R0

(

~β
~R0

R0

)

+R0
~β β2 − ~β

(

~β ~R0

)

+
1

c
~R0

(

~R0
~β ′
)

−

−1

c
R0 s ~β

′ − 1

c
R0

~β
(

~R0
~β′
)

]

= − e

s3
[~R0 −R0

~β + ~β (~β ~R0) − ~R0β
2 −

~R0

R0
(~β ~R0)+

+
~R0

R0
(~β ~R0) +R0

~β β2 − ~β (~β ~R0) +
1

c

(

~R0(~R0
~β′) −R2

0
~β′ +R0 (~β ~R0) ~β

′−

−R0
~β(~R0

~β′)
)

] =
e

s3
(~R0 −R0

~β) (1 − β2) +
e

s3 c
~R0 × [(~R0 −R0

~β) × ~β′].Òåïåðü äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
~H = e~∇×

~β

s
= e [~∇ 1

s
+

1

s
~∇× ~β] = e[− 1

s2
~∇s× ~β +

1

s
~∇t1 × ~β′ ] =

=
e

s2
(
~R0

R0
× ~β + s′ ~∇t1 × ~β + s ~∇t1 × ~β ′ ) =

e

s2
[
~R0

R0
× ~β − (c β2 − c~β

~R0

R0
− ~R0

~β ′ )+

+
1

c
~R0 × ~β ′ ] = − e

s3
[
~R0

R0
× ~β (R0 − ~β ~R0) − β2 ~R0 × ~β + (~β

~R0

R0
) ~R0 × ~β]−

− e

c s3
[(~R0

~β ′) ~R0 × ~β + (R0 − ~R0
~β) ~R0 × ~β ′] =

= − e

s3
(1 − β2)~R0 × ~β − e

c s3
[(~R0

~β ′ )~R0 × ~β + (R0 − ~R0
~β) ~R0 × ~β ′]. (36)Ôîðìóëû äëÿ íàïðÿæåííîñòåé äîâîëüíî ãðîìîçäêè. Îòìåòèì âàæíûå èõ ñâîéñòâà. Âî-ïåðâûõ, ìåæäó íà-ïðÿæåííîñòÿìè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé èìååòñÿ ïðîñòîå ñîîòíîøåíèå

~H =
~R0

R0
× ~E, (37)òàê ÷òî ýòè äâà âåêòîðà âñåãäà ïåðïåíäèêóëÿðíû. Âî-âòîðûõ, êàæäûé èç íèõ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé, ÷òî ÿâíîîòðàæåíî â âûïèñàííûõ �îðìóëàõ. Âòîðàÿ ÷àñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ~β ′ = 0, òî åñòü åñëè çàðÿä äâèæåòñÿ áåçóñêîðåíèÿ. Â-òðåòüèõ, óêàçàííûå ñëàãàåìûå èìåþò ðàçíóþ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ñ ðîñòîì ðàññòîÿíèÿ îò çàðÿäàäî íàáëþäàòåëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè R0 → ∞ è s ∼ R0 → ∞ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâûå ñëàãàåìûå óáûâàþòêàê 1/R2

0, à âòîðûå êàê 1/R0. Âñëåäñòâèå òàêîãî ìåäëåííîãî óáûâàíèÿ âòîðûõ ñëàãàåìûõ è ìîäóëü âåêòîðàÏîéíòèíãà, òî åñòü ïîòîê ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïðîïîðöèîíàëüíûé ïðîèçâåäåíèþ íàïðÿæåííîñòåé,óáûâàåò ìåäëåííî, êàê 1/R2
0. Ïîýòîìó ïîëíûé ïîòîê ýíåðãèè ïîëÿ ÷åðåç ñ�åðó ðàäèóñà R0 îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì,÷òî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê îòðûâ ýíåðãèè îò çàðÿäà è óõîä åãî íà áåñêîíå÷íîñòü, òî åñòü èçëó÷åíèå. Òàêèìîáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî òîëüêî äâèæóùèéñÿ ñ óñêîðåíèåì çàðÿä èçëó÷àåò.66



3. Óñëîâèå Ëîðåíöà. Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðà�à ïðîâåðèì, ÷òî ïîòåíöèàëû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëî-ðåíöà. Äåéñòâèòåëüíî,
1

c

∂ϕ

∂t
+ ~∇ ~A = − e

c s2
∂s

∂t1

∂t1
∂t

− e

s2
~β~∇s+

e

s
~∇~β = − e

cs2

(

−c~β
~R0

R0
+ cβ2 − ~R0

~β′

)

R0

s
−

− e~β

s2

[

~R0

R0
− ~β −

(

−c~β
~R0

R0
+ cβ2 − ~R0

~β′

)

~R0

cs

]

− e

s
~β′
~R0

cs
=
e

c

(

~R0
~β′ − cβ2 − c

~R0

R0

~β

)(

R0

s3
−
~β ~R0

s3
− 1

s2

)

= 0.(38)Îáðàùåíèå â íóëü ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ñîäåðæèìîãî ïîñëåäíèõ ñêîáîê ïî îïðåäåëåíèþ âåëè÷èíû s.�àññìîòðèì òåïåðü ïîäðîáíåå ÷àñòè íàïðÿæåííîñòåé, äàþùèå èçëó÷åíèå. Ñíà÷àëà âûâåäåì èõ áîëåå ïðîñòûìñïîñîáîì. � 3. Ïîëå òî÷å÷íîãî çàðÿäà íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ1. Íàïðàâëåíèå è âðåìÿ íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò çàðÿäà. Ïóñòü çàðÿä äâèæåòñÿ â íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîéîáëàñòè ðàçìåðîì a. Âûáåðåì â ýòîé îáëàñòè �èêñèðîâàííóþ òî÷êó ñ ðàäèóñîì-âåêòîðîì ~rc. Âåêòîð, èäóùèéèç ýòîé òî÷êè ê íàáëþäàòåëþ, îáîçíà÷èì
~R = ~r − ~rc. (39)Ââåäåì âåêòîð ñìåùåíèÿ çàðÿäà îò �èêñèðîâàííîé òî÷êè

~x = ~x(t1) = ~r0(t1) − ~rc = ~R0(t1) − ~R. (40)ßñíî, ÷òî |~x| ≤ a, è
~R = ~R0 − ~x, ~β =

1

c
~r0

′(t1) =
1

c
~x ′(t1), ~β′(t1) =

1

c
~r0

′′(t1) =
1

c
~x ′′(t1) =

1

c
~w, (41)ãäå ~w = ~w(t1) � âåêòîð óñêîðåíèÿ çàðÿäà.Îáîçíà÷èì åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ îò òîé æå òî÷êè ê íàáëþäàòåëþ ÷åðåç

~n =
~R

R
, R = |~R|. (42)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçìåð îáëàñòè ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì äî íàáëþäàòåëÿ, òî åñòü |~x| ≤ a≪ ~R. Ýòîè îçíà÷àåò, ÷òî íàáëþäàòåëü íàõîäèòñÿ íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò çàðÿäà. Òîãäà

R0 =

√

R2 + ~x2 − 2 ~R~x = R
√

1 − 2 (~x/R)~n+ (~x/R)2 ≈ R [1 − (~x/R)~n] = R − ~x~n. (43)Ïîýòîìó
~R0

R0
=

~R − ~x

R0
≈ ~n. (44)Ìîæíî ââåñòè çàïàçäûâàþùåå âðåìÿ T , íå çàâèñÿùåå îò ïîëîæåíèÿ çàðÿäà:

R = c (t− T ). (45)Òîãäà èç (26), (43) è (45) ñëåäóåò, ÷òî íà äàëåêèõ ðàññòîÿíèÿõ
t1 −

1

c
~n~x = T = t− R

c
. (46)Âðåìÿ T òå÷åò òàê æå, êàê è t, òîëüêî ñî ñìåùåíèåì íà R/c. Èç (46) âûòåêàþò êàê ñâÿçü ìåæäó âðåìåíàìè t è

t1, òàê è âûðàæåíèå äëÿ ãðàäèåíòà t1. Äåéñòâèòåëüíî,
dt1 (1 − ~n ~β) = dt, ~∇t1 (1 − ~n ~β) = −~n

c
, (47)îòêóäà

∂t1
∂t

=
1

1 − ~n ~β
,

∂t

∂t1
= 1 − ~n ~β , ~∇t1 = −~n

c

1

1 − ~n ~β
. (48)2. Ïîòåíöèàëû íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. Ïðè âûâîäå �îðìóë äëÿ ÷àñòåé íàïðÿæåííîñòåé, îïðåäåëÿþùèõèçëó÷åíèå, äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ãëàâíûìè ñëàãàåìûìè, óáûâàþùèìè êàê 1/R0 èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, êàê67



1/R. Ïîýòîìó âñå ñëàãàåìûå, óáûâàþùèå áûñòðåå, ìû áóäåì îòáðàñûâàòü. Â ÷àñòíîñòè, â �îðìóëàõ (25) äëÿïîòåíöèàëîâ ìîæíî çàìåíèòü ~R0 íà ~R è çàïèñàòü ýòè �îðìóëû â âèäå
ϕ =

e

R− ~R ~β
, ~A =

e ~β

R− ~R ~β
(49)èëè

ϕ(t1) =
e

R

1

1 − ~n ~β(t1)
, ~A(t1) =

e

R

~β(t1)

1 − ~n ~β(t1)
. (50)Òåïåðü âðåìÿ t1 â âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ âõîäèò òîëüêî ÷åðåç àðãóìåíò ñêîðîñòè ~β. Çàìåòèì, ÷òî ïîòåí-öèàëû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

ϕ(t1) =
e

R
+ ~n ~A(t1). (51)Åùå îäíî óïðîùåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïðè íàõîæäåíèè ãðàäèåíòà óæå íå íóæíî äè��åðåíöèðî-âàòü ïî êîîðäèíàòàì íåïîñðåäñòâåííî, òàê êàê òàêîå äè��åðåíöèðîâàíèå âñåãäà óâåëè÷èâàåò ñêîðîñòü óáûâàíèÿäè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè ñ R. Äåéñòâèòåëüíî,

~∇rα = α rα−1 ~r

r
. (52)Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âû÷èñëåíèè ãðàäèåíòà äîñòàòî÷íî íàõîäèòü ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì òîëüêî ÷åðåçâðåìÿ t1, òî åñòü ìîæíî ïðèíÿòü

~∇ = ~∇t1
∂

∂t1
= −~n

c

1

1 − ~n ~β

∂

∂t1
. (53)Ïîýòîìó àðãóìåíò ~r ó ïîòåíöèàëîâ íå óêàçàí.3. Äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ. Ïðèâåäåííûå óïðîùåííûå �îðìóëû âçÿòèÿ ïðîèçâîäíûõ ïîçâîëÿþò âû-âåñòè åùå íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó õàðàêòåðèñòèêàìè ïîëÿ. Íàïðèìåð, êîìáèíàöèÿ (53) è (48) äàåò

~∇ = −~n
c

∂

∂t
, (54)òàê ÷òî

~∇ϕ = −~n
c

∂ϕ

∂t
, ~∇ ~A = −~n

c

∂ ~A

∂t
. (55)Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî íàéòè ïðîèçâîäíûå îò ïîòåíöèàëîâ ïî âðåìåíè:

∂ϕ

∂t
=

e

R

~n ~β′

(1 − ~n ~β)3
,
∂ ~A

∂t
=

e

R

~β′(1 − ~n ~β) + ~β (~n ~β′)

(1 − ~n ~β)3
. (56)Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ñîîòíîøåíèé ëåãêî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ Ëîðåíöà

1

c

∂ϕ

∂t
+ ~∇ ~A =

1

c

∂ϕ

∂t
− ~n

c

∂ ~A

∂t
= 0. (57)Çàìåòèì, ÷òî ïîòåíöèàëû â ýòîì ïðèáëèæåíèè, êàê è òî÷íûå, ñîñòàâëÿþò êîìïîíåíòû ÷åòûðåõìåðíîãî âåê-òîðà:

A =
e

Rβ
β, R = {R, ~R}, β = {1, ~β}/

√

1 − ~β2. (58)4. Íàïðÿæåííîñòè. Ââèäó âñåõ ýòèõ óïðîùåíèé è íàïðÿæåííîñòè íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ íàõîäèòü çíà÷è-òåëüíî ïðîùå è ïîýòîìó ìû ïðèâåäåì ýòîò âûâîä íåçàâèñèìî. Èìååì
~E = −1

c

∂ ~A

∂t
− ~∇ϕ = −1

c

∂ ~A

∂t
+
~n

c

∂ϕ

∂t
=

1

c

∂

∂t
(− ~A+ ~nϕ) =

e

R c

1

(1 − ~n ~β)3
[−~β ′ (1 − ~n ~β) + (~n− ~β)~n ~β ′]. (59)Àíàëîãè÷íî

~H = ~∇× ~A = −~n
c

∂ ~A

∂t
= − e

R

~n

c

1

(1 − ~n ~β)3
[~β ′ (1 − ~n ~β) + ~β (~n ~β ′)]. (60)Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî �îðìóëó (59) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

~E =
1

c

e

R

~n× [(~n− ~β) × ~β′]

(1 − ~n ~β)3
, (61)68



à ñîîòíîøåíèå (37) ïåðåõîäèò â
~H = ~n× ~E. (62)Òàêèì îáðàçîì, òðè âåêòîðà ~n, ~E è ~H âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî åñòü íà äàëåêèõ ðàññòîÿíèÿõ ïîëåäâèæóùåãîñÿ ñ óñêîðåíèåì òî÷å÷íîãî çàðÿäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîïåðå÷íóþ ñ�åðè÷åñêóþ âîëíó.Çàìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé ïðåäûäóùåãî ïóíêòà �îðìóëû äëÿ íàïðÿæåííîñòåé ìîãóò áûòü çà-ïèñàíû â òàêîì âèäå, ÷òî â íèõ áóäåò âõîäèòü òîëüêî ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè íàáëþäàòåëÿ îò âåêòîðíîãîïîòåíöèàëà:

~E = ~n×
(

~n

c
× ∂

∂t
~A

)

, ~H = −~n
c
× ∂

∂t
~A. (63)Òàêàÿ �îðìà ýòèõ âûðàæåíèé ïîëåçíà ïðè íàõîæäåíèè ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå îò íàïðÿæåííîñòåé.5. Ýíåðãåòèêà ïîëÿ.Íàéäåì ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ. Ýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ÷àñòè ïëîòíî-ñòè ýíåðãèè, êàê ëåãêî âèäåòü, ðàâíû. Ïîýòîìó ïëîòíîñòü ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíà w = E2/4π =

H2/4π. Ïîòîê ýíåðãèè, òî åñòü âåêòîð Ïîéíòèíãà
~S =

c

4π
~E × ~H =

c

4π
~E × (~n× ~E) =

E2

4π
c~n = w c~n. (64)Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð ïîòîêà ýíåðãèè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿïîëÿ, òî åñòü ýíåðãèÿ òîëüêî ïåðåòåêàåò. Ïîýòîìó, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè:

∂w

∂t
+ ~∇~S =

∂w

∂t
− ~n

c

∂~S

∂t
=
∂w

∂t
− ~n

c

∂w

∂t
c ~n = 0. (65)� 4. Äèïîëüíîå ïðèáëèæåíèåÑäåëàåì åùå îäíî ïðåäïîëîæåíèå: ïóñòü ñêîðîñòü çàðÿäà ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, òî åñòü çàðÿäíåðåëÿòèâèñòñêèé. Îáîçíà÷èì ìîäóëü åãî ñêîðîñòè ÷åðåç v. Òîãäà v ≪ c. Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî âûðàçèòü âíåñêîëüêî äðóãîé �îðìå. Çàðÿä ïðîõîäèò îáëàñòü ðàçìåðîì a çà âðåìÿ a/v. Åãî èçëó÷åíèå èìååò ïðèìåðíî òàêîéæå ïåðèîä è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòîòó ν = v/c è äëèíó âîëíû λ = c/ν ∼ c a/v. Òàê êàê v ≪ c, òî λ ≫ a. Òàêèìîáðàçîì, ìåäëåííûé çàðÿä èçëó÷àåò íà äëèíå âîëíû, çíà÷èòåëüíî áîëüøåé ðàçìåðà òîé îáëàñòè, â êîòîðîé îíäâèæåòñÿ.Èç ñîîòíîøåíèÿ (46), ñâÿçûâàþùåãî çàïàçäûâàþùèå âðåìåíà t1 è T , âèäíî, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó íèìè âñëó÷àå ìåäëåííîãî çàðÿäà çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì âðåìÿ, çà êîòîðîå çàðÿä ïåðåñåêàåò îáëàñòü: a/c ≪ a/v.Ïîýòîìó èçìåíåíèå ñêîðîñòè çàðÿäà ~x′ çà ýòî âðåìÿ îòíîñèòåëüíî ìàëî è ìû ìîæåì ðàçëîæèòü åå ïî �îðìóëåÒåéëîðà. Åñëè óäåðæèâàþòñÿ ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ, òî ïîëå ðàñêëàäûâàåòñÿ íà äèïîëüíóþ,êâàäðóïîëüíóþ è ìàãíèòíî-äèïîëüíóþ ñîñòàâëÿþùèå. Çäåñü îãðàíè÷èìñÿ äèïîëüíîé êîìïîíåíòîé ïîëÿ.Â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè â �îðìóëå Òåéëîðà îñòàâëÿåòñÿ òîëüêî ñàìîå ïåðâîå ñëàãàåìîå, òî åñòü ðàçëè÷èåììåæäó âðåìåíàìè T è t1 âîîáùå ïðåíåáðåãàåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå

ϕ =
e

R

1

1 − ~n ~x′(t1)/c
=

e

R

[

1 +
~n ~̇x

c

]

. (66)Àíàëîãè÷íî
~A =

e

R c

~x′

1 − ~n~x′/c
=

e

R c
~̇x(T ) (67)Ôîðìóëû äëÿ íàïðÿæåííîñòåé ìîæíî ïîëó÷èòü èç îáùèõ �îðìóë (59) è (60), åñëè ïðèíåáðå÷ü â íèõ ìàëîéáåçðàçìåðíîé ñêîðîñòüþ ~β:

~E =
e

R c2
~n× (~n× ~β′) =

e

R c2
[~n(~n~β′) − ~β′], ~H = ~n× ~E =

e

R c2
~β′ × ~n. (68)Ýòè �îðìóëû çàïèñûâàþò åùå â îäíîì âèäå

~H =
1

R c2
~̈d× ~n, ~E = ~H × ~n, (69)ãäå ~d = e~x � äèïîëüíûé ìîìåíò çàðÿäà îòíîñèòåëüíî òî÷êè ~rc.Íàéäåì ýíåðãåòè÷åñêèå âåëè÷èíû. Ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïîëÿ ðàâíà

w =
1

4π
E2 =

1

4π
H2 =

1

c4R2
| ~̈d× ~n|2, (70)à âåêòîð Ïîéíòèíãà 69



~S =
c

4 π
~E × ~H =

c

4 π
~E × (~n× ~E) =

c

4 π
E2 ~n =

~n

4 π c3R2
| ~̈d× ~n|2 = w c~n. (71)Âåêòîð Ïîéíòèíãà � ýòî âåêòîð ïîòîêà ýíåðãèè, òî åñòü âåëè÷èíà, ðàññ÷èòàííàÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè. Åñëèíàõîäèòü êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, êîòîðîå èäåò â åäèíèöó òåëåñíîãî óãëà, òî íàäî ìîäóëü (71) óìíîæèòü íà r2, òîåñòü ýòî êîëè÷åñòâî ðàâíî

W(Θ) =
1

4 π c3
| ~̈d× ~n|2 =

1

4 π c3
| ~̈d|2 sin2 Θ, (72)ãäå Θ � óãîë ìåæäó äèïîëüíûì ìîìåíòîì è íàïðàâëåíèåì íà íàáëþäàòåëÿ. Ïîñêîëüêó äèïîëüíûé ìîìåíò ðàâåíïðîèçâåäåíèþ âåëè÷èíû çàðÿäà íà åãî óñêîðåíèå, òî �îðìóëó (72) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

W(Θ) =
e2

4 π c3
|~̈x|2 sin2 Θ. (73)�àâåíñòâî (73) íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé Ëàðìîðà. �àñïðåäåëåíèå èçëó÷åíèÿ ïî íàïðàâëåíèÿì òàêîâî, ÷òî ïðÿìîâïåðåä ïî âòîðîé ïðîèçâîäíîé îò äèïîëüíîãî ìîìåíòà è â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè îíî îòñóòñòâóåò. Âî âñåõ äðóãèõíàïðàâëåíèÿõ èçëó÷åíèå ïðèìåðíî îäèíàêîâî, ìàêñèìàëüíî îíî â ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê óñêîðåíèþ íàïðàâëåíèè.Ëåãêî íàéòè ïîëíîå èçëó÷åíèå, òî åñòü èäóùåå âî âñå ñòîðîíû. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì èíòåãðàë ïî âñåì íàïðàâ-ëåíèÿì, âûáðàâ â êà÷åñòâå ïîëÿðíîãî óãëà Θ è ïðèíÿâ âî âíèìàíèå îñåâóþ ñèììåòðèþ èçëó÷åíèÿ:

I = 2 π

π
∫

0

W(Θ) sinΘdΘ =
e2

4 π c3
|~̈x|2 2 π

π
∫

0

sinΘdΘ sin2 Θ =
2

3

e2

c3
|~̈x|2. (74)Ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà äàåò ïîëíóþ ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ çàðÿäà â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè, òî åñòü êîëè÷åñòâîýíåðãèè, êîòîðîå îí èçëó÷àåò â åäèíèöó âðåìåíè âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ. Åå òîæå íàçûâàþò �îðìóëîé Ëàðìî-ðà. Îíà øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìîæíî çàðÿä ñ÷èòàòü íåðåëÿòèâèñòñêèì è îãðàíè÷èòüñÿäèïîëüíûì ïðèáëèæåíèåì. � 5. �àññåÿíèå èçëó÷åíèÿ ñâîáîäíûìè çàðÿäàìè1. Ñõåìà ðàññåÿíèÿ. Åñëè íà íåêîòîðóþ ÷àñòèöó ïàäàåò ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà èç íàïðàâëåíèÿ îðòà ~n′, òî÷àñòèöà ìîæåò ðàññåÿòü åå èçëó÷åíèå â íàïðàâëåíèå äðóãîãî îðòà ~n. Ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùóþ ýòè îðòû, áóäåìíàçûâàòü ïëîñêîñòüþ ðàññåÿíèÿ.Â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå (ñì., íàïðèìåð, [1℄) ðàññåÿíèå èçëó÷åíèÿ çàðÿäîì èíòåðïðåòèðóåòñÿ ñëå-äóþùèì îáðàçîì. Íà çàðÿæåííóþ ÷àñòèöó ïàäàåò ïëîñêàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà, ïîä äåéñòâèåì êîòîðîé÷àñòèöà êîëåáëåòñÿ, ò. å. äâèæåòñÿ ñ óñêîðåíèåì, è ïîðîæäàåò ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå. Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõîò ÷àñòèöû ïîëå ïðåâðàùàåòñÿ â ñ�åðè÷åñêóþ âîëíó, êîòîðàÿ è ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê èçëó÷åíèå, ðàññåÿííîå çà-ðÿæåííîé ÷àñòèöåé. ×àñòîòà èçëó÷åíèÿ ïðè ýòîì íå èçìåíÿåòñÿ, èçìåíÿåòñÿ òîëüêî íàïðàâëåíèå âîëíû. Òàêîåðàññåÿíèå íàçûâàåòñÿ òîìñîíîâñêèì.�àññåÿíèå ìîæåò ïðîèçîéòè èëè íå ïðîèçîéòè, íóæíî íàéòè âåðîÿòíîñòü åãî îñóùåñòâëåíèÿ.Óãîë γ ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè ïàäàþùåé è ðàññåÿííîé âîëí íàçûâàåòñÿ óãëîì ðàññåÿíèÿ, êîñèíóñ óãëà ðàñ-ñåÿíèÿ cos γ = ~n~n′ = µ. Òåîðèÿ äîëæíà îòâåòèòü íà âîïðîñ: åñëè ðàññåÿíèå ïðîèñõîäèò, òî ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþîíî ïðîèñõîäèò íà îïðåäåëåííûé óãîë â åäèíèöó òåëåñíîãî óãëà?Ïàäàþùàÿ âîëíà ìîæåò áûòü ïîëÿðèçîâàíà, ïðè ðàññåÿíèè ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ ïîëÿðèçàöèè.Åùå îäèí âîïðîñ: êàê ïðè ðàññåÿíèè ïðåîáðàçóþòñÿ ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå ñîñòîÿíèå ïîëÿðèçàöèè?Â ýòîì ïàðàãðà�å äàþòñÿ îòâåòû íà ýòè âîïðîñû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññåÿíèå èçëó÷åíèÿñâîáîäíûìè çàðÿäàìè. Ñíà÷àëà íàäî ââåñòè õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿðèçàöèè âîëí.2. Ïîëÿðèçàöèîííûå áàçèñû. Äëÿ îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïîëÿðèçàöèè âîëí ïîñòðîèì äâà ïîëÿðèçàöèîííûõáàçèñà íà âåêòîðàõ ~n è ~n′, ïðè÷åì îäèí èç âåêòîðîâ êàæäîãî áàçèñà ñäåëàåì ïåðïåíäèêóëÿðíûì ïëîñêîñòèðàññåÿíèÿ. ~n

~n′

~l1
′

γ

~l1�èñ. 18. Îðòû â ïëîñêîñòè ðàññåÿíèÿ.
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Ïîëÿðèçàöèîííûå îðòû áàçèñîâ äëÿ ðàññåÿííîãî è ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ ïðåäñòàâÿòñÿ àíàëîãè÷íûìè �îð-ìóëàìè:
~l1 =

~n′ − µ~n
√

1 − µ2
, ~l2 =

~n× ~n′

√

1 − µ2
, ~l1

′ =
~n− µ~n′

√

1 − µ2
, ~l2

′ =
~n′ × ~n
√

1 − µ2
. (75)Åäèíè÷íûå âåêòîðû äâóõ áàçèñîâ ñâÿçàíû ñëåäóþùèìè ïðîñòûìè ñîîòíîøåíèÿìè:

~l1 =
√

1 − µ2~n′ − µ~l1
′, ~l1

′ =
√

1 − µ2~n− µ~l1, ~l2
′ = −~l2. (76)Íà ðèñ. 18 èçîáðàæåíû îðòû â ïëîñêîñòè ðàññåÿíèÿ. Îðò ~l2′ ñìîòðèò â ñòîðîíó ÷èòàòåëÿ, îðò ~l2 îò íåãî.Íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïàäàþùåé è ðàññåÿííîé âîëí ïåðïåíäèêóëÿðíû íàïðàâëåíèþ ðàñïðî-ñòðàíåíèÿ ñâîåé âîëíû. Ïóñòü âåêòîðû íàïðÿæåííîñòè ðàññåÿííîé è ïàäàþùåé âîëí â ïðèíÿòûõ áàçèñàõ çàäà-þòñÿ îäèíàêîâûìè �îðìóëàìè:

~E = E1
~l1 + E2

~l2, ~E′ = E′
1
~l1
′ + E′

2
~l2
′. (77)Òåïåðü íàéäåì ñâÿçü ìåæäó ïàäàþùåé è ðàññåÿííîé âîëíàìè. Äëÿ ýòîãî íàéäåì, êàê äâèæåòñÿ çàðÿä ïîääåéñòâèåì ïàäàþùåé âîëíû.3. Äâèæåíèå çàðÿäà. ×òîáû îïðåäåëèòü õàðàêòåð äâèæåíèÿ çàðÿäà â ïîëå âîëíû, íàäî ñîñòàâèòü óðàâíåíèååãî äâèæåíèÿ, èñõîäÿ èç îáùåãî óðàâíåíèÿ (2.141).Ñäåëàåì ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî àìïëèòóäà ïàäàþùåé âîëíû íå î÷åíü âåëèêà, òàê ÷òî ÷àñòèöà â åå ïîëå íåäîñòèãàåò ðåëÿòèâèñòñêèõ ñêîðîñòåé è íå î÷åíü äàëåêî îòêëîíÿåòñÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîýòîìó ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî íà ïðîòÿæåíèè òðàåêòîðèè ÷àñòèöû àìïëèòóäà ïàäàþùåé âîëíû íå çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííûõêîîðäèíàò â äàííûé ìîìåíò. Ââèäó íåðåëÿòèâèñòñêîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû íå ó÷èòûâàåì ìàãíèòíîé ñîñòàâëÿþùåéñèëû Ëîðåíöà.Â ðåçóëüòàòå òàêèõ ïðåäïîëîæåíèé óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ïîëó÷àåò âèä

m~̈x = −e ~E′, ~E′ = ~E0e
−iω0t, (78)ãäå m è −e � ìàññà è çàðÿä ÷àñòèöû, ~E0 � ïîñòîÿííûé âåêòîð, à ~x � âåêòîð îòêëîíåíèÿ ÷àñòèöû îò ïîëîæåíèÿðàâíîâåñèÿ. Îòñþäà óñêîðåíèå ÷àñòèöû

~̈x = − e

m
~E′. (79)4. Ñîçäàâàåìîå ïîëå. Â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ R îò ÷àñòèöû ñîãëàñíî �îðìóëå(68) ñîçäàåòñÿ ïîëå íàïðÿæåííîñòüþ

~E = − e

c2R
~n× (~n× ~̈x). (80)Ïîäñòàâèâ ñþäà âûðàæåíèå óñêîðåíèÿ ÷åðåç íàïðÿæåííîñòü ïàäàþùåé âîëíû, ïîëó÷èì

~E =
re
R
~n× (~n× ~E′), (81)ãäå re = e2/mc2 � òàê íàçûâàåìûé êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ çàðÿäà. Ïîñêîëüêó íàèìåíüøóþ ìàññó ïðè åäèíè÷-íîì çàðÿäå èìååò ýëåêòðîí, íàèáîëåå ý��åêòèâíî èç âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ðàññåèâàåò èçëó÷åíèå èìåííîýëåêòðîí (íàðÿäó ñ ïîçèòðîíîì, êîòîðûé â ïðèðîäå âñòðå÷àåòñÿ â î÷åíü ìàëûõ êîëè÷åñòâàõ).5. Ïðåîáðàçîâàíèå íàïðÿæåííîñòè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñâÿçè íàïðÿæåííîñòè ðàññåÿííîé âîëíû ñ íàïðÿæåí-íîñòüþ ïàäàþùåé íàéäåì, êàê ïðåîáðàçóþòñÿ îðòû áàçèñà ïàäàþùåé âîëíû ñîãëàñíî �îðìóëå (81):

~n× (~n×~l1′) = ~n× (−µ~l2) = µ~l1, ~n× (~n×~l2′) = −~l2′ = ~l2. (82)Òîãäà êîìïîíåíòû íàïðÿæåííîñòè ðàññåÿííîé âîëíû âûðàçÿòñÿ ÷åðåç ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæåííîñòè ïàäàþùåéòàê:
~E =

re
R

(µE′
1
~l1 + E′

2
~l2). (83)Ïðåäñòàâèì, êàê îáû÷íî ïðè ðàññìîòðåíèè ïîëÿðèçàöèè, âåêòîðû íàïðÿæåííîñòåé (77) â âèäå ñòîëáöîâ.Òîãäà ñðàâíèâ ðàâåíñòâà (77) è (83), ìîæåì çàïèñàòü

(

E1

E2

)

=
re
R
Ǎ

(

E′
1

E′
2

)

, Ǎ(µ) =

(

µ 0
0 1

)

. (84)Çäåñü êàæäûé âåêòîð îòíîñèòñÿ ê ñâîåìó áàçèñó, íî èõ áàçèñû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ ñî-ñòàâëÿåòñÿ èìåííî ïðè òàêîì óñëîâèè. Òîãäà îíà èìååò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä: ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè71



ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïëîñêîñòè ðàññåÿíèÿ, îñòàåòñÿ íåèçìåííîé (åñëè îòâëå÷üñÿ îò ìíîæè-òåëÿ re/R), â òî âðåìÿ êàê ñîñòàâëÿþùàÿ, ëåæàùàÿ â ýòîé ïëîñêîñòè, óìíîæàåòñÿ íà êîñèíóñ óãëà ðàññåÿíèÿ.Òåïåðü ïåðåéäåì îò íàïðÿæåííîñòåé ê ïîëÿðèçàöèîííûì ìàòðèöàì è âûâåäåì ìàòðèöó òîìñîíîâñêîãî ðàñ-ñåÿíèÿ.6.Ìàòðèöà òîìñîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ. Ìàòðèöà ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ âûðàçèòñÿ ÷åðåç ìàòðèöó ïàäàþùåãî:
Š =

c

8π
~E ~E† =

c

8π

r2e
R2

A� ~E′( ~E′)†A� =
r2e
R2

A�Š′A�. (85)Åñëè ñäåëàòü ñëåäóþùèé øàã è îò ïîëÿðèçàöèîííûõ ìàòðèö ïåðåéòè ê ïàðàìåòðàì Ñòîêñà, òî ïîëó÷èòñÿ ñîîò-íîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå âåêòîðû Ñòîêñà:
~I =

r2e
R2

R̂(µ)~I ′. (86)Áîëåå ïîäðîáíî
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. (87)Ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ ñâîáîäíûìè çàðÿäàìè ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé ìîëåêóëÿðíîãî ðàññåÿíèÿ è íàçûâàåòñÿ ðåëå-åâñêîé.Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ R ñ�åðè÷åñêàÿ âîëíà ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ïëîñêîé, âåëè÷èíà R èçìåíÿåòñÿ ìåäëåííîè ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ïîñòîÿííîé. à á
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−0.10 0.05 0.15�èñ. 19. �åëååâñêàÿ èíäèêàòðèñà. à: 1 + cos2 γ, á: χ(γ)/4π è χ(γ) sin γ/(4π).Ïàðàìåòðû U è V â ïðèíÿòûõ áàçèñàõ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ r2e/R2 ïðîñòî óìíîæàþòñÿ íà êîñèíóñ óãëàðàññåÿíèÿ. Äâà äðóãèõ ïàðàìåòðà ïðåîáðàçóþòñÿ ñîâìåñòíî. Â ÷àñòíîñòè, ðàññåÿíèå äàæå íåïîëÿðèçîâàííîéâîëíû, êîãäà âñå ïàðàìåòðû ïàäàþùåé âîëíû êðîìå èíòåíñèâíîñòè ðàâíû íóëþ, ñîçäàåò ïîëÿðèçàöèþ.7. Ñå÷åíèå è èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ. Ïðîöåññû ðàññåÿíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ ñå÷åíèÿìè, îáùåå îïðåäåëåíèåêîòîðûõ áóäåò äàíî â äðóãîé ÷àñòè êóðñà. Çäåñü èñïîëüçóåì êîíêðåòíûå �óíêöèè.Ýëåìåíò ìàòðèöû, ñòîÿùèé â ëåâîì âåðõíåì åå óãëó, åñëè åãî óìíîæèòü íà R2, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàêíàçûâàåìîå äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ
ς(µ) =

r2e
2

(µ2 + 1). (88)Ïîëíîå ñå÷åíèå, òî åñòü ïðîèíòåãðèðîâàííîå ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êëàññè÷åñêèé ðàäèóñýëåêòðîíà è íàçûâàåòñÿ òîìñîíîâñêèì [1℄:
ς
T

=

∫

d2nς(µ) =
8π

3
r2e . (89)Åñëè â åäèíèöå îáúåìà íàõîäèòñÿ ne ýëåêòðîíîâ (ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ èõ êîíöåíòðàöèåé), òî ïðîèçâå-äåíèå neςTds ðàâíî âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî íà ïóòè ds èçëó÷åíèå èñïûòàåò òîìñîíîâñêîå ðàññåÿíèå, òî åñòü åãî÷àñòü èçìåíèò ñâîå íàïðàâëåíèå. Åñëè ïîòîê ýíåðãèè â ýòîì íàïðàâëåíèè áûë S, òî åãî îòíîñèòåëüíàÿ óáûëüñîñòàâèò dS/S = −σds, ãäå σ = neςT . Åñëè íà÷àëüíûé ïîòîê S0, òî ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ïóòè s îò íåãî îñòàíåòñÿ

S = S0e
−σs. Ïðè ðàññóæäåíèè îá îäíîì �îòîíå ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü åãî ñîõðàíåíèÿ e−σs. Íàïðîòèâ,âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî �îòîí âûïàäåò èç ïó÷êà íà ïóòè s ðàâíà F (s) = 1− e−σs, ÷òî ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàêèíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Äè��åðåíöèàëüíàÿ �óíêöèÿ f(s) = σe−σs. Ìîæíî íàéòè,íàïðèìåð, ñðåäíèé ïóòü, ïðîõîäèìûé �îòîíîì áåç ðàññåÿíèÿ (ñðåäíèé ïðîáåã). Ýòî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå72



s =

∞
∫

0

sσe−σsds =
1

σ
=

1

neςT
. (90)×àñòíîå ς(µ)

ς
T

=
3

16π
(µ2 + 1) =

3

16π
(cos2 γ2 + 1) =

1

4π
χ(γ) (91)ñîâïàäàåò ñ äåëåííîé íà 4π ðåëååâñêîé èíäèêàòðèñîé ðàññåÿíèÿ χ(γ), êîòîðàÿ îïèñûâàåò ðàññåÿíèå èçëó÷åíèÿíà ìîëåêóëàõ. Ïðîèçâåäåíèå

χ(γ)
d2n

4π
=

3

16π
(cos2 γ + 1) sinγdγdϕ (92)ðàâíî âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ïðè ðàññåÿíèè èçëó÷åíèå îòêëîíèòñÿ íà óãîë γ è ïîïàäåò â òåëåñíûé óãîë d2n.Ïîíÿòíî, ÷òî èíòåãðàë îò ýòîé âåðîÿòíîñòè ïî íàïðàâëåíèÿì ðàâåí 1.Çàâèñèìîñòü ðåëååâñêîé èíäèêàòðèñû îò ïîëÿðíîãî óãëà õàðàêòåðèçóåòñÿ ðèñ. 19. Íà ðèñ. 19à èçîáðàæåíàïîëÿðíàÿ äèàãðàììà 1+cos2 γ, à íà ðèñ. 19á êðèâàÿ χ(γ)/(4π) è âíóòðè íåå ïðîèçâåäåíèå sin γ χ(γ)/(4π). Òî÷íåå,ýòî ñå÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ �èãóð, êîòîðûå èç ïðèâåäåííûõ ïîëó÷àþòñÿ âðàùåíèåì âîêðóã îñè àáñöèññ,âäîëü êîòîðîé ëåòåë ïàäàþùèé �îòîí è ðàññåÿëñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Àçèìóò ðàññ÷èòûâàåòñÿ â ïëîñêîñòè yz.Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðà�à ïðèâåäåì ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ. Êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà re = 2.8 · 10−13 ñì,à ïîëíîå òîìñîíîâñêîå ñå÷åíèå ς

T
= 6.65 · 10−25 ñì2, ÷òî â 8/3 ðàç áîëüøå, ÷åì êëàññè÷åñêîå ãåîìåòðè÷åñêîåñå÷åíèå πr2e . � 6. Èçëó÷åíèå áûñòðûõ çàðÿäîâ1. Ïîëíîå èçëó÷åíèå. Ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá íàéòè ïîëíîå èçëó÷åíèå ðåëÿòèâèñòñêîãî çàðÿäà � ýòî èñ-ïîëüçîâàòü ðåëÿòèâèñòñêèå ñîîáðàæåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ áûëè ïîëó÷åíû �îðìóëû äëÿïîòåíöèàëîâ òî÷å÷íîãî äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà.Äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äâà òðåáîâàíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê èñêîìûì �îðìóëàì. Îíè äîëæíû áûòü ðåëÿòèâèñòñêèêîâàðèàíòíû è îñòàâàòüñÿ ïðàâèëüíûìè ïðè ïåðåõîäå ê íåðåëÿòèâèñòñêîìó ïðåäåëó. Ïîýòîìó íàïèøåì äâàñòîëáöà �îðìóë, íåðåëÿòèâèñòñêèå è ðåëÿòèâèñòñêèå, çàïîëíÿÿ ñíà÷àëà ëåâûé ñâåðõó âíèç, à çàòåì ïðàâûéñíèçó ââåðõ. Íåðåëÿòèâèñòñêèé çàðÿä

dx = {cdt, 0},
dP = {dP0, 0} = I{dt/c, 0} =
= (I/c2){cdt, 0} = (I/c2)dx,
I = (2/3)(e2/c3)w2,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

�åëÿòèâèñòñêèé çàðÿä
dx = {cdt1, d~x(t1), }
dP = {dP0, ~P} = I{dt1/c, d~x(t1)/c2} =
= (I/c2){cdt1, d~x(t1)} = (I/c2)dx(t1),
I = (2/3)(e2/c3)(−w2).

(93)Íåðåëÿòèâèñòñêèé çàðÿä èçëó÷àåò ýíåðãèþ è ìîùíîñòü åãî ïîëíîãî (âî âñå ñòîðîíû) èçëó÷åíèÿ äàåòñÿ �îð-ìóëîé Ëàðìîðà. Íî â ðåëÿòèâèñòñêèõ îáîçíà÷åíèÿõ íàäî ïèñàòü íå îòäåëüíî ýíåðãèþ è âðåìÿ, à öåëèêîì ÷å-òûðåõìåðíûå âåêòîðû ýíåðãèè-èìïóëüñà è ïîëîæåíèÿ, òî÷íåå èõ äè��åðåíöèàëû. Ìàëûìè ñêîðîñòÿìè çàðÿäàïðåíåáðåãàåì. Â ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå íóëåâûå ïðîñòðàíñòâåííûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðîâ çàìåíÿåì íà êîíå÷-íûå. Òåì ñàìûì ïîëó÷àþòñÿ ïðàâèëüíûå ðåëÿòèâèñòñêèå �îðìóëû. Èñïîëüçóåòñÿ âðåìÿ t1, òàê êàê èçëó÷åíèåîòíîñèòñÿ ê çàðÿäó. ×åðåç w îáîçíà÷åíî óñêîðåíèå çàðÿäà (à íå ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ).Èç ïîëó÷åííûõ �îðìóë ñëåäóåò, ÷òî ðåëÿòèâèñòñêèé çàðÿä èçëó÷àåò íå òîëüêî ýíåðãèþ, íî è èìïóëüñ, òî åñòüîòîðâàâøååñÿ îò íåãî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå óíîñèò ñ ñîáîé è ýíåðãèþ è èìïóëüñ. Ñ�åðè÷åñêàÿ ðàñõîäÿùàÿñÿâîëíà ðàñøèðÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, íî åùå è åå öåíòð ñìåùàåòñÿ ñî ñðàâíèìîé ñêîðîñòüþ.Ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ I îêàçûâàåòñÿ êîý��èöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó âåêòîðàìè ýíåðãèè-èìïóëü-ñà è ñìåùåíèÿ çàðÿäà. Êâàäðàò óñêîðåíèÿ åñòåñòâåííî çàìåíÿåòñÿ íà êâàäðàò ÷åòûðåõìåðíîãî óñêîðåíèÿ. Çíàêìèíóñ áåðåòñÿ ïîòîìó, ÷òî âåêòîð óñêîðåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî ïîäîáåí è â íåðÿëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå åãî êâàäðàòïåðåõîäèò â −w2. Âñïîìèíàÿ âûðàæåíèå äëÿ ýòîãî êâàäðàòà, ìîæíî íàïèñàòü
I =

2

3

e2

c3
γ6[w2 − (~β × ~w)2] =

2

3

e2

c3
γ6w2(1 − β2 sin2 α), (94)ãäå α îáîçíà÷åí óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~β è ~w.2. Ñðàâíåíèå ý��åêòèâíîñòè èçëó÷åíèÿ. Îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà êðàéíèõ ñëó÷àÿ âçàèìíîãî ðàñïîëî-æåíèÿ âåêòîðîâ ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ: êîãäà îíè ïàðàëëåëüíû èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû. Â ïåðâîì ñëó÷àå çàðÿäñîâåðøàåò ìãíîâåííîå äâèæåíèå ïî ïðÿìîé, âî âòîðîì � ìãíîâåííîå äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè. Ñîîòâåòñòâåííîìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ

I =
2

3

e2

c3

{

γ6w2, ~β ‖ ~w,
γ4w2, ~β ⊥ ~w.

(95)73



Ïóñòü íà çàðÿä äåéñòâóåò íåêîòîðàÿ ñèëà, áëàãîäàðÿ êîòîðîé îí äâèæåòñÿ. Ýòà ñèëà ðàâíà ïðîèçâîäíîé îòåãî èìïóëüñà:
~F =

d~p

dt
=

d

dt
(m~vγ). (96)Ïðîèçâîäíàÿ îò ëîðåíöåâñêîãî ìíîæèòåëÿ

dγ

dt
=

dγ

dβ

dβ

dt
= βγ3~v ~w/(β c) = γ3~v ~w/c, (97)òàê ÷òî

~F = mγ ~w +mγ3~β(~β ~w) = mγw

[

~w

w
+ γ2β2

~β

β

(

~β

β

~w

w

)]

. (98)Â äâóõ íàøèõ êðàéíèõ ñëó÷àÿõ:
~F = mγ ~w

{

γ2, ~β ‖ ~w,
1, ~β ⊥ ~w.

(99)Ñðàâíåíèå (95) è (99) äàåò ñîîòíîøåíèÿ
I =

2

3

e2

m2c3
|~F |2

{

1, ~β ‖ ~w,
γ2, ~β ⊥ ~w.

(100)Íàðÿäó ñ êðàéíèìè ñëó÷àÿìè ðàñïîëîæåíèÿ ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò î÷åâèäíûé èíòåðåñ è ïðåäåëü-íûå ñëó÷àè íåðåëÿòèâèñòñêîãî è óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî çàðÿäîâ. Êîãäà ñêîðîñòü çàðÿäà íåâåëèêà, ìíîæèòåëü
γ ïîðÿäêà 1 è ñëó÷àè ñîîòíîøåíèé â (100) íè÷åì íå ðàçëè÷àþòñÿ. Åñëè æå ñêîðîñòü çàðÿäà áëèçêà ê ñêîðîñòèñâåòà, òî åñòü β ≈ 1 (òîãäà γ ≫ 1), ðàçëè÷èå âåëèêî. Åñëè ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà çàðÿä èìååò ïðèìåðíî ðàâíûåñîñòàâëÿþùèå âäîëü ñêîðîñòè è ïåðïåíäèêóëÿðíî åé, òî èçëó÷åíèå ïðîèñõîäèò òàê, êàê åñëè áû çàðÿä äâèãàëñÿâ íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ñêîðîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, îñíîâíîå èçëó÷åíèå óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî çàðÿäàïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ìãíîâåííîãî äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè.Òåïåðü ðàññìîòðèì, êàê ýòî èçëó÷åíèå ðàñïðåäåëåíî ïî íàïðàâëåíèÿì.3. Óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå. Çàïèøåì �îðìóëó äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé èçëó÷àåìîãîçàðÿäîì ïîëÿ

~E =
e

c2R

~n× [(~n− ~β) × ~w]

(1 − ~n~β)3
. (101)Êîëè÷åñòâî ëó÷èñòîé ýíåðãèè, èçëó÷àåìîå â íàïðàâëåíèè ~n â òåëåñíîì óãëå d2n â åäèíèöó âðåìåíè t, ðàâíî

dI∗(~n) = W∗d
2n =

c

4π
E2R2d2n =

e2

4πc3
|~n× [(~n− ~β) × ~w]|2

(1 − ~n~β)6
d2n. (102)×òîáû îòñþäà ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîãî èçëó÷åíèÿ, íàéäåííîãî â ïóíêòå 1, íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðè-ðîâàòü ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì íà íàáëþäàòåëÿ ~n, çàêðåïèâ ïðè ýòîì âåêòîð ñêîðîñòè ~β(t1), à çíà÷èò ìîìåíòâðåìåíè t1. Â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ ~n ýòîìó âðåìåíè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè íà-áëþäåíèÿ t íà îäíîì è òîì æå ðàññòîÿíèè R èëè ðàçíûå ðàññòîÿíèÿ R ïðè îäíîì t. Åñëè çàêðåïëÿåòñÿ âðåìÿ

t1, òî è ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ íàäî ðàññ÷èòûâàòü íà åäèíèöó âðåìåíè t1.Ìîùíîñòü æå èçëó÷åíèÿ W∗ ðàññ÷èòàíà íà åäèíèöó âðåìåíè íàáëþäàòåëÿ t. Äëÿ ïåðåñ÷åòà íà ìîùíîñòü ïîîòíîøåíèþ êî âðåìåíè èçëó÷àþùåãî çàðÿäà t1 âåëè÷èíó W∗ ñëåäóåò óìíîæèòü íà ïðîèçâîäíóþ ∂t/∂t1 = 1−~n~β.Òîãäà ìîùíîñòü â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó âðåìåíè çàðÿäà è åäèíèöó òåëåñíîãî óãëà áóäåò
W(~n) = (1 − ~n~β)W∗ =

c

4π
R2| ~E|2(1 − ~n~β) =

e2

4πc3
w2(1 − ~n~β)2 + 2(~n~w)(~β ~w)(1 − ~n~β) − (1 − β2)(~n~w)2

(1 − ~n~β)5
. (103)Ïîñòðîèì íà âåêòîðàõ ~β è ~w (α � óãîë ìåæäó íèìè) áàçèñ ñ îðòàìè

~e1 = ~e1(~β, ~w) =
~w/w − cosα ~β/β

sinα
, ~e2 = ~e2(~β, ~w) =

~β × ~w

βw sinα
, ~e3 =

~β

β
. (104)Òîãäà

~β = β ~e3, ~w = w(sinα~e1 + cosα~e3). (105)74



�àçëîæèì è âåêòîð íàïðàâëåíèÿ èçëó÷åíèÿ ïî ýòèì îðòàì:
~n = sin θ(cosφ~e1 + sinφ~e2) + cos θ ~e3. (106)Òîãäà

~β~n = β cos θ, ~β ~w = βw cosα, ~n~w = wµ, µ = cosα cos θ + sinα sin θ cosφ. (107)Ïîäñòàâèâ ýòè ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â �îðìóëó (103), ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè îò ïîëÿðíûõóãëîâ, îïðåäåëÿþùèõ íàïðàâëåíèå èçëó÷åíèÿ:
dI(~n) = W(~n)d2n, W(~n) =

e2

4πc3
w2

[

1

(1 − β cos θ)3
+ 2

β cosα

(1 − β cos θ)4
µ− 1 − β2

(1 − β cos θ)5
µ2

]

. (108)4. Ñâÿçü ñ ïîëíûì èçëó÷åíèåì. Ïðîèíòåãðèðîâàâ âûðàæåíèå (108) ïî íàïðàâëåíèÿì, ìû ïîëó÷èì ïîëíóþèíòåíñèâíîñòü (94). Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî èñïîëüçóåì çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ
Imn(β) =

1
∫

−1

ηm

(1 − β η)n
dη. (109)Äëÿ íèõ ëåãêî ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

Imn(β) =
Im−1n(β) − Im−1n−1(β)

β
, I ′mn(β) = n Im+1n+1(β). (110)Ïðèâåäåì çíà÷åíèÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ äëÿ ïåðâûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, îïóñòèâ èõ àðãóìåíò:

I0 2 = 2γ2, I0 3 = 2γ4, I0 4 =
2

3
(3 + β2)γ6, I0 5 = 2(1 + β2)γ8,

I1 3 = 2βγ4, I1 4 =
8

3
βγ6, I1 5 =

2

3
β(5 + β2)γ8, (111)

I2 4 =
2

3
(1 + 3β2)γ6, I2 5 =

2

3
(1 + 5β2)γ8, I3 5 = 2β(1 + β2)γ8,

I0 6 =
2

5
(5 + 10β2 + β4)γ10, I1 6 =

4

5
β(5 + 3β2)γ10, I2 6 =

2

15
(5 + 38β2 + 5β4)γ10.Çäåñü ÷åðåç γ îáîçíà÷åí ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî β � ýòî ñêîðîñòü.Äëÿ èíòåãðàëà îò âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ íàõîäèì

2π
∫

0

dφ

π
∫

0

sin θdθ

[

1

(1 − β cos θ)3
+ 2

β cosα

(1 − β cos θ)4
µ− 1 − β2

(1 − β cos θ)5
µ2

]

=

= 2π

1
∫

−1

dη

[

1

(1 − βη)3
+ 2

β cos2 α

(1 − βη)4
η − 1 − β2

(1 − βη)5

(

η2 cos2 α+ sin2 α
1 − η2

2

)]

= 2π

[

I0 3 + 2β cos2 αI1 4 −
cos2 α

γ2
I2 5 −

sin2 α

γ2

I0 5 − I2 5

2

]

= (112)
= 4π

[

γ4 +
8

3
cos2 αβ2γ6 − 1

3
cos2 αγ6(1 + 5β2) − 1

3
sin2 αγ4

]

=
8π

3
(1 − β2 sin2 α)γ6.Óìíîæèâ ýòîò èíòåãðàë íà äðîáü e2 w2/4πc3, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ I, ñîâïàäàþùåå ñ íàéäåííûì èç ðåëÿòè-âèñòñêèõ ñîîáðàæåíèé (94), òî åñòü

∫

dI(~n) =

∫

W(~n)d2n = I. (113)Óñòàíîâèì åùå îäíî ñîîòíîøåíèå, à èìåííî ïîêàæåì, ÷òî
∫

~ndI(~n)d2n =

∫

d2nW(~n)~n = ~βI. (114)Äëÿ ýòîãî íàäî âû÷èñëèòü òðè èíòåãðàëà � îò òðåõ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðà ~n, ïðè÷åì ýòè ñîñòàâëÿþùèå óìíî-æàþòñÿ íà òî æå âûðàæåíèå, êîòîðîå ñòîèò â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â (112). Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåãðàë îò ïðîåêöèè75



~n íà îðò ~e2, ñîäåðæàùåé sinφ, ðàâåí íóëþ. Òî÷íî òàê æå ðàâåí íóëþ è èíòåãðàë îò ñîñòàâëÿþùåé ïî ~e1. Äåé-ñòâèòåëüíî,
2π
∫

0

π
∫

0

sin2 θdθ cosφdφ

[

1

(1 − β cos θ)3
+ 2

β cosα

(1 − β cos θ)4
µ− 1 − β2

(1 − β cos θ)5
µ2

]

=

= 2π

1
∫

−1

dη(1 − η2)

[

β cosα sinα

(1 − β cos θ)4
− 1 − β2

(1 − β cos θ)5
η cosα sinα

]

= (115)
= 2π cosα sinα

1
∫

−1

1 − η2

(1 − βη)5
(β − η) = 2π cosα sinα[β(I0 5 − I2 5) − (I1 5 − I3 5) = 0.Íàêîíåö, òðåòèé èíòåãðàë, åäèíñòâåííûé îòëè÷íûé îò íóëÿ, íå ñîäåðæèò �óíêöèé îò φ è îòëè÷àåòñÿ îò (112)òîëüêî ëèøíèì ìíîæèòåëåì cos θ = η. Ïîýòîìó îí èìååò òîò æå âèä, ÷òî è (112), íî ïåðâûé èíäåêñ ó èíòåãðàëîâ

Imn ó íåãî íà åäèíèöó áîëüøå:
∫

d2nW cos θ =
e2

4πc3
w2 2π

[

I1 3 + 2β cos2 αI2 4 −
cos2 α

γ2
I3 5 −

sin2 α

γ2

I1 5 − I3 5

2

]

=

=
e2

2c3
w2 [2βγ4 + 2β cos2 α

2

3
γ6(1 + 3β2) − 2β cos2 αγ6(1 + β2) − sin2 α

2

3
βγ6] =

2

3

e2

c3
w2βγ6(1 − β2) = β I. (116)Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (114) äîêàçàíî.5. Èçëó÷àåìûé èìïóëüñ. Äîêàçàííûå �îðìóëû (113) è (114) ïîçâîëÿþò çàïèñàòü �îðìóëó äëÿ èìïóëüñà,óíîñèìîãî èçëó÷àåìûì çàðÿäîì ïîëåì, â ñëåäóþùåì âèäå:

dP =
I

c2
dx(t1) =

I

c2
{cdt1, d~x(t1)} =

I

c
dt1{1, ~β(t1)} =

dt1
c

∫

Wd2n{1, ~n}. (117)Ìîæíî ïðîâåðèòü ïðÿìîé âûêëàäêîé ðåëÿòèâèñòñêóþ êîâàðèàíòíîñòü ýòîé �îðìóëû. Íî ìîæíî ïðîäåìîí-ñòðèðîâàòü åå ÿâíî, åñëè ââåñòè ÷åòûðåõìåðíûå âåêòîðû ìãíîâåííîé áåçðàçìåðíîé ñêîðîñòè è ìãíîâåííîãîóñêîðåíèÿ
β(t1) = γ(t1){1, ~β(t1)}, w(t1) = γ2{γ2~β ~w, ~w + γ2(~β ~w)~β}, (118)à òàêæå âîëíîâîé âåêòîð èçëó÷àåìîãî ïîëÿ

æ = æ{1, ~n}, (119)âûáðàâ êàêóþ-íèáóäü âåëè÷èíó âîëíîâîãî ÷èñëà æ. Ïîñêîëüêó âñå ÷àñòîòû (èëè âîëíîâûå ÷èñëà, èëè ìîäóëèèìïóëüñîâ) �îòîíîâ ïðåîáðàçóþòñÿ îäèíàêîâî, òàê êàê ðàçëè÷àþòñÿ íà ìíîæèòåëè, êîòîðûå íå çàâèñÿò îòèñõîäíîé ÷àñòîòû, òî áåçðàçëè÷íî, êàêóþ âåëè÷èíó æ âçÿòü.Òîãäà ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî �îðìóëà (117) ìîæåò áûòü çàïèñàíà òàê:
dP = − e2

4πc3
dτ1

∫

(æβ)2w2 + (æw)2

(æβ)5
æ2d2næ. (120)Ñþäà âõîäÿò èíâàðèàíòíûå âåëè÷èíû: äè��åðåíöèàë ñîáñòâåííîãî âðåìåíè çàðÿäà â äàííûé ìîìåíò dτ1 =

dt1/γ, èíâàðèàíò æ2d2n è äðîáü, ñîäåðæàùàÿ òîëüêî ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ÷åòûðåõìåðíûõ âåêòîðîâ, à òàêæåâåêòîð æ. Ââåäåííàÿ äëÿ óäîáñòâà è íàãëÿäíîñòè âåëè÷èíà æ âõîäèò â îäíîé è òîé æå ñòåïåíè â ÷èñëèòåëü èçíàìåíàòåëü ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ è ñîêðàùàåòñÿ.Òàêèì îáðàçîì, ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ â åäèíèöó òåëåñíîãî óãëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíîæèòåëÿ, êîòî-ðûé âõîäèò â èíâàðèàíòíîå âûðàæåíèå
dP = dt1

∫

d2nW{1, 0}, W = − e2

4πc3
æ3

γ

(æβ)2w2 + (æw)2

(æβ)5
. (121)Ïðè ìãíîâåííîé îñòàíîâêå çàðÿäà èëè ïðè ïåðåâîäå â åãî ìãíîâåííóþ ñîáñòâåííóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, ãäå ~β = 0,áóäåò w2 = −w2, æ = æ0, æβ = æ0, æw = −æ0~n ~w è �îðìóëà (121) äëÿ W ïåðåéäåò â �îðìóëó Ëàðìîðà (73).6. Äâèæåíèå ïî ïðÿìîé. �àññìîòðèì ýòîò ñëó÷àé ïîäðîáíåå, òàê êàê äëÿ íåãî �îðìóëû ïîëó÷àþòñÿ ïðîùåè íàãëÿäíåå. Ïðè ~β||~w

W =
e2

4πc3
w2 sin2 θ

(1 − β cos θ)5
. (122)76



Ïîñêîëüêó íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà èçìåíåíèÿ óãëà θ íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿW îáðàùàåòñÿ â íóëü, âíóòðèîíà äîëæíà èìåòü ìàêñèìóì. Äåéñòâèòåëüíî, îí äîñòèãàåòñÿ ïðè
cos θmax =

√

1 + 15β2 − 1

3β
=

5β
√

1 + 15β2 + 1
, sin θmax =

1

γ

√

2

1 + 3β2 +
√

1 + 15β2
. (123)Ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ ïîñëåäíèé çíàìåíàòåëü â (122) ìîæíî çàìåíèòü åäèíèöåé. Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå èç-ëó÷åíèÿ ïî íàïðàâëåíèÿì îïèñûâàåòñÿ ïðîñòûì ìíîæèòåëåì sin2 θ (ÿñíî, ÷òî ïðè ýòîì íåò çàâèñèìîñòè îòàçèìóòà). Ïðÿìî âïåðåä è íàçàä èçëó÷åíèÿ íåò, à âî âñåõ äðóãèõ íàïðàâëåíèÿõ îíî ïðèìåðíî îäèíàêîâî. Ìàê-ñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè θ = π/2.à á
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(1 − β cos θ)5
1

32γ8
�èñ. 20á. Òå æå âåëè÷èíû, ÷òîïðè β = 0, 0.5, 0.8, 0.9, 0.95 è 0.98 è íà ðèñ. 20à, â çàâèñèìîñòè îòâ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ. àðãóìåíòà u = (θγ)2 è ïðåäåë ïðè β → 1.0.Åñëè çàðÿä óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé, òî õàðàêòåð èçëó÷åíèÿ ñîâñåì äðóãîé. �àçíîñòü â ñêîáêàõ â çíàìåíàòåëå

1 − β cos θ â (122) ïðè áëèçêèõ ê åäèíèöå β áëèçêà ê åäèíèöå ïðè âñåõ óãëàõ, êðîìå ìàëûõ. Åñëè æå 0 < θ ≪ 1,òî çíàìåíàòåëü áëèçîê ê íóëþ è äðîáü ñòàíîâèòñÿ î÷åíü áîëüøîé. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî êîëè÷åñòâåííî.Ïðè ìàëûõ óãëàõ è ñêîðîñòÿõ, áëèçêèõ ê ñêîðîñòè ñâåòà, ðàññìàòðèâàåìóþ ðàçíîñòü ìîæíî ïðåîáðàçîâàòüñëåäóþùèì îáðàçîì:
1 − β cos θ = 1 − β + β(1 − cos θ) =

1 − β2

1 + β
+ 2β sin2 θ

2
∼ 1

2γ2
+
θ2

2
=

1 + γ2θ2

2γ2
. (124)Ïîäñòàâèâ åå â (122) è çàìåíèâ ñèíóñ íà óãîë, ïîëó÷èì

W ∼ e2

4πc3
w2θ2

(

2γ2

1 + γ2θ2

)5

=
e2

4πc3
w225γ8 u

(1 + u)5
, u = (θγ)2. (125)Òàêèì îáðàçîì, â ñóùåñòâåííîé ÷àñòè ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ çàâèñèò îò ïðîèçâåäåíèÿ θγ. Â ÷àñòíîñòè, ìàêñè-ìóì ýòà ìîùíîñòü äîñòèãàåò ïðè u = 1/4, òî åñòü θmax = 1/(2γ), ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ (123). Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèåäðîáè u/(1 + u)5 ðàâíî 28/55. Ïîëîâèííîå îò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèå ìîùíîñòü ïðèíèìàåò ïðè äâóõ êîðíÿõóðàâíåíèÿ u/(1+u)5 = 27/55. Ýòè êîðíè u = 0.0530368616763 è u = 0.8216533474857. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿóãëîâ θ = 0.2302973331941/γ è θ = 0.9064509625378/γ.Íà ðèñ. 20à ïðèâåäåíû ïîëÿðíûå äèàãðàììû áåçðàçìåðíûõ ìíîæèòåëåé sin2 θ

(1 − β cos θ)5
1

32γ8
, îïðåäåëÿþùèõíàïðàâëåííîñòü èçëó÷àåìîé çàðÿäîì ýíåðãèè (122), ïðè β = 0, 0.5, 0.8, 0.9, 0.95, 0.98. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ

γ = 1.154, 1.167, 2.294, 3.203, 5.025. Äèàãðàììû ñ ðîñòîì β ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå óçêèìè è âûòÿíóòûìè. Ìíîæè-òåëè 32γ8, äëÿ âûáðàííûõ çíà÷åíèé β ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 32, 1.01 · 102, 1.91 · 103, 2.46 · 104, 3.54 · 105, 1.30 · 107.Îíè ââåäåíû (â çíàìåíàòåëü) äëÿ âîçìîæíîñòè ïîìåùåíèÿ êðèâûõ íà îäèí ãðà�èê. Áåç ýòèõ ìíîæèòåëåé ðå-àëüíàÿ âûòÿíóòîñòü êðèâûõ ñ ïðèáëèæåíèåì β ê åäèíèöå ðàñòåò êàòàñòðî�è÷åñêè. Íà ðèñ. 20á çíà÷åíèÿ òåõæå �óíêöèé îòëîæåíû â çàâèñèìîñòè îò àðãóìåíòà u = (θγ)2. Á�îëüøèì çíà÷åíèÿì β ñîîòâåòñòâóþò á�îëüøèåâåëè÷èíû ìàêñèìóìîâ. Òàì æå ïîìåùåíà è ïðåäåëüíàÿ êðèâàÿ u/(1 + u)5, îòâå÷àþùàÿ β = 1, γ = ∞. Âèäíî,êàê êðèâûå ñ ïðèáëèæåíèåì β ê 1 ïðèáëèæàþòñÿ ê ñâîåé ïðåäåëüíîé êðèâîé, ïðè÷åì çíà÷èòåëüíàÿ áëèçîñòüäîñòèãàåòñÿ óæå ïðè íå î÷åíü áîëüøèõ γ. 77



Õîòÿ òî÷íàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èçëó÷åíèÿ ïî íàïðàâëåíèÿì çàìåíåíà íà ïðèáëèæåííóþ, îøèáêà ïðèáîëüøèõ γ íåâåëèêà. Òàê, ïîëíàÿ èíòåíñèâíîñòü, íàõîäèìàÿ ïî òî÷íîé è ïî ïðèáëèæåííîé �îðìóëàì, åñëè âîâòîðîé ïðîäîëæèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî óãëó äî áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåòñÿ îäíîé è òîé æå:
π
∫

0

sin3 θdθ

(1 − β cos θ)5
=

1
∫

−1

1 − η2

(1 − βη)5
dη = I0 5 − I2 5 =

4

3
γ6, 25γ10

∞
∫

0

θ3dθ

(1 + θ2γ2)5
= 25γ6I2 3 5 =

4

3
γ6. (126)Çäåñü èñïîëüçîâàí èíòåãðàë ñ òðåìÿ èíäåêñàìè, êîòîðûé çàìåíîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ y = 1/(1 + vp)ñâîäèòñÿ ê áåòà-�óíêöèè:

Ipmn =

∞
∫

0

vmdv

(1 + vp)n
=

1

p
B

(

n− m+ 1

p
,
m+ 1

p

)

=
1

pΓ(n)
Γ

(

n− m+ 1

p

)

Γ

(

m+ 1

p

)

. (127)Òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è óãîë ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè èçëó÷åíèÿ, èìåþò ñðåäíèå ñòåïåíè óãëà, âçâåøåííûåïî ðàñïðåäåëåíèþ èíòåíñèâíîñòè:
< θα > γα=

3

4γ6
25γ10

∞
∫

0

θα+3dθ

(1+γ2θ2)5
=24 I2α+35 =

1

2
Γ
(

3−α

2

)

Γ
(

2+
α

2

)

=
α

2

(

1−α

4

)

(

1−α2

4

)

π

sin(πα/2)
. (128)Ñðåäíèå èìåþò ñìûñë ïðè −4 < α < 6. Â ÷àñòíîñòè, ñðåäíèé óãîë è ñðåäíèé êâàäðàò óãëà

< θ >=
9π

32

1

γ
=

0.8835729338221

γ
, < θ2 >=

24

γ2
I2 5 5 =

1

γ2
. (129)Ñîîòâåòñòâåííî äèñïåðñèÿ è ñòàíäàðò ðàâíû

Dθ =
0.219298870617

γ2
,
√
Dθ =

0.4682935731109

γ
. (130)Òàêèì îáðàçîì, èçëó÷åíèå óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî çàðÿäà, êîòîðûé äâèæåòñÿ ìãíîâåííî ïî ïðÿìîé, ñîñðåäî-òî÷åíî â óçêîì êîíóñå ñ óãëîì ðàñòâîðà ïîðÿäêà 1/γ â ñòîðîíó åãî äâèæåíèÿ, õîòÿ ïðÿìî ïî íàïðàâëåíèþ ýòîãîäâèæåíèÿ èçëó÷åíèÿ íåò.Ñëó÷àé äâèæåíèÿ çàðÿäà ïî îêðóæíîñòè çàñëóæèâàåò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ, êîòîðîå áóäåò îñóùåñòâëåíîâ ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîì ìàãíèòîòîðìîçíîìó ìåõàíèçìó èçëó÷åíèÿ.� 7. Ñïåêòð èçëó÷åíèÿ â âîëíîâîé çîíå1. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò ïîòåíöèàëîâ. Â ýòîì ïàðàãðà�å ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ñïåêòðà èçëó÷åíèÿäâèæóùåãîñÿ çàðÿäà íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò íåãî, òî åñòü â âîëíîâîé çîíå. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ïðåîáðàçîâàíèÿÔóðüå ïî âðåìåíè îò ýëåêòðîìàãíèòíûõ âåëè÷èí è íà÷íåì ñ ïîòåíöèàëîâ.Îïðåäåëèì ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ îáû÷íûì ñïîñîáîì:

ϕω =

∞
∫

−∞

ei ω tϕ(t1)dt, ~Aω =

∞
∫

−∞

ei ω t ~A(t1)dt. (131)Ó âñåõ âåëè÷èí â ýòîì ïàðàãðà�å íå áóäåì ïèñàòü àðãóìåíòà ~r, òàê êàê îí ó íèõ ïðèíèìàåò îäíî è òî æåçíà÷åíèå, òî åñòü òî÷êà íàáëþäåíèÿ çàêðåïëåíà.Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèÿìè (46) è (47), ñâÿçûâàþùèìè âðåìåíà t, t1 è èõ äè��åðåíöèàëû, ïîëó÷èì
ϕω =

e

R

∞
∫

−∞

ei ω t
dt

1 − ~n~β
= ei ω R/c

∞
∫

−∞

ei ω (t1−~x~n/c)dt1, ~Aω =
e

R
ei ω R/c

∞
∫

−∞

ei ω (t1−~x~n/c)~βdt1. (132)Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ÷åòûðåõìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ÷åðåç îäèí âåêòîð, à èìåííî
Aω = {ϕω, ~Aω} =

e

R
ei ω R/cG(~æ), (133)ãäå ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð (íàçîâåì åãî îñíîâíûì)

G(~æ) = {G0(~æ), ~G(~æ)} =

∫

eiæxdx/c. (134)78



Àðãóìåíòîì ýòîãî âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà
æ = {æ, ~æ}, ~æ = æ~n, æ = ω/c, (135)òî åñòü âîëíîâîé âåêòîð, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà âîëíîâîìó ÷èñëó. Èíòåãðàë â (134) áåðåòñÿ ïî òðàåêòîðèè çàðÿäà

x = {c t1, ~x(t1)}, dx/c = {dt1, ~β(t1)dt1}, (136)â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, íàçûâàåìîé ìèðîâîé ëèíèåé. Ôàçîâûé ìíîæèòåëü ïåðåä ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôó-ðüå â (132) è (133) íå èãðàåò íèêàêîé ðîëè. Â (131)�(133) çàâèñèìîñòü ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå îò âåêòîðà ~nïîäðàçóìåâàåòñÿ.Èç óñëîâèÿ Ëîðåíöà ñ ó÷åòîì (55) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå îò ïîòåíöèàëîâ
∇A=0,

1

c

∂ϕ

∂t
+~∇ ~A=0, ~∇ ~A= −~n

c

∂ ~A

∂t
,

1

c

∂ϕ

∂t
− ~n

c

∂ ~A

∂t
=0, − iω

c
ϕω+

~n

c
iω ~Aω=0, æϕω=~æ ~Aω , æAω = 0, (137)èëè (÷òî òî æå ñàìîå) ìåæäó ñîñòàâëÿþùèìè âåêòîðà (134)

æG(~æ) = 0, æG0(~æ) = ~æ ~G(~æ), (138)îòðàæàþùåå óñëîâèå ïîïåðå÷íîñòè.Îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
A(t1) =

1

2π

∞
∫

−∞

e−i ω tAωdω. (139)Ïîñêîëüêó ïîòåíöèàëû âåùåñòâåííû, òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ
A−ω = A∗

ω, (140)òî åñòü èçìåíåíèå çíàêà àðãóìåíòà ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâíîñèëüíî êîìïëåêñíîìó ñîïðÿæåíèþ.2. Ïðåîáðàçîâàíèÿ íàïðÿæåííîñòåé. Ïîñêîëüêó íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âûðàæàþòñÿ ëè-íåéíî ÷åðåç ïðîèçâîäíûå îò ïîòåíöèàëîâ ïî âðåìåíè, òî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò íàïðÿæåííîñòåé íàéòè î÷åíüïðîñòî. Äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïîëó÷àåòñÿ
~Eω =

i

æ
~æ × ( ~Aω × ~æ) = iæ~n× ( ~Aω × ~n) = iæ [ ~Aω − ~n ( ~Aω~n)] = iæ [ ~Aω − ~nϕω ]. (141)Àíàëîãè÷íî äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ

~Hω = i ~æ× ~Aω = ~n× ~Eω. (142)Âåùåñòâåííîñòü íàïðÿæåííîñòåé âëå÷åò äëÿ èõ ïðåîáðàçîâàíèé ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèé, àíàëîãè÷íûõ(140) äëÿ ïîòåíöèàëîâ. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ çàïèøåòñÿ â âèäå
∞
∫

−∞

| ~E|2dt =
1

2π

∞
∫

−∞

| ~Eω|2dω =
1

π

∞
∫

0

| ~Eω |2dω. (143)Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî âõîäÿùèé ñþäà êâàäðàò ïðåîáðàçîâàíèÿ
| ~Eω|2 = æ2[| ~Aω |2 + |ϕω|2 − ~n( ~Aωϕ

∗
ω + ~A∗

ωϕω)] (144)â ñèëó ðàâåíñòâ (137) è (133) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîñòðàíñòâåííî ïîäîáíûé îñíîâíîé âåêòîð G:
| ~Eω |2 = æ2[| ~Aω|2 − |ϕω|2] = −æ2AωA

∗
ω = − e2

R2
æ2GωG

∗
ω. (145)3. Ýíåðãåòè÷åñêèå âåëè÷èíû. Òåïåðü íàéäåì ýíåðãåòè÷åñêèå, òî åñòü êâàäðàòè÷íûå ïî íàïðÿæåííîñòÿì âå-ëè÷èíû. �àâåíñòâî (143) ÷åðåç èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ïåðåïèñûâàåòñÿ òàê:

∞
∫

−∞

Wdt1 =

∞
∫

−∞

W⋆dt =
c

4π
R2

∞
∫

0

| ~E|2dt =
c

4π2
R2

∞
∫

0

dω| ~Eω|2 = − e
2 c

4π2

∞
∫

0

dωæ2G ωG
∗
ω. (146)
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Èç âûðàæåíèÿ äëÿ äè��åðåíöèàëà èçëó÷àåìîãî ÷åòûðåõìåðíîãî èìïóëüñà (93) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (113)è (114) ïîëó÷àåòñÿ
P =

1

c2

∫

Idx =
1

c

∫

{1, ~β(t1)}Idt1 =
1

c

∫

{1, ~β}dt1
∫

Wd2n =
1

c

∫

d2n

∫

{1, ~β}dt1W =
1

c

∫

d2n{1, ~n}
∫

dt1W .(147)Íàêîíåö, âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèåì (146) äëÿ èíòåãðàëà îò èíòåíñèâíîñòè, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî
P = − e2c

4π2

∫

d2n{1, ~n}
∞
∫

0

æ2dæG ωG
∗
ω = − e2c

4π2

∫

d3æ

æ
æ(G ωG

∗
ω). (148)Ýòî âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò èçëó÷àåìóþ ýíåðãèþ è èìïóëüñ â ñïåêòðàëüíîé �îðìå.Îïóñòèâ â ïîäèíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè æ è ïîäåëèâ íà ~ (~æ � ÷åòûðåõìåðíûé èìïóëüñ �îòîíà), ïîëó÷èì�îðìóëó äëÿ ÷èñëà èçëó÷àåìûõ �îòîíîâ

N = − e2c

4π2~

∫

d3æ

æ
G ωG

∗
ω. (149)Ïðèñóòñòâèå çäåñü ïîñòîÿííîé Ïëàíêà óêàçûâàåò íà êâàíòîâûé õàðàêòåð âåëè÷èíû ÷èñëà �îòîíîâ.4. �àçëîæåíèÿ Ôóðüå ïðè ïåðèîäè÷åñêîì äâèæåíèè çàðÿäà. Åñëè äâèæåíèå çàðÿäà ïåðèîäè÷åñêîå, òî âñåâåëè÷èíû, ñâÿçàííûå ñ ýòèì äâèæåíèåì, íàïðèìåð, êîîðäèíàòû çàðÿäà, åãî ñêîðîñòü, óñêîðåíèå, à ñëåäîâàòåëüíîè íàïðÿæåííîñòè èçëó÷àåìîãî èì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, òîæå ïåðèîäè÷åñêèå. Ïóñòü ïåðèîä ñîñòàâëÿåò T0 ïîâðåìåíè âëèÿíèÿ t1. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî è ïî âðåìåíè íàáëþäàòåëÿ t èçëó÷åíèå çàðÿäà èìååò òîò æå ïåðèîä.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f � íåêîòîðàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ âðåìåíè t1, òî åñòü f(t1 +T0) = f(t1). Âðåìåíà t è

t1 ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì (46), ïðåäñòàâëÿþùèì t êàê �óíêöèþ t1. Íàéäÿ îáðàòíóþ çàâèñèìîñòü t1 îò t è ïîäñòàâèâåå â êà÷åñòâå àðãóìåíòà �óíêöèè f , ïîëó÷èì äðóãóþ �óíêöèþ, îáîçíà÷èì åå f1, ñ òåìè æå çíà÷åíèÿìè, òî åñòü
f1(t) = f(t1). Íî èç (46) ÿñíî, ÷òî åñëè äîáàâèòü T0 ê t1, òî òî÷íî òà æå âåëè÷èíà äîáàâèòñÿ ê t è íàîáîðîò.Ïîýòîìó f1(t+ T0) = f(t1 + T0) = f(t1) = f1(t).Ïåðèîäè÷åñêèå íàïðÿæåííîñòè èçëó÷àåìîãî ïîëÿ ðàñêëàäûâàþòñÿ â ðÿäû Ôóðüå. Ïîýòîìó ñïåêòð èçëó÷åíèÿïåðèîäè÷åñêè äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà ñîñòîèò èç îòäåëüíûõ ëèíèé, ïðè÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ëèíèÿìèïî êðóãîâîé ÷àñòîòå ðàâíî ω0 = 2 π/T0 � êðóãîâîé ÷àñòîòå, ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðèîäó T0. Ôîðìóëû, îïðåäå-ëÿþùèå ýòîò ñïåêòð, àíàëîãè÷íû ïðèâåäåííûì âûøå äëÿ ñëó÷àÿ íåïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, òîëüêî îáû÷íîìíîæèòåëü 2π âêëþ÷àåòñÿ â ïðåîáðàçîâàíèå, à íå â îáðàùåíèå åãî. Êðîìå òîãî, ðàçìåðíîñòü êîý��èöèåíòîâ Ôó-ðüå îòëè÷àåòñÿ îò ðàçìåðíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé (èíòåãðàëîâ) Ôóðüå, òàê êàê èíòåãðàë, âõîäÿùèé â âûðàæåíèåäëÿ êîý��èöèåíòîâ, áåðåòñÿ ïî ïåðèîäó è äåëèòñÿ íà ïåðèîä.Ïðåäñòàâèì ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëîâ â âèäå

A =
∞
∑

l=−∞

exp (−i ω0 l t)Al. (150)Òîãäà
Al =

ω0

2π

T0/2
∫

−T0/2

A exp (i lω0t)dt. (151)Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âåùåñòâåííîñòè ïîòåíöèàëîâ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå, àíàëîãè÷íîå (140):
A−l = A∗

l . (152)Òàê êàê ïîòåíöèàëû ïîä÷èíÿþòñÿ óñëîâèþ Ëîðåíöà âî âñåõ ñëó÷àÿõ (ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå èëè íåò), òîêîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèé ïîòåíöèàëîâ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ
~n ~Al = ϕl. (153)Ïîñêîëüêó íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò âåê-òîðíîãî ïîòåíöèàëà ñîãëàñíî (63), òî ðàçëîæåíèÿ íàïðÿæåííîñòåé èìåþò òîò æå âèä, ÷òî è (150), è èõ êîý��è-öèåíòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç (151):

~El = − i

c
lω0~n× (~n× ~Al) = − i

c
lω0[~n(~n ~Al) − ~Al], ~Hl =

i

c
lω0~n× ~Al. (154)80



Òî÷íî òàêàÿ æå àíàëîãèÿ âûïîëíÿåòñÿ è ñ âûðàæåíèåì êîý��èöèåíòîâ ðÿäîâ Ôóðüå ÷åðåç âåêòîð � àíàëîã(133). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âðåìåíàìè íàáëþäåíèÿ è âëèÿíèÿ (46) è âûðàæåíèé (151) äëÿïîòåíöèàëîâ ïîëó÷èòñÿ
Al =

ω0

2π
e(i lω0R/c)

T0/2
∫

−T0/2

Aei lω0(t1−~n~x/c)dt =
ω0

2π

e

R
e(i lω0R/c)

T0/2
∫

−T0/2

e(i lω0(t1−~n~x/c){1, ~β}dt1. (155)Îòñþäà ñëåäóåò
Al =

eω0

R
e(i lω0R/c)Gl, (156)ïðè÷åì

Gl(~n) = {G0l, ~Gl} =
1

2π

T0/2
∫

−T0/2

ei lω0(t1−~n~x/c){1, ~β}dt1, G0 l(~n) = ~n ~Gl(~n). (157)Òåïåðü ó íàñ åñòü âñå, ÷òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü ýíåðãåòèêó èçëó÷åíèÿ.4. Ñïåêòð èçëó÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî çàðÿäà. Êâàäðàòû êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå íàïðÿæåííîñòåé
| ~El|2 = | ~Hl|2 =

l2

c2
ω2

0(| ~Al|2 + |ϕl|2 − ~n ~Alϕ
∗
l − ~n ~A∗

l ϕl) =
l2

c2
ω2

0(| ~Al|2 − |ϕl|2) (158)òàêæå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âåêòîð Gl (òîæå ïðîñòðàíñòâåííî ïîäîáíûé):
| ~El|2 = − l2

c2
ω2

0AlA
∗
l = − l2

c2
ω4

0

e2

R2
GlG

∗
l . (159)Çàïèøåì óðàâíåíèå çàìêíóòîñòè äëÿ âåêòîðà ~E:

T0/2
∫

−T0/2

~E2dt = T0

∞
∑

l=−∞

| ~El|2 = −T0
e2

R2

ω4
0

c2
2

∞
∑

l=1

l2GlG
∗
l . (160)×åðåç ïîëíîå èçëó÷åíèå åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

T0/2
∫

−T0/2

Wdt1 =
c

4π
R2

T0/2
∫

−T0/2

~E2dt = −e
2

c
ω3

0

∞
∑

l=1

l2GlG
∗
l . (161)×åòûðåõìåðíûé èìïóëüñ, ïåðåíîñèìûé èçëó÷åíèåì çà ïåðèîä, íàõîäèòñÿ, êàê è âûøå. Êîìáèíàöèÿ ðàâåíñòâ(147) äëÿ ñëó÷àÿ ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ è (161) äàåò

P =
1

c

∫

d2n{1, ~n}
T0/2
∫

−T0/2

dt1W = −e
2

c2
ω3

0

∫

d2n{1, ~n}
∞
∑

l=1

l2GlG
∗
l . (162)Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð èçëó÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêè äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà ñîñòîèò èç îòäåëüíûõ ðàâíîîòñòîÿùèõäðóã îò äðóãà ëèíèé. Ôîðìóëà (162) îïðåäåëÿåò èíòåíñèâíîñòè ýòèõ ëèíèé. Äëÿ âîçìîæíîñòè ñðàâíåíèÿ ñðàñïðåäåëåíèåì èíòåíñèâíîñòè â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå è èíòåíñèâíîñòü ëèíèé ðàññ÷èòûâàþò íà åäèíè÷íûéèíòåðâàë ÷àñòîò, òî åñòü ââîäÿò ìíîæèòåëü 1/ω0. Â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó ÷àñòîòû è åäèíè÷íûé òåëåñíûé óãîëèíòåíñèâíîñòü l-òîé ëèíèè èçëó÷åíèÿ çàðÿäà, ñîâåðøàþùåãî ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå, ðàâíà

Wl = −e
2

c2
l2ω2

0GlG
∗
l , (163)òàê ÷òî

P = ω0

∫

d2n{1, ~n}
∞
∑

l=1

Wl. (164)Äëÿ íàõîæäåíèÿ Wl íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü òðè èíòåãðàëà, âõîäÿùèå â îñíîâíîé âåêòîð ~Gl.Îòìåòèì åùå ïîâåäåíèå èíòåíñèâíîñòè (163) ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà. Ïîñêîëüêó â �îðìóëå âåêòîð
ω0{1, ~n} ïðåîáðàçóåòñÿ êàê èìïóëüñ �îòîíà, à ω2

0d
2n è êâàäðàò âåêòîðàG èíâàðèàíòíû, òî èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿòàêæå ÷àñòíîå Wl/ω

2
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�ëàâà 5. Ìàãíèòîòîðìîçíîå èçëó÷åíèå� 1. �åîìåòðèÿ è òåðìèíîëîãèÿ1. Äâèæåíèå è èçëó÷åíèå çàðÿäà. Ïóñòü çàðÿä e ìàññîé m ðàâíîìåðíî äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè â íåêîòîðîéñèñòåìå îòñ÷åòà. Öåíòð îêðóæíîñòè íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò ýòîé ñèñòåìû è ñ÷èòàåòñÿ íåïîäâèæíûì, ò. å.ñèñòåìà îòñ÷åòà æåñòêî ñâÿçàíà ñ íèì.Ïî îêðóæíîñòè äâèæåòñÿ çàðÿä âî âíåøíåì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå, åñëè íå ó÷èòûâàòü èçëó÷åíèåçàðÿäà è åñëè åãî ñêîðîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà ìàãíèòíîìó ïîëþ. Åñëè èìååòñÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè âäîëüïîëÿ, òî òðàåêòîðèÿ çàðÿäà � ñïèðàëü, òî÷íåå � âèíòîâàÿ ëèíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [1℄). Çäåñü îãðàíè÷èâàåìñÿäâèæåíèåì ïî îêðóæíîñòè.Âëèÿíèåì ïîòåðü ýíåðãèè çàðÿäà íà èçëó÷åíèå ìû ïðåíåáðåãàåì, ò. å. ñ÷èòàåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ çàðÿäà âðåçóëüòàòå èçëó÷åíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ. Òàê ìîæíî ïîñòóïàòü ââèäó òîãî, ÷òî ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ çàðÿäà ñîñòàâëÿåòìàëóþ äîëþ åãî ýíåðãèè.Èçëó÷åíèå ðàññìàòðèâàåìîãî çàðÿäà èëè ñîâîêóïíîñòè òàêèõ çàðÿäîâ íàçûâàåòñÿ ìàãíèòîòîðìîçíûì (èìåí-íî ïîòîìó, ÷òî çàðÿäû òîðìîçÿòñÿ âñëåäñòâèå èçëó÷åíèÿ, è ïî àíàëîãèè ñ òîðìîçíûì èçëó÷åíèåì çàðÿæåííûõ÷àñòèö â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå äðóãèõ çàðÿäîâ). Åñëè çàðÿäû íåðåëÿòèâèñòñêèå èëè óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèå, òî èõèçëó÷åíèå íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî öèêëîòðîííûì èëè ñèíõðîòðîííûì, â äèàïàçîíå ïðîìåæóòî÷íûõ ýíåðãèéãîâîðÿò î ãèðîöèêëîòðîííîì èçëó÷åíèè.Ïîñêîëüêó ãëàâíîå èçëó÷åíèå äàþò çàðÿäû ñ íàèìåíüøåé ìàññîé, â äàëüíåéøåì ïîä ñëîâîì çàðÿä ïîäðàçó-ìåâàåì ýëåêòðîí.
~e3

φ = 0 φ = π ~e2

φ = π/2

~e1�èñ. 21. Âðàùàþùèéñÿ ïî îêðóæíîñòè çàðÿä.Âåëè÷èíà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ H∗ > 0 çàêðåïëÿåòñÿ. Åé ñîîòâåòñòâóåò öèêëîòðîííàÿ ÷àñòîòà
ω∗ =

eH∗

mc
è ïåðèîä T∗ = 2π/ω∗.2. Îïèñàíèå äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà. Ââåäåì â òîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, â êîòîðîé ýëåêòðîí âðàùàåòñÿ ïî îêðóæ-íîñòè (íàçîâåì åå ëàáîðàòîðíîé), îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ ~e1, ~e2, ~e3. Ïóñòü îêðóæíîñòü, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿýëåêòðîí, ëåæèò â ïëîñêîñòè âåêòîðîâ ~e1 è ~e2, à ìàãíèòíîå ïîëå ~H = H∗ ~e3.Çàäàäèì ðàäèóñ-âåêòîð çàðÿäà îòíîñèòåëüíî öåíòðà îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 21) â âèäå

~r = ~r(φ) = R∗ (~e1 sinφ− ~e2 cosφ), (1)ãäå R∗ � ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïî êîòîðîé îáðàùàåòñÿ çàðÿä, óãîë φ = ω t, ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿçàðÿäà ïî îêðóæíîñòè, t � âðåìÿ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. ×åòûðåõìåðíûé âåêòîð ïîëîæåíèÿ çàðÿäà âýòîé ñèñòåìå
r = {ct, ~r}. (2)Áåçðàçìåðíûé ÷åòûðåõìåðíûé èìïóëüñ çàðÿäà (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ÷åòûðåõìåðíàÿ áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü)â òîé æå ñèñòåìå îòñ÷åòà

z =
1

c

dr

dτ
=
γ

c

dr

dt
= {γ, ~z}, ~z = γ~β, (3)ãäå τ � ñîáñòâåííîå âðåìÿ çàðÿäà, à áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ åãî ïî îêðóæíîñòè

~β =
1

c

d~r

dt
= β (~e1 cosφ+ ~e2 sinφ), β =

R∗

c

dφ

dt
=
R∗

c
ω. (4)82



Áåçðàçìåðíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà γ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åãî áåçðàçìåðíûå ñêîðîñòü β è èìïóëüñ z â ýòîé ñèñòåìåîòñ÷åòà îáû÷íûì îáðàçîì:
γ =

1
√

1 − β2
=
√

1 + z2. (5)Ýòîò ìíîæèòåëü ñâÿçûâàåò ñîáñòâåííîå âðåìÿ çàðÿäà τ ñî âðåìåíåì â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà è, ñîîòâåò-ñòâåííî, óãëîâóþ ÷àñòîòó îáðàùåíèÿ çàðÿäà ñ öèêëîòðîííîé ÷àñòîòîé:
τ =

t

γ
, ω =

ω∗

γ
, (6)òàê ÷òî φ = ω t = ω∗ τ . Ïåðèîäû îáðàùåíèÿ ñâÿçàíû òî÷íî òàê æå: T = T∗γ. Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê äëèíàâåêòîðà ñêîðîñòè çàðÿäà ïîñòîÿííà, òî õîòÿ âðåìÿ τ îòíîñèòñÿ ê íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, îíî òå÷åòðàâíîìåðíî, ò. å. îòëè÷àåòñÿ îò âðåìåíè t íà ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó. Ñîáñòâåííîå âðåìÿ τ � ñàìîå ìåäëåííîå äëÿçàðÿäà. �àäèóñ R∗ = βcγ/ω íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì Ëàðìîðà.×åòûðåõìåðíûé âåêòîð óñêîðåíèÿ è òðåõìåðíîå óñêîðåíèå çàäàþòñÿ ïðîñòûìè �îðìóëàìè:

w = c
dz

dτ
= {0, γ2 ~w}, ~w = w(−~e1 sinφ+ ~e2 cosφ), w = R∗ω

2 = c β ω = cω∗
β

γ
=
R∗ω

2
∗

γ2
. (7)�åëÿòèâèñòñêèé ñêàëÿð

−w2 = γ4w2 = R2
∗ω

4
∗. (8)3. Ïîëíîå èçëó÷åíèå è êëàññè�èêàöèÿ. Íàéäåì ïîëíîå èçëó÷åíèå ýëåêòðîíà â âîëíîâîé çîíå.Êàê èçâåñòíî, ðåëÿòèâèñòñêèé çàðÿä èçëó÷àåò íå òîëüêî ýíåðãèþ, íî è èìïóëüñ, êîòîðûå óíîñÿòñÿ èçëó÷àåìîéçàðÿäîì ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíîé. Ïåðåíîñ èìïóëüñà îçíà÷àåò, ÷òî öåíòð ðàñõîäÿùåéñÿ ñ�åðè÷åñêîé âîëíûñìåùàåòñÿ â ñòîðîíó äâèæåíèÿ çàðÿäà. ×åòûðåõìåðíûé âåêòîð èçëó÷àåìîãî èìïóëüñà ïðîïîðöèîíàëåí âåêòîðóñìåùåíèÿ ýëåêòðîíà (�îðìóëû (4.93), â êà÷åñòâå dt1 ñëåäóåò âçÿòü dt), à êîý��èöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòèÿâëÿåòñÿ ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ, êîòîðàÿ â îáùåì ñëó÷àå äàåòñÿ âûðàæåíèåì (4.94)

I =
2

3

e2

c3
[−w2], w2 = −γ6 [w2 − (~β × ~w)2], (9)ãäå w = γ2{γ2~β ~w, ~w + γ(~β ~w)~β} � ïðîñòðàíñòâåííî ïîäîáíûé ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð óñêîðåíèÿ. Äëÿ íàøåãîñëó÷àÿ ýòîò âåêòîð îïðåäåëÿòñÿ �îðìóëîé (7), à åãî êâàäðàò � �îðìóëîé (8), òàê ÷òî

I =
2

3

e2

c
ω2
∗β

2γ2 =
2

3

e2

c
ω2β2γ4 =

2

3

e2

c3
R2

∗ω
4
∗. (10)Çà�èêñèðóåì íàðÿäó ñ âåëè÷èíîé íàïðÿæåííîñòè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿH∗ ñêîðîñòü çàðÿäà è òåì ñàìûìâåëè÷èíû β è γ. �àññìîòðèì ïðåäåëüíûå ñëó÷àè, î êîòîðûõ ãîâîðèëîñü âûøå.1) Íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë. Ïðè β ≪ 1 ìíîæèòåëü γ ≈ 1 è

I ∼ 2

3

e2

c
ω2
∗β

2. (11)Ýòî èçëó÷åíèå íàçûâàåòñÿ, êàê óæå ãîâîðèëîñü, öèêëîòðîííûì.2) Óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë. Çäåñü β ≈ 1, γ ≫ 1, òàê ÷òî â ñëó÷àå ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ
I ∼ 2

3

e2

c
ω2
∗γ

2. (12)Èç ïðèâåäåííûõ �îðìóë âèäíî, ÷òî ñèíõðîòðîííîå èçëó÷åíèå çíà÷èòåëüíî ñèëüíåå öèêëîòðîííîãî, òàê êàêâ ïåðâîì ñëó÷àå γ âåëèêî, à âî âòîðîì β ìàëî. Â ïðîìåæóòî÷íûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñêîðîñòü ýëåêòðîíà óìåðåííîðåëÿòèâèñòñêàÿ, èçëó÷åíèå íàçûâàþò ãèðîöèêëîòðîííûì.4. Äîëÿ èçëó÷àåìîé ýíåðãèè. Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðà�à ñîïîñòàâèì âåëè÷èíó ýíåðãèè, èçëó÷àåìîé âðàùàþ-ùèìñÿ ïî îêðóæíîñòè ýëåêòðîíîì çà ïåðèîä T , ñ åãî êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé (2.49). Èõ îòíîøåíèå ðàâíî
I T

Ekin
=

2

3

e2

c
ω2β2γ4 2π

ω

1

mc2(γ − 1)
=

4π

3

(

e2

mc2

)2 H∗

e

β2γ3

γ − 1
. (13)Ýòî îòíîøåíèå äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ 1 ïðè íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ

H∗ =
e

ς
T

2

γ(γ + 1)
. (14)83



Êîý��èöèåíò e/ς
T
, ãäå ς

T
= (8π/3)r2e � òîìñîíîâñêîå ñå÷åíèå, ðàâåí 7.21 · 1014 �ñ. Ìíîæèòåëü, çàâèñÿùèé îòñêîðîñòè ýëåêòðîíà, ïðè β = 0 ðàâåí 1, à ïðè áîëüøèõ γ ïðîïîðöèîíàëåí 2/γ2. Äàæå ïðè î÷åíü çíà÷èòåëüíûõâåëè÷èíàõ γ âåëè÷èíà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ïðèíÿòûì óñëîâèåì, î÷åíü âåëèêà. Ñòîëüáîëüøèå åå çíà÷åíèÿ ìîãóò äîñòèãàòüñÿ â ìàãíèòîñ�åðàõ íåéòðîííûõ çâåçä, îäíàêî ïðè òàêèõ íàïðÿæåííîñòÿõêëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìàãíèòîòîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ óæå íåâåðíà è òðåáóåòñÿ êâàíòîâîå ðàññìîòðåíèå. Òàêèìîáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèå î âîçìîæíîñòè ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì èçëó÷åíèÿ íà òðàåêòîðèþ ýëåêòðîíà îïðàâäàíî.� 2. Óãëîâàÿ çàâèñèìîñòü èçëó÷åíèÿ1. Îáùèå �îðìóëû. Íàïîìíèì �îðìóëû, õàðàêòåðèçóþùèå èçëó÷åíèå çàðÿäà, äâèæóùåãîñÿ ñ óñêîðåíèåì.Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ðàññòîÿíèè R îò çàðÿäà ñîãëàñíî �îðìóëàì (4.63) è (4.101)
~E =

e

cR
~n×

[

~n

1 − ~n~β
× d

dt1

~β

1 − ~n~β

]

=
e

c2R

~n× [(~n− ~β) × ~w]

(1 − ~n~β)3
. (15)Çäåñü ~R � âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé �èêñèðîâàííóþ òî÷êó â îáëàñòè äâèæåíèÿ çàðÿäà ñ íàáëþäàòåëåì, ~n = ~R/R �åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ íà íàáëþäàòåëÿ, ~β è ~w � áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü è óñêîðåíèå çàðÿäà, êîòîðûåâû÷èñëÿþòñÿ â ìîìåíò çàïàçäûâàþùåãî âðåìåíè t1, ñâÿçàííîãî ñî âðåìåíåì íàáëþäåíèÿ t ðàâåíñòâîì

t = t1 +
R

c
− ~n~r(t1)

c
, (16)ãäå ~r(t1) � ðàäèóñ-âåêòîð çàðÿäà, èñõîäÿùèé èç óêàçàííîé òî÷êè, òàê ÷òî ïðè çàêðåïëåííîì ðàññòîÿíèè Räè��åðåíöèàëû âðåìåí ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

dt = (1 − ~n~β)dt1. (17)Â ïåðâîì âûðàæåíèè â (15) ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè t1 áåðåòñÿ ïîëíàÿ, òàê êàê âåêòîð ~β çàâèñèò òîëüêî îòýòîãî âðåìåíè.Îáùàÿ �îðìóëà äëÿ ìîùíîñòè èçëó÷åíèÿ çàðÿäà, ò. å. êîëè÷åñòâà ëó÷èñòîé ýíåðãèè, èñïóñêàåìîé èì â åäè-íèöó âðåìåíè, èìååò âèä
W(~n) =

e2

4πc3
w2(1 − ~n~β)2 + 2(~n~w)(~β ~w)(1 − ~n~β) − (1 − β2)(~n~w)2

(1 − ~n~β)5
. (18)2. Ìãíîâåííîå èçëó÷åíèå. Ïóñòü íàáëþäàòåëü íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè R îò ìåñòà äâèæåíèÿ çàðÿäà è âíàïðàâëåíèè ~n. Äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ âûáåðåì âõîäÿùèå â �îðìóëó (18) âåêòîðû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìîæíîïðèíÿòü, ÷òî âåêòîð ~n ðàñïîëîæåí â ïëîñêîñòè âåêòîðîâ ~e1 è ~e3, ÷òî íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì, òàê êàê çàðÿäâðàùàåòñÿ è åãî èçëó÷åíèå ïðè �èêñèðîâàííîì ïîëîæåíèè íàáëþäàòåëÿ ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâëåíèþ ïîëÿáóäåò îäíèì è òåì æå, íåçàâèñèìî îò àçèìóòà íàáëþäàòåëÿ. Âåêòîð íàïðàâëåíèÿ íà íàáëþäàòåëÿ õàðàêòåðèçóåìïîýòîìó òîëüêî ïîëÿðíûì óãëîì:

~n = ~e1 sin θ + ~e3 cos θ = (sin θ, 0, cos θ). (19)Îñòàëüíûå âåêòîðû çàäàþòñÿ �îðìóëàìè, ïðèâåäåííûìè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å. Çàïèøåì èõ â âèäå ïåðå-÷èñëåíèÿ òðåõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò â ïðèíÿòîì áàçèñå:
~β = β(cosφ, sinφ, 0), ~w = −w(sinφ,− cosφ, 0). (20)Íàéäåì ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ, âõîäÿùèå â îáùóþ �îðìóëó äëÿ ìîùíîñòè èçëó÷åíèÿ (18):

~n~w = −w sin θ sinφ, ~n ~β = β sin θ cosφ, ~β ~w = 0. (21)Â êà÷åñòâå îñíîâíîé ïåðåìåííîé âûáèðàåì ñêîðîñòü ýëåêòðîíà β. Òîãäà
W(θ, φ) =

e2

4πc3
w2 (1 − ~n~β)2 − (1 − β2)(~n~w)2/w2

(1 − ~n~β)5
=

e2

4πc3
e2H2

∗

m2

β2

γ2

(1 − β sin θ cosφ)2 − (1 − β2) sin2 θ sin2 φ

(1 − β sin θ cosφ)5
. (22)Îïÿòü ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè. Åñëè β ≪ 1, òî ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ

W(θ, φ) =
e2

4πc3
e2H2

∗

m2
β2(1 − sin2 θ sin2 φ) (23)84



íåñèëüíî çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ, õîòÿ ïðè θ = π/2, φ = ±π/2 îáðàùàåòñÿ â íóëü.Íàïðîòèâ, åñëè ñêîðîñòü áëèçêà ê ñêîðîñòè ñâåòà, òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ â çíàìåíàòåëå ìîæåò ñòàíîâèòüñÿî÷åíü ìàëûì. Ýòî ïðîèñõîäèò ïðè θ = π/2 è φ = 0. Òîãäà çíàìåíàòåëü ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì 1−β = (1−β2)/(1+β) ≈
1/(2γ2) è âñÿ äðîáü

W(θ, φ) ≈ e2

4πc3
e2H2

∗

m2
23γ4, (24)òî åñòü çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì (23). Ïðè óãëàõ, áëèçêèõ ê óêàçàííûì, ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ áóäåò òàêæåâåëèêà, õîòÿ è ìåíüøå ìàêñèìàëüíîé. Íàáëþäàòåëü, ðàñïîëàãàþùèéñÿ âáëèçè ïëîñêîñòè âðàùåíèÿ çàðÿäà ïðèìãíîâåííîé �èêñàöèè èçëó÷åíèÿ áóäåò âîñïðèíèìàòü êðàòêîâðåìåííûå âñïûøêè ýòîãî èçëó÷åíèÿ â ìîìåíòû,êîãäà çàðÿä äâèæåòñÿ ïðÿìî íà íåãî (ïîäîáíî ìàÿ÷êàì íà êðûøå ïîëèöåéñêîé ìàøèíû).3. Ñðåäíåå èçëó÷åíèå.Ôîðìóëà (22) äîâîëüíî ñëîæíà è íå î÷åíü íàãëÿäíà. Ïîýòîìó íàéäåì ýíåðãèþ, êîòîðóþèçëó÷àåò çàðÿä â ñðåäíåì. Ýòà ýíåðãèÿ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ åùå è ïîòîìó, ÷òî ïåðèîä âðàùåíèÿ çàðÿäà î÷åíüìàë è ïðèáîðû, èçìåðÿþùèå åãî èçëó÷åíèå, ïî÷òè íàâåðíîå èìåþò ïîñòîÿííóþ âðåìåíè (òî åñòü íàèìåíüøèéïðîìåæóòîê, ðàçëè÷èìûé ïðèáîðîì) çíà÷èòåëüíî áîëüøóþ, ÷åì ïåðèîä âðàùåíèÿ çàðÿäà, òàê ÷òî âîñïðèíèìàòüáóäóò ñðåäíåå çíà÷åíèå åãî ìîùíîñòè.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èçëó÷åíèÿ çà ïåðèîä ïîíàäîáÿòñÿ äâà èíòåãðàëà

2π
∫

0

dφ

(1 − β1 cosφ)3
= π

2 + β2
1

(1 − β2
1)5/2

,

2π
∫

0

dφ sin2 φ

(1 − β1 cosφ)5
=
π

4

4 + β2
1

(1 − β2
1)7/2

. (25)Èõ èñïîëüçîâàíèå ñ çàìåíîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ t = φT/(2π) äàåò
W(θ) =

1

T

T
∫

0

W(θ, φ)dt =
1

2π

2π
∫

0

W(θ, φ)dφ =
e2

8πc3
e2H2

∗

m2

β2

γ2

[

2 + β2 sin2 θ

(1 − β2 sin2 θ)5/2
− sin2 θ

4γ2

4 + β2 sin2 θ

(1 − β2 sin2 θ)7/2

]

. (26)Òàê êàê áîëüøàÿ ÷àñòü èçëó÷åíèÿ èäåò îêîëî ïëîñêîñòè âðàùåíèÿ çàðÿäà, áóäåì îòñ÷èòûâàòü óãîë îò ýòîéïëîñêîñòè, òî åñòü çàìåíèì θ = π/2 − ε. Òîãäà
W(π/2 − ε) =

e2

8πc
ω2
∗

β2

γ2

[

2 + β2 cos2 ε

(1 − β2 cos2 ε)5/2
− cos2 ε

4γ2

4 + β2 cos2 ε

(1 − β2 cos2 ε)7/2

]

. (27)Ëåãêî íàéòè, ÷òî îòíîøåíèå ìîùíîñòè èçëó÷åíèÿ â ïëîñêîñòè (ε = 0) è â íàïðàâëåíèè ïîëÿ (ε = ±π/2) ðàâíî
W(π/2)

W(0)
= γ5 4 + 3β2

8
. (28)Íåðåëÿòèâèñòñêèé çàðÿä èçëó÷àåò â ñðåäíåì

W(π/2 − ε) =
e2

8πc
ω2
∗β

2(1 + cos2 θ), (29)òàê ÷òî åãî èçëó÷åíèå ñëàá�î è íåñèëüíî çàâèñèò îò óãëà íàïðàâëåíèÿ íà íàáëþäàòåëÿ. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òîðàñïðåäåëåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì ñîâïàäàåò ñ èíäèêàòðèñîé �åëåÿ (4.91). Îòíîøåíèå (28) ðàâíî 1/2.Ñèíõðîòðîííîå èçëó÷åíèå ðàññìîòðèì îòäåëüíî.4. Ñðåäíåå ñèíõðîòðîííîå èçëó÷åíèå. Åñëè çàðÿä óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé, òî èçëó÷åíèå èäåò â îñíîâíîì ïîäìàëûìè óãëàìè îò ïëîñêîñòè, òî åñòü â òîíêîì êîíóñå îêîëî íåå. Ïîýòîìó ñäåëàåì çàìåíó
1 − β2 cos2 ε = 1 − β2 + β2 sin2 ε ≈ 1

γ2
+ ε2 =

1 + ε2γ2

γ2
. (30)Â ýòîì ïðèáëèæåíèè W(π/2 − ε) ∼ Was(π/2 − ε) =

e2

8πc
ω2
∗

γ3

4

7 + 12ε2γ2

(1 + ε2γ2)7/2
, (31)à îòíîøåíèå (28) 7γ5/8.Êàê è â ñëó÷àå äâèæåíèÿ ïî ïðÿìîé, ïðè áîëüøèõ γ ñðåäíÿÿ ìîùíîñòü çàâèñèò îò ïðîèçâåäåíèÿ εγ, à çàìåíà(30) íå ïðèâîäèò ê áîëüøîé îøèáêå. Íàïðèìåð, èíòåãðàë ïî âñåì ε îêàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî,ïîñëå ïîäñòàíîâîê ε2γ2 = u = 1/t− 1 èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê äâóì áåòà-�óíêöèÿì:

π/2
∫

−π/2

W(π/2 − ε)2π cos εdε ∼ 2π

∞
∫

−∞

Was(π/2 − ε)dε =
e2

8πc
ω2
∗

γ2

4
2π2

∞
∫

0

7 + 12u

(1 + u)7/2
du

2
√
u

=

=
e2

16c
ω2
∗γ

2

1
∫

0

t2dt(1−t)−1/2

(

7+12
1−t
t

)

=
e2

16c
ω2
∗γ

2

[

B

(

3,
1

2

)

+12B

(

2,
3

2

)]

=
e2

16c
ω2
∗γ

2 32

3
=

2

3

e2

c
ω2
∗γ

2, (32)÷òî ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ (12). 85



5. Ïåðåõîä ê ñèíõðîòðîííîìó èçëó÷åíèþ. ×òîáû ïðîñëåäèòü, êàê ñ ðîñòîì ýíåðãèè çàðÿäà ïðîèñõîäèò ïåðå-õîä îò öèêëîòðîííîãî ê ñèíõðîòðîííîìó èçëó÷åíèþ, ïðåîáðàçóåì �îðìóëó (27) òî÷íî, çàìåíèâ â íåé (z = βγ)
1 − β2 cos2 ε = 1 − β2 + β2 sin2 ε =

1

γ2
+ β2 sin2 ε =

1 + γ2β2 sin2 ε

γ2
=

1 + z2 sin2 ε

γ2
. (33)Êðîìå òîãî, äëÿ ñðàâíåíèÿ ñî ñëó÷àåì äâèæåíèÿ ïî ïðÿìîé âûäåëèì ìíîæèòåëåì êâàäðàò óñêîðåíèÿ çàðÿäà

w = cω∗β/γ. Òîãäà ïîëó÷èòñÿ
W(π/2−ε)= e2

8πc3
w2γ5W∗(β, ε), W∗(β, ε)=

1+
3

4
β2+

[

1

γ2
+2z2+

(

1

2
+z2

)

β2

]

sin2 ε−β2

(

1

4
+z2

)

sin4 ε

(1 + z2 sin2 ε)7/2
. (34)à á
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0u�èñ. 22à. Ïîëÿðíûå �èñ. 22á. Òå æå �óíêöèè â çàâèñèìîñòèäèàãðàììû �óíêöèé îò àðãóìåíòà u = (γε)2 è ïðåäåëüíàÿ
W∗(β, ε) ïðè β = 0, 0.5, êðèâàÿ (7/4 + 3u)/(1 + u)7/2.
0.8, 0.9, 0.95 è 0.98.Íà ðèñ. 22à ïðèâåäåíû ãðà�èêè, îòðàæàþùèå çàâèñèìîñòü W∗(β, ε) îò óãëà ε äëÿ òåõ æå çíà÷åíèé ñêîðîñòè,÷òî è íà ðèñ. 20 �ëàâû 4: β = 0, 0.5, 0.8, 0.9, 0.95, 0.98. Á�îëüøèì çíà÷åíèÿì ñêîðîñòè ñîîòâåòñòâóþò á�îëüøèåçíà÷åíèÿ èçëó÷åíèÿ â ïëîñêîñòè âðàùåíèÿ W∗(β, 0) = 1 + 3β2/4, ïðè÷åì çíà÷åíèÿ ìíîæèòåëÿ γ5, îïóùåííîãîäëÿ âîçìîæíîñòè íàíåñòè êðèâûå íà îäèí ðèñóíîê, ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî γ5 = 1, 2.053, 12.86, 63.55, 336.9, 3205.Çíà÷åíèÿ ýòîé �óíêöèè ïðè ε = π/2 (âäîëü ïîëÿ) ðàâíû W∗(β, π/2) = 2/γ5. �èñ. 22à äëÿ á�îëüøåé íàãëÿäíîñòèäàí â ïðàâèëüíîì ñîîòíîøåíèè ìàñøòàáîâ îñåé. Çàìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå êðèâûå ðèñóíêîâ 20à �ëàâû 4 è 22àÿâëÿþòñÿ ñå÷åíèÿìè ïîâåðõíîñòåé, õàðàêòåðèçóþùèõ ðàñïðåäåëåíèå íàïðàâëåíèé èçëó÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå, íîåñëè ïîâåðõíîñòè ïåðâûõ ïîëó÷àþòñÿ âðàùåíèåì êðèâûõ âîêðóã îñè àáñöèññ, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåéâòîðûõ êðèâûå íàäî âðàùàòü âîêðóã îñè îðäèíàò.Íà ðèñ. 22á òå æå âåëè÷èíû ïðåäñòàâëåíû â çàâèñèìîñòè îò u = (γε)2 = ε20. Ïðè áëèçêèõ ê 1 çíà÷åíèÿõ βêðèâûå óæå äîâîëüíî áëèçêè ê ïðåäåëüíîé êðèâîé (7/4+3u)/(1+u)7/2, òàêæå ïîìåùåííîé íà ðèñóíîê (êðèâàÿâåðõíÿÿ ñëåâà è íèæíÿÿ ñïðàâà). Êðèâûå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ, áëèçêèõ ê òî÷êå ñ àáñöèññîé u = 0.219 èîðäèíàòîé 1.20. � 3. Ñïåêòð ìàãíèòîòîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ â âîëíîâîé çîíå1. Õàðàêòåð ñïåêòðà. Â ýòîì ïàðàãðà�å íàéäåì ñïåêòð èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîíà â ìàãíèòíîì ïîëå â âîëíîâîéçîíå. Ïîñêîëüêó çàðÿä äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè è âëèÿíèåì åãî èçëó÷åíèÿ íà åãî æå äâèæåíèå ìû ïðåíåáðå-ãàåì, òî âñå âåëè÷èíû, ñâÿçàííûå ñ ýòèì äâèæåíèåì, à èìåííî, êîîðäèíàòû çàðÿäà, åãî ñêîðîñòü, óñêîðåíèå, àñëåäîâàòåëüíî è íàïðÿæåííîñòè èçëó÷àåìîãî èì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïåðèîäè÷åñêèå ñ ïåðèîäîì T = 2π/ω.Íàïîìíèì îñíîâíûå �îðìóëû äëÿ èçëó÷åíèÿ ïðè ïåðèîäè÷åñêîì äâèæåíèè çàðÿäà. Êàê áûëî ïîêàçàíî â�ëàâå 4, ïåðèîäû ïî âðåìåíè çàðÿäà t1 è ïî âðåìåíè íàáëþäåíèÿ t ñîâïàäàþò.Ñïåêòð èçëó÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî çàðÿäà ñîñòîèò èç îòäåëüíûõ ðàâíîîòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà ëèíèé. Äëÿîïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòåé ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé íàäî âû÷èñëèòü îñíîâíîé âåêòîð ~Gl, îïðåäåëÿåìûé �îðìóëîé(4.157):

~Gl(~n) =
1

2π

T0/2
∫

−T0/2

exp
(

i lω0(t1 − ~n~r/c)
)

~βdt1. (35)86



Òîãäà êîý��èöèåíò ðàçëîæåíèÿ â ðÿä íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
~El = −i e

R
l2ω2

0e
ilω0R/c~n× (~n× ~Gl). (36)Ôîðìóëû (35) è (36) ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîãî ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ. Äàëüøå ïåðåéäåì ê ìàãíèòîòîðìîç-íîìó èçëó÷åíèþ. Âåêòîð íàïðàâëåíèÿ íà íàáëþäàòåëÿ ~n ïî-ïðåæíåìó ìîæíî âçÿòü â ïëîñêîñòè âåêòîðîâ ~e1 è

~e3. Ïîäñòàâèì �îðìóëû äëÿ âõîäÿùèõ â ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå âåêòîðîâ äëÿ çàðÿäà, äâèæóùåãîñÿ ïîîêðóæíîñòè:
~n = sin θ ~e1 + cos θ ~e3, ~r =

cβ

ω
(sinφ~e1 − cosφ~e2), ~β = β(cosφ~e1 + sinφ~e2), (37)è ñäåëàåì çàìåíó t1 = t = φ/ω. Èíòåãðàë (35) ïåðåéäåò â

~Gl =
β

2πω

π
∫

−π

(cosφ~e1 + sinφ~e2) e
i l φ−iz sinφdφ, (38)ãäå z = l β sin θ.Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëàìè, âûðàæàþùèìè èíòåãðàëû, âõîäÿùèå â âåêòîð ~Gl, ÷åðåç �óíêöèþ Áåññåëÿè åå ïðîèçâîäíóþ

Jn(z) =
1

2π

π
∫

−π

einφ−iz sinφdφ =
z

2πn

π
∫

−π

einϕ−iz sinϕ cosϕdϕ, J ′
n(z) = − i

2π

π
∫

−π

einϕ−iz sinϕ sinϕdϕ. (39)Òîãäà âåêòîð (35) ïðèìåò âèä
~Gl =

β

ω

(

1

sin θ
Jl(z)~e1 + iβJ ′

l (z)~e2

)

. (40)2. Ôîðìóëà Øîòòà. ×òîáû íàïèñàòü �îðìóëó äëÿ êîý��èöèåíòà ðàçëîæåíèÿ íàïðÿæåííîñòè, íàéäåì äâîé-íûå âåêòîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ îò äâóõ êîîðäèíàòíûõ îðòîâ:
~n× [~n× ~e1] = sin θ ~n− ~e1 = − cos θ(cos θ ~e1 − sin θ ~e3), ~n× [~n× ~e2] = −~e2. (41)Óäîáíî ââåñòè îðòû, ïåðïåíäèêóëÿðíûå íàïðàâëåíèþ èçëó÷åíèÿ è îáðàçóþùèå ñ îðòîì ~n ïðàâóþ òðîéêó:

~e1(~n) = cos θ ~e1 − sin θ ~e3, ~e2(~n) = ~e2. (42)Òîãäà l-òàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè ñîãëàñíî �îðìóëàì (36), à òàêæå (40), (41) è (42) ïðåäñòàíåò â âèäå
~El =

e

cR
ilωeilωR/c [ctg θJl(z)~e1(~n) + iβJ ′

l (z)~e2(~n)] . (43)Çàìåòèì, ÷òî ñîñòàâëÿþùàÿ ñ íîìåðîì íóëü ðàâíà íóëþ.Ïîäñòàâèâ ðåçóëüòàò (43) â �îðìóëó (4.161), ïîëó÷èì
T/2
∫

−T/2

Wdt1 =

T/2
∫

−T/2

W∗dt =
c

2ω
R2 e

2ω2

c2R2

∞
∑

l=−∞

l2
[

ctg2 θJ2
l (z) + β2J ′

l
2(z)

]

= ω
∞
∑

l=1

Wl. (44)Äëÿ èíòåíñèâíîñòè l-òîé ëèíèè (ïîëíîãî èçëó÷åíèÿ â íåé) Wl â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó ÷àñòîòû íàéäåì
Wl =

e2

c
l2wl, (45)ãäå ââåäåíî åùå îäíî îáîçíà÷åíèå

wl = wl(β, θ) = ctg2 θ J2
l (z) + β2 J ′2

l (z). (46)Íàïîìíèì, ÷òî àðãóìåíò áåññåëåâîé �óíêöèè z = lβ sin θ. Âåëè÷èíà | ~El|2/(4π) = e2l2ω2wl/(4πc
2R2) ïðåäñòàâ-ëÿåò ïëîòíîñòü ýíåðãèè â ëèíèè ñ íîìåðîì l íà ðàññòîÿíèè R îò èñòî÷íèêà, âåêòîð Ïîéíòèíãà (ïîòîêà ýíåðãèè)èìååò äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü c~n.Ôîðìóëà (45) íîñèò íàçâàíèå �îðìóëû Øîòòà, êîòîðûé åå âûâåë â 1912 ã.3. Ïîëÿðèçàöèÿ â ëèíèÿõ. Êàæäàÿ ëèíèÿ â ñïåêòðå ìàãíèòîòîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìî-íîõðîìàòè÷åñêóþ âîëíó è ê íåé ìîæíî ïðèìåíèòü îáùóþ òåîðèþ ïîëÿðèçàöèè, èçëîæåííóþ â �ëàâå 3. Êàê è87



âñÿêàÿ ñòðîãî ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà, ýòè âîëíû ïîëíîñòüþ ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàíû. Äëÿ òîãî, ÷òîáûâ ýòîì óáåäèòüñÿ, ðàññìîòðèì íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ëèíèè ñ íîìåðîì l, ò. å. âåêòîð ~El. Ïî-ñêîëüêó èíòåíñèâíîñòü ëèíèè ó íàñ óæå íàéäåíà, ïîëÿðèçàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè (ïàðàìåòðû Ñòîêñà) ìîæíîíàõîäèòü ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ.Èñïîëüçóåì îðòû (42) â êà÷åñòâå ïîëÿðèçàöèîííîãî áàçèñà. Ïðåäñòàâèì íàïðÿæåííîñòü â ëèíèè â ýòèõ îðòàõñîãëàñíî �îðìóëå (41) â âèäå ñòîëáöà:
~El ∝ [i ctg θJl(z)~e1(~n) − βJ ′

l (z)~e2(~n)] =

(

i ctg θJl(z)
−βJ ′

l (z)

)

. (47)Òîãäà â ïðèíÿòûõ ïîëÿðèçàöèîííûõ îðòàõ ïîëÿðèçàöèîííàÿ ìàòðèöà èçëó÷åíèÿ â ëèíèè ñ íîìåðîì l ñòî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ áóäåò èìåòü âèä
Ŝl =

c

4π
~El ~E

†
l ∝

(

ctg2 θJ2
l (z) −iβ ctg θJl(z)J

′
l (z)

iβ ctg θJl(z)J
′
l (z) β2 J ′2

l (z)

)

, (48)à ïàðàìåòðû Ñòîêñà  ïðàâèëüíûì êîý��èöèåíòîì, òàêèì æå êàê ó èíòåíñèâíîñòè, îïðåäåëÿåìîé �îðìóëîé(45), ïðèìóò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: Ul = 0,
Ql =

e2

c
l2[ctg2 θ J2

l (z) − β2 J ′2
l (z)], Vl = 2

e2

c
l2β ctg θJl(z)J

′
l (z). (49)Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî W 2

l = Q2
l + U2

l + V 2
l , ÿâëÿþùååñÿ óñëîâèåì ïîëíîé ïîëÿðèçàöèè.Òàêèì îáðàçîì, ìû óáåäèëèñü, ÷òî èçëó÷åíèå â êàæäîé ìàãíèòîòîðìîçíîé ëèíèè ïîëíîñòüþ ýëëèïòè÷å-ñêè ïîëÿðèçîâàíî, ò. å. îáëàäàåò êàê ëèíåéíîé, òàê è êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèåé. Â îñíîâíîé ïëîñêîñòè êðóãîâàÿïîëÿðèçàöèÿ èñ÷åçàåò (ctg π/2 = 0), à ëèíåéíàÿ ñòàíîâèòñÿ ïîëíîé: Il = −Ql =

e2

c
[zJ ′

l(z)]
2. Íàïðîòèâ, ïðè íà-áëþäåíèè âäîëü îñè âðàùåíèÿ ýëåêòðîíà, ò. å. ïðè θ = 0 èëè θ = π, ïîëÿðèçàöèÿ ïîëíîñòüþ êðóãîâàÿ. Ïðè ýòîìíàáëþäàòåëü âèäèò òîëüêî îäíó ëèíèþ, à èìåííî, ïåðâóþ è I1 = V1 =

e2

c

β2

2
. Ïîñëåäíèå óòâåðæäåíèÿ âûòåêàþòèç ñâîéñòâà áåññåëåâûõ �óíêöèé, âûðàæàåìîãî àñèìïòîòè÷åñêèì ðàâåíñòâîì Jl(z) ∼ (z/2)l/l! ïðè z → 0 (ñì.íèæå �îðìóëó (61)). Ñîñòîÿíèÿ ïîëÿðèçàöèè ñîãëàñóþòñÿ ñ ãåîìåòðèåé äâèæåíèÿ èçëó÷àþùåãî ýëåêòðîíà èïîëîæåíèÿ íàáëþäàòåëÿ.4. Ïîëíîå èçëó÷åíèå â ëèíèÿõ. Ïîëíîå êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, èçëó÷àåìîé â ëèíèè, ðàâíî èíòåãðàëó ïî íàïðàâ-ëåíèÿì îò èíòåíñèâíîñòè (45), ò. å.

W l(β) = 2 π

π
∫

0

sin θdθWl. (50)Ïðè èíòåãðèðîâàíèè âîçíèêàþò äâà èíòåãðàëà, êîòîðûå ñîãëàñíî �îðìóëàì òåîðèè áåññåëåâûõ �óíêöèé âûðà-æàþòñÿ ÷åðåç �óíêöèè Áåññåëÿ äâîéíîãî (ïî ñðàâíåíèþ ñ íîìåðîì ëèíèè) ïîðÿäêà, òàê ÷òî
W l(β) = 4π

e2

c
l



βJ ′
2l(2lβ) − l

γ2

1
∫

0

J2l(2lβy)dy



 . (51)Ìîæíî íàéòè ñóììàðíûå ïàðàìåòðû ïîëÿðèçàöèè èçëó÷åíèÿ, èäóùåãî âî âñå ñòîðîíû. Ïðè ýòîì V l = 0, ò. å.êðóãîâàÿ ïîëÿðèçàöèÿ èñ÷åçàåò ââèäó ñèììåòðè÷íîñòè ïðàâîé è ëåâîé ïîëÿðèçàöèè, îñòàåòñÿ òîëüêî ëèíåéíàÿ:
Ql(β) = −4π

e2

c
l



βJ ′
2l(2lβ) + l

1
∫

0

J2l(2lβy)dy

(

1 + β2 − 2

y

)



 =

= −4π
e2

c
l



βJ ′
2l(2lβ) − l

γ2

1
∫

0

J2l(2lβy)dy + 2l

1
∫

0

J2l(2lβy)
1 − y

y
dy



 . (52)Â ñëó÷àå íåðåëÿòèâèñòñêîãî çàðÿäà (lβ ≪ 1) èç ïðèâåäåííûõ �îðìóë ñ ïîìîùüþ óæå èñïîëüçîâàâøåãîñÿñîîòíîøåíèÿ: Jν(z) ∼ (z/2)ν/Γ(ν + 1) ïðè z → +0, ëåãêî ïîëó÷èòü
W l ∼ 4π

e2

c

l(l + 1)

(2l + 1)!
(lβ)2l, Ql ∼ −4π

e2

c

l2

(2l + 1)!
(lβ)2l. (53)88



W l(β)/(4πe2/c) −Ql(β)/W l(β)
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l l�èñ. 23. Ïîëíîå èçëó÷åíèå â ëèíèÿõ �èñ. 24. Ñòåïåíü ëèíåéíîé ïîëÿ-ïðè ðàçëè÷íûõ β. ðèçàöèè â ïîëíîì èçëó÷åíèè.Òàê êàê ìíîæèòåëè, çàâèñÿùèå îò l, ïðè ìàëûõ l íåâåëèêè, à ïðè áîëüøèõ l ñîãëàñíî �îðìóëå Ñòèðëèíãàïðèáëèæåííî ïðîïîðöèîíàëüíû (2/e)2l+1, òî çà ñ÷åò ìíîæèòåëÿ β2l èíòåíñèâíîñòè ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé áûñòðîóáûâàþò ñ ðîñòîì íîìåðà, òàê ÷òî �àêòè÷åñêè îñóùåñòâëÿþòñÿ òîëüêî ïåðâûå öèêëîòðîííûå ëèíèè.�èñ. 23 äàåò ïðåäñòàâëåíèå î çàâèñèìîñòè îò íîìåðà ëèíèè �óíêöèè W l(β) ïðè ðàçëè÷íûõ ýíåðãèÿõ ýëåê-òðîíà. Êàê è íà ðèñ. 4, ïðåäñòàâëåíû îãèáàþùèå äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé ýòîé �óíêöèè â åäèíèöàõ 4πe2/c ïðèçíà÷åíèÿõ β = 0.4, 0.5(0.05)0.9, 0, 925, 0.95, 0.97, 0.99, 1.0. ×åì áîëüøå β, òåì âûøå ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèâàÿ.Íåêîòîðàÿ íåãëàäêîñòü êðèâûõ ïðè íåáîëüøèõ l îáúÿñíÿåòñÿ äèñêðåòíîñòüþ �óíêöèé. Íà ðèñ. 24 äàþòñÿ îòíî-øåíèÿ ïàðàìåòðà Ñòîêñà−Ql(β) è èíòåíñèâíîñòè ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ β. Á�îëüøèì èõ çíà÷åíèÿì ñîîòâåòñòâóþòìåíüøèå âåëè÷èíû ïîëÿðèçàöèè. Îòìåòèì ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ñòåïåíè ïîëÿðèçàöèè. Ïðè β → 0 îòíîøåíèå

− Ql(β)

W l(β)
→ l

l + 1
, ïðè l → ∞ ýòî îòíîøåíèå ñòðåìèòñÿ ê 1, ïðè÷åì òåì áûñòðåå, ÷åì ìåíüøå β.Ïîâåäåíèå ñïåêòðà ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ óæå íàìå÷àåòñÿ íà ïðèâåäåííûõ ðèñóíêàõ. Â ïîñëåäóþùåìïàðàãðà�å îíî áóäåò ïîäðîáíî îáñóæäåíî, íî ïåðåä ýòèì ïðèâåäåì ñâåäåíèÿ î âõîäÿùèõ â �îðìóëó Øîòòà�óíêöèÿõ Áåññåëÿ. � 4. Î �óíêöèÿõ Áåññåëÿ1. Îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé Áåññåëÿ. Äëÿ âûâîäà �îðìóë, îïèñûâàþùèõ ñïåêòð ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ,ïðèâåäåì êðàòêèå ñâåäåíèÿ î áåññåëåâûõ �óíêöèÿõ.Áåññåëåâà �óíêöèÿ (ïåðâîãî ðîäà) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñõîäÿùèìñÿ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ðÿäîì

Jν(z) =

∞
∑

m=0

(−1)m
1

m!Γ(ν + 1 +m)

(z

2

)ν+2m

. (54)Çäåñü Γ(x) � ãàììà-�óíêöèÿ. Ôóíêöèÿ Jν(z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ
z2 d2Jν(z)

dz2
+ z

dJν(z)

dz
+ (z2 − ν2)Jν(z) = 0. (55)×èñëî ν íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì óðàâíåíèÿ è �óíêöèè.Ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè Jν(z) è J−ν(z), åñëè òîëüêî ν íåöåëîå ÷èñëî. Âòîðîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ðåøåíèå (�óíêöèÿ âòîðîãî ðîäà) ïðåäñòàâëÿþò â âèäå ñëåäóþùåéëèíåéíîé êîìáèíàöèè óêàçàííûõ ðåøåíèé

Yν(z) =
Jν(z) cos (π ν) − J−ν(z)

sin (π ν)
, (56)êîòîðóþ íàçûâàþò �óíêöèåé Âåáåðà èëè Íåéìàíà. Îíà îñòàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé îò îñíîâíîé è ïðè öåëûõïîðÿäêàõ.Åñëè â óðàâíåíèè Áåññåëÿ (55) çàìåíèòü ïåðåìåííóþ z íà i z, òî óðàâíåíèå ïåðåéäåò â

z2 d2w

dz2
+ z

dw

dz
− (z2 + ν2)w = 0, (57)89



íàçûâàåìîå ìîäè�èöèðîâàííûì óðàâíåíèåì Áåññåëÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ íîñÿò íàçâàíèå ìîäè�èöèðî-âàííûõ �óíêöèé Áåññåëÿ. Îäíà èç íèõ � ýòî ïðîñòî �óíêöèÿ Áåññåëÿ (îñíîâíàÿ) îò àðãóìåíòà, óìíîæåííîãîíà ìíèìóþ åäèíèöó:
Iν(z) = e−i π ν/2Jν(e

i π/2z) =
∞
∑

m=0

1

m!Γ(ν + 1 +m)

(z

2

)ν+2m

. (58)Îïÿòü, âòîðûì ðåøåíèåì ïðè íåöåëûõ ν ìîæåò ñëóæèòü I−ν(z). Áîëåå óäîáíà äðóãàÿ �óíêöèÿ, êîòîðóþíàçûâàþò �óíêöèåé Ìàêäîíàëüäà:
Kν(z) =

π

2

I−ν(z) − Iν(z)

sin (π ν)
. (59)Äëÿ íåå ñïðàâåäëèâî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ïðîèçâîäíóþ îò ýòîé �óíêöèè ñ äâóìÿ �óíêöè-ÿìè ñ ñîñåäíèìè íîìåðàìè:

2K ′
ν(z) = −Kν−1(z) −Kν+1(z). (60)Íåïîñðåäñòâåííî èç ïðåäñòàâëåíèé â âèäå ðÿäîâ âûòåêàþò �îðìóëû, õàðàêòåðèçóþùèå ïîâåäåíèå �óíêöèéïðè z → +0:

Jν(z) ∼ Iν(z) ∼
(z

2

)ν 1

Γ(ν + 1)
, Kν(z) ∼

π

2

(z/2)−ν

Γ(1 − ν) sin(πν)
= Γ(ν)2ν−1z−ν. (61)Ïðè ïåðåõîäå ê ïîñëåäíåìó âûðàæåíèþ èñïîëüçîâàíà �îðìóëà äîïîëíåíèÿ ãàììà-�óíêöèè.2. Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Ôóíêöèè Áåññåëÿ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå îïðåäåëåííûõ èíòåãðà-ëîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ èõ óäîáíî èññëåäîâàòü è âû÷èñëÿòü. Ïðåäñòàâëåíèå äëÿ �óíêöèè öåëîãî ïîðÿäêà

Jn(z) =
1

2π

π
∫

−π

einφ−iz sinφdφ. (62)äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé âûêëàäêîé, ïðè êîòîðîé ýêñïîíåíòó íàäî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî ñòåïåíÿì z. Àíà-ëîãè÷íî ïðåäñòàâëåíèå ìîäè�èöèðîâàííîé �óíêöèè
In(z) =

1

π

π
∫

0

e−z sin φ cosnφdϕ. (63)Äëÿ �óíêöèè Ìàêäîíàëüäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
Kν(z) =

∞
∫

0

e−z ch t ch(ν t)dt. (64)Èñõîäÿ èç íåãî ïîëó÷èì àñèìïòîòèêó ýòîé �óíêöèè ïðè z → ∞ ìåòîäîì Ëàïëàñà. Äëÿ ýòîãî çàìåíèì â ïîêà-çàòåëå ýêñïîíåíòû ch t = 1 + 2 sh2(t/2) è ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî ïðè áîëüøèõ àðãóìåíòàõ z â èíòåãðàë äàþòâêëàä òîëüêî ìàëûå çíà÷åíèÿ t, òàê ÷òî
Kν(z) = e−z

∞
∫

0

e−2z sh2(t/2) ch(νt)dt ∼ e−z
∞
∫

0

e−zt
2/2dt =

√

π

2z
e−z. (65)Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò àñèìïòîòèêà �óíêöèè Jν(z), êîãäà âåëèêè è àðãóìåíò z è ïîðÿäîê ν, ïðè÷åì

z ≤ ν. Åå ìû, ñëåäóÿ êíèãå [10℄, ïîëó÷èì â äâà ýòàïà.3. Ìåòîä ÂÊÁ. Ìåòîä, íàçûâàåìûé ìåòîäîì ÂÊÁ ïî èìåíàì �èçèêîâ Âåíòöåëÿ, Êðàìåðñà è Áðèëëþýíà,ïðèìåíèâøèõ åãî â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ �èçèêè ê ðÿäó çàäà÷, òåïåðü ñòàë îäíèì èç ìåòîäîâ ïðèáëèæåííîãîðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.�àññìîòðèì óðàâíåíèå
u′′ + f(z)u = 0. (66)Ïóñòü �óíêöèÿ f(z) ñóùåñòâåííî èçìåíÿåòñÿ íà áîëüøîì ìàñøòàáå s ≫ 1 èçìåíåíèÿ z. Ââåäåì íîâóþ ïåðå-ìåííóþ τ = z/s, èçìåíåíèå êîòîðîé èìåþò íåáîëüøîé äèàïàçîí. Â ýòîé ïåðåìåííîé óðàâíåíèå ïðåäñòàíåò â�îðìå
1

s2
d2u

dτ2
+ fu = 0. (67)90



Èùåì ðåøåíèå â âèäå
u(z) = eisψ(τ). (68)Íàõîäèì ïðîèçâîäíûå ïî àðãóìåíòó τ :

du

dτ
= uis

dψ

dτ
,

d2u

dτ2
= u

(

is
dψ

dτ

)2

+ uis
d2ψ

dτ2
, (69)ïîäñòàâëÿåì èõ â óðàâíåíèå (67):

−
(

dψ

dτ

)2

+
i

s

d2ψ

dτ2
+ f = 0. (70)Ñìûñë ïîäñòàíîâêè (68) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â óðàâíåíèè äëÿ íîâîé �óíêöèè ìàëûé ìíîæèòåëü ïîÿâèëñÿÿâíî ó ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà, òàê ÷òî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè åå ìîæíî îòáðîñèòü, íî óðàâíåíèå, ïîëó-÷èâøååñÿ â ðåçóëüòàòå òàêîé ïðîöåäóðû, èìååò ñìûñë. Òàêîå ïðèáëèæåíèå íåâîçìîæíî îñóùåñòâèòü â èñõîäíîìóðàâíåíèè (66) èëè â óðàâíåíèè (67).�åøåíèå óðàâíåíèÿ (70) èùåì â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó:

ψ = ψ0 +
i

s
ψ1 + ... (71)Ïîäñòàâëÿåì ýòî ðàçëîæåíèå â óðàâíåíèå è ïðèðàâíèâàåì âûðàæåíèÿ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðàìàëîñòè 1/s. Ïðè ýòîì îãðàíè÷èâàåìñÿ äâóìÿ ïåðâûìè ñëàãàåìûìè. Ïîëó÷àþòñÿ äâà óðàâíåíèÿ, íóëåâîãî èïåðâîãî ïîðÿäêà:

(

dψ0

dτ

)2

= f, −2
dψ0

dτ

dψ1

dτ
+

d2ψ0

dτ2
= 0. (72)Â ýòèõ äâóõ óðàâíåíèÿõ è çàêëþ÷àåòñÿ ïðèáëèæåíèå ÂÊÁ.Óðàâíåíèå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøàåòñÿ ñðàçó:

ψ0 = ±
∫

√

fdτ. (73)Â óðàâíåíèè ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ:
2
dψ1

dτ
=

d2ψ0

dτ2

dψ0

dτ

, ψ1 =
1

2
ln

dψ0

dτ
=

1

4
ln f. (74)Ñîáðàâ âìåñòå äâà ïðèáëèæåíèÿ è ïîäñòàâèâ èõ â �îðìóëó (68), íàéäåì

u(z) = exp

(

±is
∫

√

fdτ − (1/4) ln f

)

= f−1/4(z) exp

(

±i
∫

f1/2(z)dz

)

. (75)Íàëè÷èå äâîéíîãî çíàêà ïåðåä èíòåãðàëîì â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå äâóõ íåçàâèñèìûõðåøåíèé óðàâíåíèÿ. Îáùåå ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü òàê:
u(z) = f−1/4(z)

[

C1 exp

(

i

∫

f1/2(z)dz

)

+ C2 exp

(

−i
∫

f1/2(z)dz

)]

. (76)Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè �óíêöèÿ f ïîëîæèòåëüíà, òî ðåøåíèå èìååò êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð, åñëè îòðèöàòåëüíà,òî îäíî èç ðåøåíèé âîçðàñòàåò, à äðóãîå óáûâàåò.Îáñóäèì óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ. ×òîáû ñëàãàåìîå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ áûëî ìåíüøå íó-ëåâîãî, òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (â êà÷åñòâå ψ ïîäñòàâëåíî ψ0, íåðàâåíñòâî íàïèñàíî â ðàçëè÷íûõìîäè�èêàöèÿõ)
1

s

∣

∣

∣

∣

d2ψ0

dτ2

∣

∣

∣

∣

2

≪
∣

∣

∣

∣

∣

(

dψ0

dτ

)2
∣

∣

∣

∣

∣

,
1

s

∣

∣

∣

∣

d

dτ
f1/2

∣

∣

∣

∣

≪ |f |,
∣

∣

∣

∣

d

dz
f−1/2

∣

∣

∣

∣

≪ 1. (77)Ïðèáëèæåíèå ÂÊÁ øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ íå òîëüêî â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ, íî è ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèõ âî-ïðîñàõ, â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè ñïåöèàëüíûõ �óíêöèé. Çäåñü ïðèìåíèì åãî ïðè âûâîäå àñèìïòîòèêè áåññåëåâîé�óíêöèè. 91



4. Ïðèáëèæåíèå ÂÊÁ äëÿ �óíêöèè Áåññåëÿ. Ïðèì�åíèì ê óðàâíåíèþ (55) ñíà÷àëà ìåòîä ÂÊÁ. Äëÿ ýòîãîçàìåíèì â íåì íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ z íà y ïî �îðìóëå z = νey ≤ ν, y ≤ 0. Òîãäà óðàâíåíèå ïåðåéäåò â
d2Jν
dy2

− ν2u2Jν = 0, (78)ãäå îáîçíà÷åíî
u =

√

1 − z2/ν2 =
√

1 − e2 y, z = ν
√

1 − u2. (79)�åøåíèå ìåòîäîì ÂÊÁ óðàâíåíèÿ (78) èìååò âèä
w =

1√
u
e±ν

R

udy. (80)Âõîäÿùèé â �îðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàë ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ:
v =

0
∫

y

udy =

0
∫

y

√

1 − e2 ydy =
1

2
ln

1 + u

1 − u
− u, (81)Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (78) â ïðèáëèæåíèè ÂÊÁ çàïèøåòñÿ â âèäå

Jν(z) = u−1/2(C1 e
ν v + C2 e

−ν v). (82)Ïîñòîÿííûå C1 è C2 îïðåäåëèì, èñõîäÿ èç ïîâåäåíèÿ �óíêöèè Áåññåëÿ îêîëî íóëÿ (61). Ïðè áîëüøèõ çíà-÷åíèÿõ ïîðÿäêà ν äëÿ ãàììà-�óíêöèè âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé Ñòèðëèíãà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðè z → 0 áóäåò
u ∼ 1 − z2/(2 ν2) → 1, à v ∼ 1

2
ln

2

z2/(2ν2)
− 1 = ln

2ν

ze
. Òîãäà

Jν(z) ∼
(z

2

)ν 1

Γ(ν + 1)
∼
(z

2

)ν 1√
2 π ν

( e

ν

)ν

, Jν(z) ∼ C1

(

2ν

ze

)ν

+ C2

( ze

2ν

)ν

. (83)Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî C1 = 0, C2 = 1/
√

2 π ν. Ñëåäîâàòåëüíî,
Jν(z) =

1√
2 π ν u

e−ν v. (84)Êàê îáû÷íî, ðåøåíèå ìåòîäîì ÂÊÁ íåïðèìåíèìî, êîãäà u è, ñëåäîâàòåëüíî, v áëèçêè ê íóëþ. Íî ïîëó÷åííûåàñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû ìîæíî ñóùåñòâåííî óòî÷íèòü, òàê, ÷òîáû îíè íå èìåëè óêàçàííîãî íåäîñòàòêà.5. Ôîðìóëû Ëàíãåðà. Â èñõîäíîì óðàâíåíèè (55) ñäåëàåì (âòîðîé ýòàï âûâîäà) ñëåäóþùèå çàìåíû èñêîìîé�óíêöèè è åå àðãóìåíòà:
Jν(z) =

1√
u
F (v). (85)Çàìåíà ïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè �îðìóëû

d

dz
=

dv

du

du

dz

d

dv
=

(

1

1 − u2
− 1

) −z
u ν2

d

dv
= −u

z

d

dv
. (86)Òîãäà

z
dJν(z)

dz
= z

[

− 1

2 u3/2

−z
ν2 u

F − 1√
u

u

z
F ′

]

=

(

z2

2 ν2 u5/2
F −

√
uF ′

)

. (87)Óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè F ïîëó÷àåòñÿ òàêèì:
F ′′ − ν2F = − z2

4ν2u6

(

5
z2

ν2
+ 4u2

)

F = −1 − u2

4
u−6(5 − u2)F. (88)Íàì íàäî óòî÷íèòü íàøå ðåøåíèå ïðè ìàëûõ u, ïîýòîìó ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå èìåííî äëÿ ýòîé îáëàñòè. Âíåé ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî v ∼ u3/3. Òîãäà óðàâíåíèå (87) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

F ′′ − ν2F +
5

36
v−2F = 0. (89)Îò óðàâíåíèÿ, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ðåøåíèå (84), ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îòëè÷àåòñÿ ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì,êîòîðîå âåëèêî ïðè ìàëûõ v. 92



×òîáû ïðèâåñòè óðàâíåíèå (89) ê ñòàíäàðòíîìó âèäó, ñäåëàåì åùå îäíó çàìåíó:
F (v) =

√
ν vG(ν v). (90)Äëÿ âíîâü ââåäåííîé �óíêöèè ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

x2G′′(x) + xG′(x) − (1/9 + x2)G(x) = 0, (91)òî åñòü ìîäè�èöèðîâàííîå óðàâíåíèå Áåññåëÿ ïîðÿäêà 1/3. Ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ïðè áîëüøèõ v ñîãëàñíî (84)òàêîâî, ÷òî íàäî âûáðàòü â êà÷åñòâå G �óíêöèþ Ìàêäîíàëüäà K1/3. Îêîí÷àòåëüíî
Jν(z) =

√

v

u

1

π
K1/3(ν v). (92)Òåïåðü çíà÷åíèå Jν(ν) =

√

u3/3u[Γ(1/3)/π]2−2/3(νu3/3)−1/3 = [Γ(1/3)/π]2−2/33−1/6ν−1/3 êîíå÷íî.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé îò �óíêöèè Áåññåëÿ J ′
ν(z) äîñòàòî÷íî ïðîäè��åðåíöèðîâàòü àñèìïòîòè÷åñêóþ�îðìóëó (92):

J ′
ν(z) =

1

π

√
u vK2/3(ν v). (93)Çíà÷åíèå J ′

ν(ν) = [Γ(2/3)/π]2−1/33−1/6ν−2/3] òàêæå êîíå÷íî.� 5. Ñïåêòð ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ1. Íàïðàâëåííîå èçëó÷åíèå â ëèíèÿõ. Ïðèìåíèì âûâåäåííûå àñèìïòîòèêè ê ñïåêòðó ñèíõðîòðîííîãî èçëó-÷åíèÿ. Ñíîâà ðàññìîòðèì äâèæåíèå çàðÿäà ïî îêðóæíîñòè.Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî β ∼ 1, γ ≫ 1. Èçëó÷åíèå ñîñðåäîòî÷åíî â óçêîì êîíóñå îêîëî ïëîñêîñòè âðàùåíèÿ, ïîýòîìóöåëåñîîáðàçíî âìåñòî óãëà θ èñïîëüçîâàòü óãîë ε = π/2−θ. Òîãäà îñíîâíîå èçëó÷åíèå èäåò ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ
ε = ε0/γ ≪ 1.Ïî àðãóìåíòó áåññåëåâûõ �óíêöèé z = lβ sin θ ïðè áîëüøèõ l íàõîäèì

u =
√

1 − z2/l2 =

√

1 − β2 sin2 θ =
√

1 − β2 cos2 ε =

√

1 − β2 + β2 sin2 ε ∼
√

1/γ2 + ε2 =

√

1 + ε20
γ

≪ 1. (94)Äëÿ ìàëûõ u âåëè÷èíà v ∼ u3/3 = (1 + ε20)
3/2/3γ3. Ñëåäîâàòåëüíî,

Jl(z) ∼
√

1 + ε20√
3πγ

K1/3

(

l(1 + ε20)
3/2/3γ3

)

, J ′
l (z) ∼

1 + ε20√
3πγ2

K2/3

(

l(1 + ε20)
3/2/3γ3

) (95)è (ctg θ = tg ε ∼ ε)
Wl ∼

e2

c
l2

1 + ε20
3π2γ4

[

ε20K
2
1/3

(

l(1 + ε20)
3/2/3γ3

)

+ (1 + ε20)K
2
2/3

(

l(1 + ε20)
3/2/3γ3

)]

. (96)�àññìîòðèì ïðåäåëüíûå ñëó÷àè. Îáå âåëè÷èíû l è γ áîëüøèå.1) l ≪ 3γ3. Â ýòîì ñëó÷àå âòîðîå ñëàãàåìîå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â (96) áîëüøå ïåðâîãî, òàê êàê ó íåãîáîëüøå îòðèöàòåëüíàÿ ñòåïåíü ìàëîé âåëè÷èíû. Ñîãëàñíî �îðìóëå äëÿ Kν(z) èç (61)
Wl ∼

e2

c
31/32−2/3Γ2(2/3)

l2/3

1 + ε20
. (97)Ïðè òàêèõ l èíòåíñèâíîñòü íå çàâèñèò îò γ è ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî l2/3. Ïðè ýòîì ïðîèçâîäíàÿ ïî l áåñêîíå÷íà,òî åñòü ðîñò áûñòðûé.2) l ∼ 3γ3. Ôóíêöèè Ìàêäîíàëüäà ïîðÿäêà 1, à Wl ïðîïîðöèîíàëüíà l2/γ4 ∼ 9γ2.3) l ≫ 3γ3. Ïðè òàêèõ íîìåðàõ ëèíèé îáå �óíêöèè Ìàêäîíàëüäà óáûâàþò ýêñïîíåíöèàëüíî, òàê æå óáûâàåòè Wl:

Wl ∼
e2

c

1

2π

l

γ

1 + 2ε20
(1 + ε20)

1/2
exp

(

−2

3
(1 + ε20)

3/2 l

γ3

)

. (98)Èíòåíñèâíîñòü ëèíèé áûñòðî âîçðàñòàåò ñ íîìåðîì l äî çíà÷åíèé ïîðÿäêà γ2, îáðàçóÿ øèðîêèé ìàêñèìóìíà íîìåðàõ l ïîðÿäêà 3γ3, à çàòåì ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò.Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ èìååò ñîâåðøåííî äðóãîé õàðàêòåð, ÷åì ñïåêòð öèêëî-òðîííîãî. Ñèíõðîòðîííîå èçëó÷åíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â óçêîì êîíóñå âáëèçè ïëîñêîñòè, â êîòîðîé âðàùàåòñÿ93



çàðÿä. Ñ ðîñòîì γ óãîë, â êîòîðîì èäåò ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èçëó÷åíèÿ ñóæèâàåòñÿ, èíòåíñèâíîñòü ñïåêòðàóâåëè÷èâàåòñÿ. Èçëó÷åíèå èäåò â ëèíèÿõ ñ áîëüøèìè íîìåðàìè l ∼ 3γ3 è, ñëåäîâàòåëüíî, íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõïîðÿäêà lω∗/γ ∼ 3γ2ω∗. Ïðè ýòîì, òàê êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó ëèíèÿìè ïðîïîðöèîíàëüíî 1/γ, òî ëèíèè ðàñ-ïîëàãàþòñÿ âñå òåñíåå. Åñëè æå ó÷åñòü, ÷òî âñëåäñòâèå èçëó÷åíèÿ ëèíèè èìåþò êîíå÷íóþ øèðèíó (÷òî ìû íåó÷èòûâàåì), òî ñïåêòð ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ �àêòè÷åñêè îêàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì.�èðîöèêëîòðîííîå èçëó÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûì ìåæäó öèêëîòðîííûì è ñèíõðîòðîííûì, òî åñòü ñðîñòîì β íåóêëîííî âîçðàñòàåò íàïðàâëåííîñòü èçëó÷åíèÿ, óáûâàíèå èíòåíñèâíîñòåé ëèíèé ñ íîìåðîì â îáëàñòèñèëüíîãî èçëó÷åíèÿ ïîñòåïåííî ñìåíÿåòñÿ âîçðàñòàíèåì, à çàòåì ìàêñèìóì ïåðåìåùàåòñÿ â ñòîðîíó âñå á�îëüøèõíîìåðîâ.2. Ïîëíîå èçëó÷åíèå â ëèíèÿõ. Ïðîèíòåãðèðîâàííàÿ ïî íàïðàâëåíèÿì èíòåíñèâíîñòü ëèíèé (51) ïðè áîëüøèõíîìåðàõ èìååò òå æå ñâîéñòâà, ÷òî è íàïðàâëåííàÿ. Çäåñü âî âíåèíòåãðàëüíîì ñëàãàåìîì u =
√

1 − β2 = 1/γ ≪
1, v ∼ u3/3 = 1/3γ3 è

βJ ′
2l(2lβ) ∼ 1

π
√

3γ2
K2/3(x), x =

2l

3γ3
. (99)Èíòåãðàë îöåíèâàåòñÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå. Â íåì ñäåëàåì çàìåíó

u′ =
√

1 − β2y2, v′ =
1

2
ln

1 + u′

1 − u′
− u′, dv′ =

u′2du′

1 − u′2
= −β2 u

′ydy

1 − u′2
= −β u′dy√

1 − u′2
, dy = − 1

β

√
1 − u′2

u′
dv′. (100)Òîãäà ïîñëå ïîäñòàíîâêè àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëû (92)

1
∫

0

J2l(2lβy)dy ∼ 1

πβ

∞
∫

1/3γ3

√

v′

u′
K1/3(2lv

′)

√
1 − u′2

u′
dv′. (101)Ïîñëå åùå îäíîé çàìåíû ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ x′ = 2lv′ èíòåãðàë ïðèìåò âèä

1
∫

0

J2l(2lβy)dy ∼ 1

2lπ

∞
∫

x

√

v′

u′3
(1 − u′2)K1/3(x

′)dx′, (102)Ââèäó ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ �óíêöèè Ìàêäîíàëüäà ïðè áîëüøèõ àðãóìåíòàõ îñíîâíîé âêëàä â èí-òåãðàë âíîñÿò çíà÷åíèÿ x′, èìåþùèå ïîðÿäîê 1 è ìåíüøå. Ïîýòîìó ñóùåñòâåííû çíà÷åíèÿ v′ = x′/2l≪ 1. Â ýòîéîáëàñòè u′ ≪ 1 è v′ ∼ u′3/3, òàê ÷òî
1
∫

0

J2l(2lβy)dy ∼ 1

2lπ
√

3

∞
∫

x

K1/3(x
′)dx′. (103)Ïîäñòàâèâ îöåíêè äâóõ ñëàãàåìûõ â �îðìóëó (51), ïîëó÷èì

W l ∼
4√
3

e2

c

l

γ2



K2/3(x) −
1

2

∞
∫

x

K1/3(x
′)dx′



 . (104)Íàêîíåö, âîñïîëüçóåìñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì äëÿ �óíêöèé Ìàêäîíàëüäà (60) è ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíîåâûðàæåíèå
W l ∼

√
3
e2

c
γfW

(

2l

3γ3

)

, (105)ãäå èñïîëüçîâàíî ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ �óíêöèè, îòðàæàþùåé çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿîò íîìåðà ëèíèè è ëîðåíöåâñêîãî ìíîæèòåëÿ:
fW(x) = x

∞
∫

x

K5/3(x
′)dx′. (106)Èíòåãðàë îò ýòîé �óíêöèè

∞
∫

0

fW(x)dx =
8π

9
√

3
. (107)
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Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ x �óíêöèÿ ðàçëàãàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä
fW(x) =

π√
3
x

[

(x

2

)−2/3 ∞
∑

n=0

(x/2)2n

n!Γ(n− 2/3)(n− 1/3)
−
(x

2

)8/3 ∞
∑

n=0

(x/2)2n

n!Γ(n+ 8/3)(n+ 4/3)
− 1

]

∼ π√
3

25/3

Γ(1/3)
x1/3.(108)Îíà êðóòî âîçðàñòàåò, äîñòèãàÿ ìàêñèìóìà 0.91801 ïðè x = 0.28581. Íàïðîòèâ, ïðè áîëüøèõ x ñïðàâåäëèâîàñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

fW(x) ∼
√

xπ

2
e−x

∞
∑

n=0

(−1)n
(2n− 1)!!

2nxn

n
∑

m=0

m−1
∏

k=0

[

(

k +
1

2

)2

− 25

9

]

m!(2m− 1)!!
, (109)èç êîòîðîãî âèäíî åå ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå. Âñå ýòî îòðàæàåòñÿ íà ðèñ. 25.3.Ïîëÿðèçàöèÿ â ïîëíîì èçëó÷åíèè. Òî÷íî òàê æå âûâîäèòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ïàðàìåòðà Ñòîêñà â ëèíèè. Ïðèýòîì ïîñêîëüêó ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â ñêîáêàõ â �îðìóëå (52) äëÿ Ql ñîâïàäàþò ñî ñòîÿùèìè â âûðàæåíèè (51)äëÿW l, òî îöåíèòü îñòàåòñÿ ïîñëåäíèé èíòåãðàë. Ïðè îöåíêå èíòåãðàëà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî y =

√

1 − u′2/β ∼ 1,à
1 − y =

β −
√

1 − u′2

β
=

β2 − 1 + u′
2

β
(

β +
√

1 − u′2
) ∼ u′

2 − 1/γ2

2
∼ 1

2

[

(

3

2l
x′
)2/3

− 1

γ2

]

. (110)Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë ðàñïàäàåòñÿ íà äâà, ïðè÷åì ïåðâûé âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóë 6.561.12 è 16ñïðàâî÷íèêà [7℄:
2l

1
∫

0

J2l(2lβy)
1 − y

y
dy ∼ 2l

4lπ
√

3

∞
∫

x

K1/3(x
′)dx′

[

(

3

2l
x′
)2/3

− 1

γ2

]

=
1

2π
√

3γ2



K2/3(x) −
∞
∫

x

K1/3(x
′)dx′



 . (111)Â ðåçóëüòàòå èíòåãðàëû ñîêðàùàþòñÿ è îñòàåòñÿ òîëüêî �óíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà:
Ql = −e

2

c

2l

γ2
√

3
K2/3(x) = −e

2

c

√
3γfQ(x), fQ(x) = xK2/3(x). (112)Èíòåãðàë îò �óíêöèè fQ(x) ïî âñåì x ðàâåí 2π/3

√
3, â 4/3 ðàçà ìåíüøå, ÷åì îò fW. �ðà�èê �óíêöèè fQ(x) òàêæåïðåäñòàâëåí íà òîì æå ðèñ. 25. Òàì æå ïîìåùåíî îòíîøåíèå äâóõ �óíêöèé, ïðåäñòàâëÿþùåå ñòåïåíü ëèíåéíîéïîëÿðèçàöèè ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ â ïîòîêå: p(x) = fQ(x)/fW(x). Â ÷àñòíîñòè, p(0) = 0.5, p(∞) = 1.
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x�èñ. 25. �ðà�èêè �óíêöèé fW(x), fQ(x) è p(x).4. Óñðåäíåíèå ïî ýíåðãèÿì ýëåêòðîíîâ. Çäåñü íàéäåíî èçëó÷åíèå ýëåêòðîíà, äâèæóùåãîñÿ ïî îêðóæíîñòèñ îïðåäåëåííîé ýíåðãèåé. Â ýëåêòðîííîì ãàçå ÷àñòèöû äâèæóòñÿ ïî ðàçíûì òðàåêòîðèÿì, èìåÿ ñîñòàâëÿþùèåñêîðîñòè âäîëü ïîëÿ. Ýòè òðàåêòîðèè � ñïèðàëè. Îáîáùåíèå òåîðèè äëÿ äâèæåíèÿ ïî ñïèðàëè äåëàåòñÿ òåì æåïðèåìîì, ÷òî è âûâîä ïîëíîãî èçëó÷åíèÿ áûñòðîãî çàðÿäà (4.93), òî åñòü ñ ïîìîùüþ ðåëÿòèâèñòñêèõ ñîîáðàæå-íèé (ñì. [11℄).Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè è ïàðàìåòðà Ñòîêñà ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè èçëó÷åíèÿ îäíîãî ýëåêòðîíàñ çàäàííîé ýíåðãèåé è íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïîëþ ýòè âåëè÷èíû íàäî óñðåäíèòü ïî ðàñ-ïðåäåëåíèþ ýëåêòðîíîâ ïî ýíåðãèÿì. �àñïðåäåëåíèÿ áåðóòñÿ â äâóõ âèäàõ. Ýòî ëèáî (òåïëîâîå, ðàâíîâåñíîå)95



íåðåëÿòèâèñòñêîå ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà
dne = ne

2√
π

E1/2

(kBT )3/2
e−E/(kBT )dE , (113)ãäå ne � êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ, dne � ÷èñëî ýëåêòðîíîâ â åäèíèöå îáúåìà ñ ýíåðãèÿìè îò E äî E + dE ,

m = 9.11 ·10−28 ã � ìàññà ýëåêòðîíà, T � òåìïåðàòóðà ýëåêòðîííîãî ãàçà, à kB = 1.38 ·10−16 ýðã/Ê (ýðã=ã ñì2/ñ2,Ê � êåëüâèí, òî åñòü ãðàäóñ ïî øêàëå Êåëüâèíà, íóëü êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò −273◦ ïî øêàëå Öåëüñèÿ) �ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà. Ëèáî ðåëÿòèâèñòñêîå îáîáùåíèå ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ëèáî ýòî ñòåïåííîå ðàñïðåäåëåíèå
dne = neCpEpdE , Em ≤ E ≤ EM, Cp

EM
∫

Em

EpdE = 1. (114)Îáî âñåì ýòîì íàïèñàíî â êíèãå [11℄.5. Ñèíõðîòðîííîå èçëó÷åíèå â ïðèðîäå. Òåîðèÿ ìàãíèòîòîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ è â îñîáåííîñòè ñèíõðîòðîí-íîãî èçëó÷åíèÿ ïîëó÷èëà øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ �èçèêè è â ïåðâóþ î÷åðåäü â àñòðî�èçèêå.Âî ìíîãèõ àñòðî�èçè÷åñêèõ îáúåêòàõ èìåþòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèå ýëåêòðîíû è ìàãíèòíîå ïîëå, òàê ÷òî íàáëþäà-åòñÿ èçëó÷åíèå, äëÿ èíòåðïðåòàöèè êîòîðîãî è îïðåäåëåíèÿ �èçè÷åñêèõ óñëîâèé â òàêèõ îáúåêòàõ ïðèâëåêàåòñÿèçëîæåííàÿ òåîðèÿ.Ïðèìåðîì òàêèõ îáúåêòîâ ÿâëÿþòñÿ âûáðîñû èç àêòèâíûõ ÿäåð ãàëàêòèê (Àß�). Â öåíòðå ãàëàêòèê, êàêïðàâèëî, íàõîäèòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ÷åðíàÿ äûðà, òî åñòü îáðàçîâàíèå î÷åíü áîëüøîé ìàññû è ñðàâíèòåëü-íî ìàëîãî ðàçìåðà. Â íàøåé �àëàêòèêå (Ìëå÷íûé Ïóòü) ÷åðíàÿ äûðà îáëàäàåò ìàññîé îêîëî 105 M⊙ (ìàññÑîëíöà). Â äðóãèõ ãàëàêòèêàõ ìàññû öåíòðàëüíûõ ÷åðíûõ äûð äîõîäÿò äî 1010 ÷ 1011 M⊙. Òàêèå ìàññèâíûåîáðàçîâàíèÿ ïðèòÿãèâàþò ê ñåáå çâåçäû, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ îáðàùàþòñÿ âîêðóã ÷åðíîé äûðû, êàê ïëàíåòûâîêðóã Ñîëíöà. Äðóãèå çâåçäû ïàäàþò íà íåå, óâåëè÷èâàÿ åå ìàññó. Ïàäàåò íà ÷åðíóþ äûðó è äðóãîå âåùåñòâî:ãàç è ïûëü. Âñå ýòî ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ âîêðóã ÷åðíîé äûðû îáîëî÷êè, â êîòîðîé ïðîèñõîäÿò ìîùíûåïðîöåññû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ðàçëè÷íûìè âèäàìè ìàòåðèè. Â ÷àñòíîñòè, ýòè ïðîöåññû ïðèâîäÿò ê îáðà-çîâàíèþ âûáðîñîâ èëè ñòðóé (äæåòîâ), ñîñòîÿùèõ èç îòäåëüíûõ ñãóñòêîâ. Â ñãóñòêàõ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè÷àñòèöû óñêîðÿþòñÿ äî óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ýíåðãèé. Â íèõ òàêæå èìååòñÿ íå î÷åíü ñèëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå.Â ðåçóëüòàòå ýëåêòðîíû èñïóñêàþò ñèíõðîòðîííîå èçëó÷åíèå, êîòîðîå íàáëþäàåòñÿ â îïòè÷åñêîì, èí�ðàêðàñ-íîì, óëüòðà�èîëåòîâîì, ðåíòãåíîâñêîì è ðàäèî äèàïàçîíàõ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ. Òàêèå íàáëþäåíèÿïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü âåùåñòâî â íåîáû÷íûõ �èçè÷åñêèõ óñëîâèÿõ, íåäîñòèæèìûõ â ëàáîðàòîðèÿõ, à òàêæåïîñòèãàòü ïðèðîäó àêòèâíîñòè ãàëàêòèê.Äðóãèì ïðèìåðîì îáúåêòîâ, èñïóñêàþùèõ ñèíõðîòðîííîå èçëó÷åíèå, ÿâëÿþòñÿ âñïûøêè ñâåðõíîâûõ çâåçä,íàçâàíèå êîòîðûõ îòðàæàåò èõ âíåçàïíîå ïîÿâëåíèå íà íåáå è ìîùíîñòü ñîïðîâîæäàþùèõ âñïûøêó ïðîöåññîâ.Ïîñëå âñïûøêè ÷àñòü âåùåñòâà çâåçäû óëåòàåò îò íåå, îáðàçóÿ ñâåòÿùóþñÿ îáîëî÷êó, êîòîðàÿ è äàåò ìîùíîå âè-äèìîå èçëó÷åíèå, êîòîðîå ïðîäîëæàåòñÿ íåäåëè è ìåñÿöû. Äðóãàÿ ÷àñòü èñõîäíîé çâåçäû êîëëàïñèðóåò, òî åñòüñæèìàåòñÿ äî çíà÷èòåëüíî ìåíüøåãî ðàçìåðà, ÷åì ðàçìåð îáû÷íîé çâåçäû, ïðåâðàùàÿñü â íåéòðîííóþ çâåçäóèëè ÷åðíóþ äûðó. �àäèóñ íåéòðîííîé çâåçäû îêîëî 10 êì èëè 106 ñì. �àçìåðû îáû÷íûõ çâåçä, à òèïè÷íîéçâåçäîé ÿâëÿåòñÿ íàøå Ñîëíöå, ðàäèóñ êîòîðîãî 7 · 1010 ñì, çíà÷èòåëüíî áîëüøå. Îáðàçîâàâøàÿñÿ íåéòðîííàÿçâåçäà âðàùàåòñÿ î÷åíü áûñòðî, òàê êàê ñîõðàíÿåòñÿ ìîìåíò âðàùåíèÿ. Óñèëèâàåòñÿ ïðè ñæàòèè è ìàãíèòíîå ïî-ëå. Íåéòðîííàÿ çâåçäà èñïóñêàåò ðàäèî è îïòè÷åñêèå ñèãíàëû ñ ïåðèîäîì ñâîåãî âðàùåíèÿ (ñåêóíäû è ìåíüøå),ÿâëÿÿñü ïóëüñàðîì. Îäíîâðåìåííî îíà èçâåðãàåò ïîòîêè ðåëÿòèâèñòñêèõ ýëåêòðîíîâ è ïîääåðæèâàåò ìàãíèòíîåïîëå, â êîòîðîì ýëåêòðîíû èñïóñêàþò ñèíõðîòðîííîå èçëó÷åíèå. Âñÿ îáîëî÷êà íåéòðîííîé çâåçäû äîëãîå âðåìÿñâåòèòñÿ êàê â ðàäèî, òàê è äðóãèõ äèàïàçîíàõ. Äåéñòâèå ìåõàíèçìà ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ äîêàçûâàåòñÿõàðàêòåðîì ñïåêòðà, à òàêæå ñèëüíîé ïîëÿðèçàöèåé ýòîãî èçëó÷åíèÿ.Òàê íàïðèìåð, ñâåðõíîâàÿ çâåçäà, âñïûõíóâøàÿ â 1054 ãîäó, ÷òî çà�èêñèðîâàíî â êèòàéñêèõ õðîíèêàõ, ïî-ðîäèëà íåéòðîííóþ çâåçäó ñî ñâîéñòâàìè, îïèñàííûìè âûøå. Ñåé÷àñ îíà ÿâëÿåòñÿ ïóëüñàðîì ñ ïåðèîäîì îêîëîîäíîé ñåêóíäû. Âîêðóã íåéòðîííîé çâåçäû îáðàçîâàëàñü òóìàííîñòü, êîòîðàÿ â îïòè÷åñêîì ñâåòå âûãëÿäèòêàê àìîð�íîå, ïîõîæåå íà êðóã îáðàçîâàíèå, ÷òî äàëî åé íàçâàíèå Êðàáîâèäíàÿ òóìàííîñòü. Ñèíõðîòðîííóþïðèðîäó ñâå÷åíèÿ òóìàííîñòè óñòàíîâèëè È.Ñ.Øêëîâñêèé ïî åå ñïåêòðó è Â.À.Äîìáðîâñêèé, îáíàðóæèâøèéïîëÿðèçàöèþ åå èçëó÷åíèÿ.
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�ëàâà 6. Âîëíû â íåîäíîðîäíûõ è äèñïåðãèðóþùèõ ñðåäàõ� 1. Óðàâíåíèÿ äëÿ íàïðÿæåííîñòåé1. Íåîäíîðîäíûé äèýëåêòðèê. Ïóñòü âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â íåîäíîðîäíîì íåìàãíèòíîì äèýëåêòðèêå. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü µ = 1, à äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ε = ε(~r). Âñÿ íåîäíîðîäíîñòüçàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå.Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, îïðåäåëÿþùèå âîëíû ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ, çàïèñûâàþòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê èäëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû. Ïîâòîðèì èõ:
div ~B = 0, rot ~E = −1

c

∂ ~B

∂t
, div ~D = 0, rot ~H =

1

c

∂ ~D

∂t
. (1)Ìàòåðèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ

~D(~r, t) = ε(~r) ~E(~r, t), ~B = ~H. (2)2. Óðàâíåíèÿ äëÿ íàïðÿæåííîñòåé. Â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîé ñðåäû ïîòåíöèàëû íå ââîäÿòñÿ, òàê ÷òî âîëíîâûåóðàâíåíèÿ âûâîäÿòñÿ íåïîñðåäñòâåííî äëÿ ñàìèõ íàïðÿæåííîñòåé.Èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ â (1) è ïåðâîãî â (2) íàõîäèì ïî ïðàâèëó äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ
div ~D = div(ε ~E) = grad ε · ~E + ε div ~E = 0, div ~E = −1

ε
grad ε · ~E. (3)Äàëåå, áåðåì ðîòîð îò ðîòîðà âî âòîðîì óðàâíåíèè ñ ó÷åòîì ÷åòâåðòîãî â (1)

rot rot ~E = graddiv ~E −△ ~E = −1

c

∂

∂t
rot ~H = −ε(~r)

c2
∂2 ~E

∂t2
. (4)Êàê è â îäíîðîäíîì ñëó÷àå, ââîäèòñÿ ñêîðîñòü

c
√

ε(~r)
= v(~r), (5)íî çäåñü ýòà ñêîðîñòü çàâèñèò îò êîîðäèíàò, òàê ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ëîêàëüíóþ ñêîðîñòü ñâåòà.Çàìåíèâ â (4) äèâåðãåíöèþ íàïðÿæåííîñòè ñîãëàñíî (3), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

1

v2(~r)

∂2 ~E

∂t2
−△ ~E − grad( ~E · grad ln ε) = 0. (6)Àíàëîãè÷íîé âûêëàäêîé íàõîäèòñÿ óðàâíåíèå äëÿ ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè:

rot rot ~H = graddiv ~H −△ ~H = −△ ~H =
1

c

∂

∂t
rot ~D =

∂

∂t
rot(ε ~E) =

1

c

∂

∂t
(grad ε× ~E + ε rot ~E) =

=
1

c
grad ε× ∂ ~E

∂t
− ε

c2
∂2 ~H

∂t
=

1

ε
grad ε× rot ~H − ε

c2
∂2 ~H

∂t
, (7)ñ ðåçóëüòàòîì

1

v2(~r)

∂2 ~H

∂t2
−△ ~H − grad ln ε× rot ~H = 0. (8)Òàêèì îáðàçîì, îáå íàïðÿæåííîñòè óäîâëåòâîðÿþò îòäåëüíûì îäíîðîäíûì óðàâíåíèÿì, íî ïî ñðàâíåíèþñ âîëíîâûìè ýòè óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå, â êîòîðûå âõîäèò ãðàäèåíò ëîãàðè�ìà äè-ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè, è êðîìå òîãî, êîý��èöèåíò ïðè âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè çàâèñèò îòêîîðäèíàò.3. Ìîíîõðîìàòè÷åñêèå âîëíû. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé äëÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ìîíîõðîìàòè÷åñêèõâîëí íàäî â óðàâíåíèÿõ (1), à çàòåì â (6) è (8) çàìåíèòü ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè íà −iω. Ïîëó÷èì èç (1)èñõîäíûå óðàâíåíèÿ

div ~H = 0, rot ~E =
iω

c
~H, div ~E = − grad ln ε · ~E, rot ~H = − iω

c
ε ~E, (9)à èç (6) è (8) îêîí÷àòåëüíûå óðàâíåíèÿ

[−△− k2(~r)] ~E − grad( ~E · grad ln ε) = 0, [−△− k2(~r)] ~H − grad ln ε× rot ~H = 0. (10)Çäåñü k(~r) = ω/v(~r).Äîñòàòî÷íî íàéòè îäíó èç àìïëèòóä, âòîðàÿ íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (9).97



� 2. �åîìåòðè÷åñêàÿ îïòèêà1. Ïðèáëèæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè. Ýòî ïðèáëèæåíèå ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ñëàáî íåîäíîðîäíûõ ñðåä èâîëí ìàëûõ äëèí, çíà÷èòåëüíî ìåíüøèõ ðàçìåðîâ òîé îáëàñòè, ãäå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ. Â òàêîì ñëó÷àåìîæíî ïðåíåáðå÷ü èçìåíåíèåì ln ε è îòáðîñèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå â óðàâíåíèÿõ. Òîãäà îêàæåòñÿ, ÷òîóðàâíåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò îáåèõ íàïðÿæåííîñòåé ñîâïàäàþò è èìåþò âèä
1

v2(~r)

∂2u

∂t2
−△u = 0. (11)Â ñëó÷àå ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû âñå êîìïîíåíòû ïðîïîðöèîíàëüíû e−iωt, òàê ÷òî óðàâíåíèÿ äëÿ íèõ

−k2(~r)u−△u = 0. (12)Ïðè ýòîì k(~r) ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ �óíêöèÿ, à ïðîèçâåäåíèå ωt = 2πvt/λ âåëèêî ââèäó ìàëîñòè äëèíû âîëíû
λ(~r) = 2πv(~r)/ω, òàê ÷òî óðàâíåíèÿ (11) è (12) ìîæíî åùå óïðîñòèòü.2. Óðàâíåíèå ýéêîíàëà. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11) â âèäå

u = eiψ(~r,t), (13)ãäå ñîãëàñíî ñêàçàííîìó â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ψ ≫ 1. Âû÷èñëÿåì ïðîèçâîäíûå:
∂u

∂t
= ui

∂ψ

∂t
,

∂2u

∂t2
= −u

(

∂ψ

∂t

)2

+ iu
∂2ψ

∂t2
,

~∇u = ui~∇ψ, △u = ~∇2u = −u(~∇ψ)2 + iu△ψ. (14)Â ïåðâûå ñëàãàåìûå âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ψ âõîäèò â êâàäðàòå, à âî âòîðûå � â ïåðâîé ñòåïåíè. Òàê êàêýòà âåëè÷èíà ïðåäïîëàãàåòñÿ áîëüøîé, òî âòîðûìè ñëàãàåìûìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûìè, òîåñòü ïðèíÿòü, ÷òî
∂2u

∂t2
= −u

(

∂ψ

∂t

)2

, △u = −u(~∇ψ)2. (15)Óðàâíåíèå (11) â òàêîì ïðèáëèæåíèè ïåðåéäåò â
1

v2(~r)

(

∂ψ

∂t

)2

− (~∇ψ)2 = 0. (16)Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ýéêîíàëà, à åãî ðåøåíèå � �óíêöèÿ ψ(~r, t) � ýéêîíàëîì. Âîòëè÷èå îò èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà, óðàâíåíèå ýéêîíàëà ÿâëÿåòñÿóðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà, õîòÿ è íåëèíåéíûì. Êàê èçâåñòíî, âñÿêîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåð-âîãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ïîääàþòñÿðåøåíèþ çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ÷åì óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.3. Ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà. Â ñëó÷àå ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí ýéêîíàë ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ψ = −ωt+ ω

c
Ψ(~r). (17)Óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè Ψ(~r) ïîëó÷èòñÿ òàêèì:

(~∇Ψ)2 = n2(~r). (18)Îòíîøåíèå
n(~r) =

√

ε(~r) =
c

v(~r)
(19)ïîêàçûâàåò, âî ñêîëüêî ðàç ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå áîëüøå ñêîðîñòè ñâåòà â äàííîì ìåñòå ñðåäû, è íàçûâàåòñÿïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû.4. Ìåòîä ðåøåíèÿ. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, âñÿêîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñâîäèòñÿê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ åãî õàðàêòåðèñòèê. Óðàâíåíèå (18) ìîæíî ñâåñòèê äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ìåòîäîì �óíêöèè �àìèëüòîíà. Çàäàäèì ýòó �óíêöèþ â âèäå

H(~r, ~p) = p2 − n2(~r), (20)98



ãäå ~p � íå èìïóëüñ, à âåêòîð èç òðåõ ïðîèçâîäíûõ (ÿâíî óêàçàíî, ÷òî ãðàäèåíò áåðåòñÿ ïî êîîðäèíàòàì)
~p = ~∇~rΨ. (21)Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ H íå çàâèñèò ÿâíî íè îò âðåìåíè, íè îò èñêîìîé �óíêöèè Ψ, óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèêçàïèøóòñÿ â âèäå ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû

d~r

dt
= ~∇~pH = 2~p,

d~p

dt
= −~∇~rH = 2n(~r)~∇~rn(~r) (22)èëè

dx

px
=

dy

py
=

dz

pz
,

dpx

nn′
x

=
dpy

nn′
y

=
dpz

nn′
z

. (23)5. Ëó÷è. Ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû (13) â ñëó÷àå ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû
−ωt+ ω

c
Ψ(~r) =

ω

c
Ψ0 (24)â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàåò íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ çíà÷åíèÿ ýéêîíàëà

Ψ(~r) = Ψ0 + ct. (25)Ïåðïåíäèêóëÿðíûå ê òàêîé ïîâåðõíîñòè íàïðàâëåíèÿ (íîðìàëè) îòðàæàþò ïåðåìåùåíèÿ ïîñòîÿííîé �àçû, òîåñòü ìîãóò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ëó÷è. Ëó÷è � ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, êðèâûå ëèíèè, êàñàòåëüíûå ê êîòîðûìâ êàæäîé èõ òî÷êå ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Òàêèì îáðàçîì, ëó÷è çàäàþò ïîëå íà-ïðàâëåíèé, îïðåäåëÿåìûõ âåêòîðàìè gradΨ(~r) = ~p. Ïåðâîå óðàâíåíèå â (23) è îïðåäåëÿåò ñîâîêóïíîñòü ëó÷åé.Ïîýòîìó ãåîìåòðè÷åñêàÿ îïòèêà íàçûâàåòñÿ òàêæå ëó÷åâîé.6. ×àñòíûå ñëó÷àè. �àññìîòðèì ïðîñòåéøèå ñëó÷àè çàâèñèìîñòè ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ îò êîîðäèíàò.1) Îäíîðîäíàÿ ñðåäà. Åñëè n ïîñòîÿííî, òî ìîæíî ïîëîæèòü px = p0
x, py = p0

y. Òîãäà
Ψ = p0

xx+ p0
yy + p0

zz + Ψ0, (p0
x)

2 + (p0
y)

2 + (p0
z)

2 = n2. (26)2) Îäíîìåðíàÿ íåîäíîðîäíîñòü. Îäíîìåðíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî íåîäíîðîäíîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî âäîëü íåêî-òîðîé ïðÿìîé. Ïóñòü ýòà ïðÿìàÿ � îñü àïïëèêàò, òî åñòü n(~r) = n(z) =
√

ε(z). Çäåñü ïðèìåíèì äðóãîé ìåòîäðåøåíèÿ.�åøåíèå óðàâíåíèÿ (18) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìîæíî èñêàòü â âèäå
Ψ(~r) = Ψx(x) + Ψy(y) + Ψz(z). (27)Ïîäñòàâèâ ýòó �îðìóëó â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

[Ψ′
x(x)]

2 + [Ψ′
y(y)]

2 + [Ψ′
z(z)]

2 = n2(z). (28)Îáû÷íîå ðàññóæäåíèå î çàâèñèìîñòè îò âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå ïåðåìåííûõ ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ
Ψ′

x(x) = α, Ψ′
y(y) = β, Ψx(x) = αx, Ψy(y) = βy. (29)Óðàâíåíèå (28) ïåðåõîäèò â

α2 + β2 + [Ψ′
z(z)]

2 = n2(z), Ψ′
z(z) = ±

√

n2(z) − α2 − β2, (30)è èìååò ðåøåíèå
Ψz(z) = ±

∫

√

n2(z) − α2 − β2dz. (31)Â öåëîì
Ψ(~r) = αx+ βy ±

∫

√

n2(z) − α2 − β2dz. (32)Ïîâåðõíîñòè, îïèñûâàåìûå óðàâíåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîñòîÿííîé �àçû âîëíû
Ψ(~r) = αx+ βy ±

∫

√

n2(z) − α2 − β2dz = Ψ0 + ct, (33)99



èìåþò âèä èñêàæåííûõ ïëîñêîñòåé. Ëó÷è, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ïîâåðõíîñòÿì, îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè,èìåþùèìè âèä (23):
dx

α
=

dy

β
= ± dz

√

n2(z) − α2 − β2
. (34)Èõ ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü:

x

α
=
y

β
+ C1 = ±

∫

dz
√

n2(z) − α2 − β2
+ C2. (35)Äâà ïàðàìåòðà îïèñûâàþò äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êðèâûõ-ëó÷åé.3) Ñ�åðè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ. Åñëè n(~r) = n(r), òî

~∇n(r) = n′(r)
~r

r
. (36)Ñèñòåìà (23) ñâîäèòñÿ ê

dx

px
=

dy

py
=

dz

pz
,

dpx

x
=

dpy

y
=

dpz

z
. (37)�åøåíèå åñòåñòâåííî èñêàòü â âèäå

Ψ = Ψ(r), ~∇Ψ(r) = Ψ′(r)
~r

r
, (38)òàê ÷òî

Ψ′(r) = ±n(r), Ψ(r) = ±
∫

n(r)dr. (39)7. Ïðèìåíåíèå ïðèáëèæåíèÿ. Ëó÷åâîå ïðèáëèæåíèå, íå ïðèíèìàþùåå âî âíèìàíèå âîëíîâûå ñâîéñòâà ýëåê-òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðàñ÷åòå ìíîãèõ îïòè÷åñêèõ ñèñòåì, íàïðèìåð, òåëåñêîïîâ. Õàðàêòåðíûéðàçìåð òåëåñêîïà � ýòî äåöèìåòðû (ìàëûå òåëåñêîïû) è ìåòðû. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîñòðîåíî íåñêîëüêî òå-ëåñêîïîâ ñ äèàìåòðîì çåðêàëà 8-10 ìåòðîâ. Èäåò ïîäãîòîâêà ê ñîîðóæåíèþ òåëåñêîïà ñ äèàìåòðîì çåðêàëà â100 ìåòðîâ. Ýòè òåëåñêîïû óñòàíàâëèâàþòñÿ íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè è ïðèíèìàþò èçëó÷åíèå â îïòè÷åñêîì èèí�ðàêðàñíîì äèàïàçîíàõ, äëèíà âîëíû â êîòîðûõ èìååò ïîðÿäîê îò 10−5 äî 10−3 ñì, ÷òî çíà÷èòåëüíî ìåíüøåãàáàðèòîâ äàæå ìàëûõ òåëåñêîïîâ. Ïîýòîìó îïòè÷åñêèå ñâîéñòâà òåëåñêîïîâ, êîíå÷íî, ðàññ÷èòûâàþòñÿ â ïðè-áëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè. Âîëíîâûå æå õàðàêòåðèñòèêè, òàêèå êàê õðîìàòè÷åñêàÿ àáåððàöèÿ, ðàçìåðäè�ðàêöèîííîãî èçîáðàæåíèÿ òî÷êè è ò. ï., íàõîäÿòñÿ êàê ïîïðàâêè ê ãåîìåòðè÷åñêîìó ðàñ÷åòó.� 3. E- è H-âîëíû1. Òî÷íîå ðàññìîòðåíèå. Òåïåðü èçó÷èì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé � 1 áåç ïðèáëèæåíèé. Íåîäíîðîäíîñòü áóäåìñ÷èòàòü îäíîìåðíîé, òî åñòü ε(~r) = ε(z), òàê ÷òî
grad ε = (0, 0, ε′(z)). (40)Ýòîò ãðàäèåíò ïîäñòàâèì â óðàâíåíèÿ äëÿ íàïðÿæåííîñòåé è ïîïðîáóåì èõ ðåøèòü.2. E-âîëíû. Íà÷íåì ñ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (10). Èùåì ÷àñòíîå ðåøåíèå, ïðè êîòîðîì âîëíà èäåò âäîëü îñè x,à íàïðÿæåííîñòü ~E ïåðïåíäèêóëÿðíà íàïðàâëåíèÿì ðàñïðîñòðàíåíèÿ è íåîäíîðîäíîñòè, òî åñòü îñÿì x è z, êàêâ îäíîðîäíîé ñðåäå:
~E = E(z)(0, 1, 0)eiæx. (41)Âñå âëèÿíèå íåîäíîðîäíîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò z àìïëèòóäû âîëíû. Â òàêîì ñëó÷àå ïîñëåäíååñëàãàåìîå â óðàâíåíèè àííóëèðóåòñÿ è àìïëèòóäà ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ

E′′(z) + f(z)E(z) = 0, f(z) = k2(z) − æ2. (42)Êàê ãîâîðèëîñü âûøå, äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ âòîðûì óðàâíå-íèåì â (9):
iω

c
~H = rot ~E = (−E′(z), 0, iæE(z))eiæx. (43)Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìàãíèòíàÿ íàïðÿæåííîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà ýëåêòðè÷åñêîé, íî èìååò ñîñòàâëÿþùóþ ïî íà-ïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, òî åñòü íàðÿäó ñ ïîïåðå÷íîé òàêæå è ïðîäîëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ.100



3. H-âîëíû. Òåïåðü èùåì âîëíó ñ ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèÿì âîëíû èíåîäíîðîäíîñòè:
~H = H(z)(0, 1, 0)eiæx. (44)Òîãäà àíàëîãè÷íî (43)

rot ~H = (−H ′(z), 0, iæH(z))eiæx (45)è, ñëåäîâàòåëüíî,
grad ln ε× rot ~H = (0,−ε′H ′/ε, 0)eiæx. (46)Óðàâíåíèå äëÿ àìïëèòóäû H(z) ïîëó÷àåòñÿ áîëåå ñëîæíûì, ÷åì (42):
H ′′(z) + f(z)H(z) − ε′(z)

ε(z)
H ′(z) = 0. (47)Îäíàêî ýòî óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê òîìó æå âèäó, ÷òî è (42), ââåäåíèåì íîâîé �óíêöèè:

H = ε1/2w, H ′ =
1

2
ε−1/2ε′w + ε1/2w′, H ′′ = −1

4
ε−3/2(ε′)2w +

1

2
ε−1/2ε′′w + ε−1/2ε′w′ + ε1/2w′′, (48)äëÿ êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

w′′ + g(z)w = 0, g(z) = f(z) +
1

2

ε′′

ε
− 3

4

(

ε′

ε

)2

. (49)Ýëåêòðè÷åñêàÿ íàïðÿæåííîñòü íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ
iω

c
ε(z) ~E = − rot ~H. (50)Ïîñêîëüêó ðîòîð ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè óæå íàéäåí, âèäíî, ÷òî òåïåðü ýëåêòðè÷åñêàÿ íàïðÿæåííîñòü èìååòïðîäîëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ.Ïîÿâëåíèå ïðîäîëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ íàïðÿæåííîñòåé â âîëíå, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â íåîäíîðîäíîé ñðå-äå, ñèëüíî îòëè÷àåò íåîäíîðîäíûå ñðåäû îò îäíîðîäíûõ, â ÷àñòíîñòè, îò ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõïðîäîëüíûå êîìïîíåíòû âîëí íåâîçìîæíû.4. Ñëàáàÿ íåîäíîðîäíîñòü. Ïðèìåíèì ê óðàâíåíèÿì (42) è (49) ïðèáëèæåííûé ìåòîä ÂÊÁ, îïèñàííûé âïðåäûäóùåé ãëàâå. Äëÿ âîçìîæíîñòè åãî ïðèìåíåíèÿ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû �óíêöèè f(z) è g(z) íå ñèëüíî èçìåíÿ-ëèñü â îáëàñòè èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà z. Ìàñøòàá èçìåíåíèÿ � áîëüøàÿ äëèíà s.Ïîâòîðèì çäåñü ñõåìó ïðèáëèæåíèÿ â óïðîùåííîì âàðèàíòå. �åøåíèå óðàâíåíèÿ (42) èùåòñÿ â âèäå

E(z) = eiψ0(z)−ψ1(z). (51)Íóëåâûì ïðèáëèæåíèåì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå ýéêîíàëà, òî åñòü ãåîìåòðè÷åñêàÿ îïòèêà,
(

dψ0

dz

)2

= f(z), ψ0(z) = ±
∫

f1/2(z)dz, (52)à ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ó÷èòûâàåò âîëíîâûå ñâîéñòâà
−2

dψ0

dz

dψ1

dz
+

d2ψ0

dz2
= 0, ψ1(z) =

1

4
ln f(z). (53)Òîãäà îáùåå ðåøåíèå â ýòîì ïðèáëèæåíèè

E(z) = f−1/4(z)

[

C+ exp

(

i

∫

f1/2(z)dz

)

+ C− exp

(

−i
∫

f1/2(z)dz

)]

. (54)5. Óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè. Íåðàâåíñòâó (5.77), âûðàæàþùåìó óñëîâèå ñïðàâåäëèâîñòè ïðèáëèæåíèÿ, ïðè-ìåíèòåëüíî ê âîëíàì â íåîäíîðîäíîé ñðåäå ìîæíî ïðèäàòü �èçè÷åñêèé ñìûñë. Èìåííî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ(42) 1/
√

f(z) ∼ 1/k(z) = 1/λ�(z), λ� = λ/(2π), òàê ÷òî óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
∣

∣

∣

∣

dλ�(z)
dz

∣

∣

∣

∣

≪ 1, (55)101



òî åñòü ëîêàëüíàÿ äëèíà âîëíû (äåëåííàÿ íà 2π) äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî ìåäëåííîé �óíêöèåé àðãóìåíòà z.Òàê êàê f ∼ k2 = εω/c, à λ� = 1/k = v/ω = c/(ω
√
ε), òî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ (77) è (55) îáåñïå÷èâàåòñÿ, åñëèìåäëåííî èçìåíÿåòñÿ ñ z äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ε.Ïîêàæåì, ÷òî ýòî óñëîâèå ãîäèòñÿ è äëÿ óðàâíåíèÿ (49), â êîòîðîì �óíêöèÿ g îïðåäåëåíà áîëåå ñëîæíî.Îäíàêî ñëàãàåìûå, äîáàâëÿåìûå ê �óíêöèè f ñîäåðæàò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ îò ε è êâàäðàò ïåðâîé ïðîèçâîäíîé.Îáà îíè ïîýòîìó èìåþò ïîðÿäîê 1/s2 è íå ìåøàþò ïðèìåíåíèþ ìåòîäà.Ïðèáëèæåíèå ÂÊÁ øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ íå òîëüêî â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ, íî è ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèõ âîïðî-ñàõ, â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè ñïåöèàëüíûõ �óíêöèé. Ñ îäíèì èç òàêèõ ïðèìåíåíèé ìû ïîçíàêîìèëèñü ïðè âûâîäåàñèìïòîòèêè áåññåëåâîé �óíêöèè.Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå (77) íå âûïîëíÿåòñÿ â òî÷êàõ, ãäå �óíêöèÿ f(z) îáðàùàåòñÿ â íóëü, è â èõ îêðåñòíî-ñòÿõ. Îêîëî òàêèõ òî÷åê ïðèìåíÿåòñÿ óòî÷íåíèå ðåøåíèÿ ÂÊÁ, êîòîðûì ìû òàêæå âîñïîëüçîâàëèñü ïðè âûâîäå�îðìóë Ëàíãåðà. � 4. Äèñïåðãèðóþùèå ñðåäû1.Ìàòåðèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ áûñòðîïåðåìåííûõ ïðîöåññîâ.Ïðîñòåéøèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó èíäóêöèÿìèè íàïðÿæåííîñòÿìè, ïðèìåíÿâøèåñÿ íàìè äî ñèõ ïîð, âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî ñâÿçü ìåæäóýòèìè âåëè÷èíàìè ëîêàëüíà è ìãíîâåííà. Îäíàêî, ÷àñòî ýòè òðåáîâàíèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ. Äåéñòâóþùàÿ íàâåùåñòâî íàïðÿæåííîñòü âûçûâàåò êàêèå-òî èçìåíåíèÿ â ýòîì âåùåñòâå. Òðåáóåòñÿ íåêîòîðîå âðåìÿ äëÿ òîãî,÷òîáû âåùåñòâî ïðèøëî ê íåêîòîðîìó ðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ è äàëî îòêëèê â âèäå ñîçäàíèÿ îïðåäåëåííîéâåëè÷èíû çàðÿäîâ è òîêîâ ïîëÿðèçàöèè èëè íàìàãíè÷åíèÿ è òåì ñàìûì âåêòîðîâ èíäóêöèè. Òàêîå âîçäåéñòâèåìîæåò ïðîèñõîäèòü è íåëîêàëüíî, òî åñòü íà îáðàçîâàíèå èíäóêöèè ìîãóò âîçäåéñòâîâàòü è íàïðÿæåííîñòè âñîñåäíèõ òî÷êàõ. Îáà ý��åêòà íàçûâàþòñÿ äèñïåðñèåé, âðåìåíí�îé è ïðîñòðàíñòâåííîé. Áîëåå âàæíà ïåðâàÿ èçíèõ.�àññìîòðèì óêàçàííóþ ñèòóàöèþ íà ïðèìåðå ýëåêòðè÷åñêèõ âåëè÷èí è íåìãíîâåííîñòè ñâÿçè. Äëÿ ïðîñòîòûâ ïîñëåäóþùèõ �îðìóëàõ îïóñòèì çàâèñèìîñòü ýòèõ âåëè÷èí îò êîîðäèíàò, õîòÿ áóäåì åå ïîäðàçóìåâàòü.Åñëè îáû÷íîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèåé è íàïðÿæåííîñòüþ ~D = ε0 ~E íå ñïðàâåäëèâî, òîåãî îáîáùåíèå íà íåìãíîâåííîñòü ñâÿçè ñëåäóåò çàïèñàòü â âèäå

~D(t) =

t
∫

−∞

ε(t− t′) ~E(t′)dt′. (56)Ïðè íàïèñàíèè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íåÿâíî ó÷òåíî íåñêîëüêî îáñòîÿòåëüñòâ.Âî-ïåðâûõ, ε(t − t′) � �óíêöèÿ âëèÿíèÿ èëè îòêëèêà. Îíà ïîêàçûâàåò, êàêîé âêëàä íàïðÿæåííîñòü, äåé-ñòâîâàâøàÿ â ìîìåíò t′, äàñò â èíäóêöèþ â ìîìåíò t. Òîò �àêò, ÷òî ýòà �óíêöèÿ çàâèñèò íå îò êàæäîãî èçìîìåíòîâ t è t′ îòäåëüíî, à òîëüêî îò èõ ðàçíîñòè, ãîâîðèò, ÷òî ñâîéñòâà ñðåäû (âåùåñòâà) íå èçìåíÿþòñÿ çàâðåìÿ íàáëþäåíèÿ, âàæíû íå ìîìåíòû íà÷àëà è êîíöà âîçäåéñòâèÿ, à òîëüêî ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó íèìè,òî åñòü ñâîéñòâà ñðåäû íå èçìåíÿþòñÿ, ñðåäà ñòàöèîíàðíà.Âî-âòîðûõ, èíòåãðàë â (56) áåðåòñÿ òîëüêî äî ìîìåíòà t, ÷òî âûðàæàåò òàê íàçûâàåìûé ïðèíöèï ïðè÷èííî-ñòè. Îí ãëàñèò, ÷òî íà ëþáîå ÿâëåíèå ìîæåò îêàçûâàòü âëèÿíèå òîëüêî òàêîå äðóãîå ÿâëåíèå, êîòîðîå ïðîèñõî-äèëî íå ïîçæå ïåðâîãî, òî åñòü ïðè÷èíà íå ìîæåò áûòü ïîçæå ñëåäñòâèÿ, áóäóùåå íå âëèÿåò íà íàñòîÿùåå è òåìáîëåå íà ïðîøëîå.Â-òðåòüèõ, ñðåäà ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîðîäíîé, òî åñòü �óíêöèÿ ε íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò, õîòÿ ýòî ïðåäïî-ëîæåíèå íå ñòîëü ñóùåñòâåííî.Ñîîòíîøåíèå (56) ìîæåò ïåðåõîäèòü â îáû÷íîå ìàòåðèàëüíîå óðàâíåíèå â äâóõ ñëó÷àÿõ.1) Åñëè ε(t) = ε0δ(t), ýòî ìãíîâåííîå âîçäåéñòâèå, òî åñòü äèñïåðñèÿ îòñóòñòâóåò.2) Åñëè íàïðÿæåííîñòü ~E ñëàáî çàâèñèò îò âðåìåíè. Òîãäà åå ìîæíî âûíåñòè èç-ïîä çíàêà èíòåãðàëà è
~D(t) = ε0 ~E(t), ε0 =

∞
∫

0

ε(t)dt. (57)Ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà âûïîëíÿåòñÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ è ε0 � ýòî îáû÷íàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü.2. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (56) èìååò âèä ñâåðòêè �óíêöèé ε(t) è ~E(t). Ïîýòîìóåñòåñòâåííî ïðèìåíèòü ê íåìó ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Îáîçíà÷àÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå òåìè æå áóêâàìè, íî ñàðãóìåíòîì � ïàðàìåòðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ω:
~D(ω) =

∞
∫

−∞

eiωt ~D(t)dt, ~E(ω) =

∞
∫

−∞

eiωt ~E(t)dt, ε(ω) =

∞
∫

0

eiωtε(t)dt, (58)íàõîäèì äëÿ íèõ ñîîòíîøåíèå
~D(ω) = ε(ω) ~E(ω). (59)102



Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ïî âèäó ñîâïàäàåò ñ ïðîñòåéøèì ìàòåðèàëüíûì óðàâíåíèåì. Îäíàêî, âî-ïåðâûõ,îíî óñòàíîâëåíî íå ìåæäó èíäóêöèåé è íàïðÿæåííîñòüþ, à ìåæäó èõ ïðåîáðàçîâàíèÿìèÔóðüå, à âî-âòîðûõ, ε(ω)� ýòî âîâñå íå äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü, à ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå �óíêöèè îòêëèêà. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèåìîæåò áûòü êîìïëåêñíûì.Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ïðè ðåàëüíîé äèñïåðñèè �óíêöèÿ îòêëèêà èìååò ñëàãàåìîå âèäà δ(t). Âûäåëèìýòî ñëàãàåìîå, ïîëîæèâ
ε(t) = δ(t) + ε⋆(t), ε(ω) = 1 + ε⋆(ω), ε⋆(ω) =

∞
∫

0

eiωtε⋆(t)dt. (60)Ïðè ω → ∞ �óíêöèÿ ε⋆(ω) ñòðåìèòñÿ ê 0. Òîãäà
~D(t) = ~E(t) +

t
∫

−∞

ε⋆(t− t′) ~E(t′)dt′, ~D(ω) = [1 + ε⋆(ω)] ~E(ω). (61)Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå èìååò ìåñòî è äëÿ ìàãíèòíûõ âåëè÷èí:
~B(ω) = µ(ω) ~H(ω). (62)� 5. Àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ �óíêöèè îòêëèêà1. Ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò �óíêöèè îòêëèêà áåç äåëüòà-�óíêöèè

ε⋆(ω) =

∞
∫

0

eiωtε⋆(t)dt (63)ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê �óíêöèþ êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà ω. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçó÷èòü ñâîéñòâà ýòîé�óíêöèè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.Ôóíêöèÿ ε⋆(t) äîëæíà áûòü ãëàäêîé è óáûâàþùåé �óíêöèåé âðåìåíè, òàê êàê äàëåêèå ìîìåíòû îò âðåìåíèíàáëþäåíèÿ äîëæíû ïî �èçè÷åñêîìó ñìûñëó ìåíüøå ó÷àñòâîâàòü â ñîçäàíèè ïîëÿðèçàöèè çàðÿäîâ è òåì ñàìûìâ èíäóêöèè, ÷åì áîëåå áëèçêèå. Ïîýòîìó èíòåãðàë (63) äîëæåí ñõîäèòüñÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñ-íîãî àðãóìåíòà ω, òàê êàê îí ñîäåðæèò óáûâàþùóþ ýêñïîíåíòó. Ñõîäèòñÿ îí è íà âåùåñòâåííîé îñè âêëþ÷àÿòî÷êó ω = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè �óíêöèÿ ε⋆(ω) ðåãóëÿðíà. Â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü ýòà�óíêöèÿ ìîæåò áûòü àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåíà, íî òàì ó íåå íåïðåìåííî èìåþòñÿ îñîáûå òî÷êè.Ôóíêöèÿ ε⋆(ω) → 0 ïðè ω → ∞. Äëÿ íåå ìîæíî íàïèñàòü �îðìóëó Êîøè äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ω èçâåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè (Im ω > 0)
ε⋆(ω) =

1

2πi

∞
∫

−∞

ε⋆(ω
′)

dω′

ω′ − ω
. (64)2. Âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè. Ïðè âåùåñòâåííûõ ω ìîæíî ðàçäåëèòü âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòèïðåîáðàçîâàíèÿ:

ε(ω) = εR(ω) + iεI(ω), ε⋆(ω) = εR(ω) − 1 + iεI(ω), (65)ãäå
εR(ω) − 1 =

∞
∫

0

ε⋆(t) cosωtdt, εI(ω) =

∞
∫

0

ε⋆(t) sinωtdt. (66)Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü εR(ω) � ÷åòíàÿ, à ìíèìàÿ εI(ω) � íå÷åòíàÿ �óíêöèè àðãóìåíòà ω. Î÷åâèäíî, ÷òî εI(0) = 0.Ïðåäñòàâèì âåùåñòâåííóþ ÷àñòü êàê ñóììó ñàìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è åãî ñîïðÿæåííîãî:
εR(ω) − 1 =

1

2
[ε⋆(ω) + ε∗⋆(ω)] =

1

2





∞
∫

0

eiωtε⋆(t)dt+

∞
∫

0

e−iωtε⋆(t)dt



 =
1

2

∞
∫

−∞

ε⋆(|t|)eiωtdt. (67)Àíàëîãè÷íî ìíèìóþ ÷àñòü ïðåäñòàâèì ðàçíîñòüþ:
εI(ω) =

1

2i
[ε⋆(ω) − ε∗⋆(ω)] =

1

2i





∞
∫

0

eiωtε⋆(t)dt−
∞
∫

0

e−iωtε⋆(t)dt



 =
1

2i

∞
∫

−∞

ε⋆(|t|) sgn(t)eiωtdt. (68)103



Íàïèñàííûå ðàâåíñòâà ïîçâîëÿþò ñâÿçàòü âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè. Íàïèøåì îáðàùåíèÿ �îðìóë, óìíî-æèâ âòîðóþ èç íèõ íà sgn(t):
ε⋆(|t|) =

1

π

∞
∫

−∞

[εR(ω) − 1]e−iωtdω =
i

π
sgn(t)

∞
∫

−∞

εI(ω)e−iωtdω. (69)Òåïåðü ïîäñòàâèì â �îðìóëû (67) è (68) âûðàæåíèÿ �óíêöèè îòêëèêà ÷åðåç ïðåîáðàçîâàíèå äðóãîé �óíêöèèè ïåðåñòàâèì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ:
εR(ω) − 1 =

1

2

∞
∫

−∞

eiωtdt
i

π
sgn(t)

∞
∫

−∞

εI(ω
′)e−iω

′tdω′ =
i

2π

∞
∫

−∞

εI(ω
′)dω′

∞
∫

−∞

ei(ω−ω
′)t sgn(t)dt, (70)

εI(ω) =
1

2i

∞
∫

−∞

sgn(t)dteiωt
1

π

∞
∫

−∞

[εR(ω′) − 1]e−iω
′tdω′ =

1

2πi

∞
∫

−∞

dω′[εR(ω′) − 1]

∞
∫

−∞

ei(ω−ω
′)t sgn(t)dt. (71)Â îáåèõ �îðìóëàõ âîçíèê îäèíàêîâûé èíòåãðàë, êîòîðûé íàäî âû÷èñëèòü. Ôîðìàëüíî ýòîò èíòåãðàë ðàñõî-äèòñÿ, òàê êàê ïîäèíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó ïðèìåíÿåì îáîáùåí-íûé ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ, ââåäÿ ðåãóëÿðèçóþùèé ìíîæèòåëü è çàìåíèâ ðàçíîñòü ω − ω′ íà ω:

J (ω)=

∞
∫

−∞

eiωt sgn(t)dt= lim
α→+0

∞
∫

−∞

eiωt sgn(t)e−α|t|dt= lim
α→+0





∞
∫

0

e(iω−α)tdt−
∞
∫

0

e−(iω+α)tdt



= lim
α→+0

[

1

α−iω− 1

α+iω

]

.(72)3. Èíòåãðàë òèïà Êîøè. Ïîëó÷èâøèåñÿ äðîáè èíòåðåñíû íå ñàìè ïî ñåáå, à âìåñòå ñ äðóãèìè �óíêöèÿìèïîä èíòåãðàëàìè. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì èíòåãðàë ïðè êîìïëåêñíûõ z
I(z) =

b
∫

a

f(x)
dx

x − z
. (73)Òàêîé èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì òèïà Êîøè. Ýòîò èíòåãðàë ïîõîæ íà èíòåãðàë Êîøè (64), îäíàêî èìå-þòñÿ çíà÷èòåëüíûå îòëè÷èÿ. Âî-ïåðâûõ, âîîáùå ãîâîðÿ, êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ íå îáÿçàòåëüíî çàìêíóòûé (èíå îáÿçàòåëüíî îòðåçîê). Âî-âòîðûõ, �óíêöèÿ f(x) ñîâñåì íå îáÿçàíà áûòü ðåãóëÿðíîé ãäå áû òî íè áûëî.Äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ýòà �óíêöèÿ íà îòðåçêå óäîâëåòâîðÿëà èçâåñòíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà

|f(x′) − f(x)| ≤ A|x′ − x|ν , (74)ãäå A = const, à ν > 0. Òîãäà èíòåãðàë (73) âåçäå ðåãóëÿðåí êðîìå òî÷åê, â êîòîðûõ çíàìåíàòåëü îáðàùàåòñÿâ íóëü, òî åñòü â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå � òî÷åê ïðîìåæóòêà íà âåùåñòâåííîé îñè (a, b), ãäå îí âåòâèòñÿ.×òîáû èçó÷èòü åãî ïîâåäåíèå âáëèçè ëèíèè âåòâëåíèÿ, âíåñåì ìíèìóþ äîáàâêó â çíàìåíàòåëü, òî åñòü âîçüìåì
x ∈ (a, b), α > 0 è ïîëîæèì

I(x + iα) =

b
∫

a

f(x′)
dx′

x′ − x− iα
. (75)Âçÿâ ÷èñëî δ > α > 0, ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë òàê:

I(x + iα) =

x−δ
∫

a

f(x′)
dx′

x′ − x− iα
+

b
∫

x+δ

f(x′)
dx′

x′ − x− iα
+

x+δ
∫

x−δ

f(x′) − f(x)

x′ − x− iα
dx′ + f(x)

x+δ
∫

x−δ

dx′

x′ − x− iα
. (76)Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïðîñòî âû÷èñëÿåòñÿ:

x+δ
∫

x−δ

dx′

x′ − x− iα
= ln(x′ − x− iα)

∣

∣

x+δ

x−δ
= ln

δ − iα

−δ − iα
= ln

e−iψ

eπi+iψ
= −iψ − πi− iψ = −πi− 2iψ, (77)ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå óãëó ψ, çàäàâàåìîìó �óíêöèÿìè

cosψ =
δ√

δ2 + α2
, sinψ =

α√
δ2 + α2

. (78)104



Òåïåðü óñòðåìèì α → 0. Ïåðâûå äâà èíòåãðàëà íå èìåþò îñîáåííîñòåé, ó òðåòüåãî çíàìåíàòåëü îáðàùàåòñÿâ íóëü, íî è ÷èñëèòåëü òîæå îáðàùàåòñÿ â íóëü, òàê ÷òî èíòåãðàë îñòàåòñÿ êîíå÷íûì. Íàêîíåö, ïîñëåäíèéèíòåãðàë âû÷èñëåí è åãî ïðåäåë î÷åâèäåí, òàê êàê ψ → 0 ïðè α→ 0. Âñå âìåñòå äàåò
I(x+ i0) =

x−δ
∫

a

f(x′)
dx′

x′ − x
+

b
∫

x+δ

f(x′)
dx′

x′ − x
+

x+δ
∫

x−δ

f(x′) − f(x)

x′ − x
− πif(x). (79)Íàêîíåö, ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó δ → 0. Èíòåãðàë ïî ìàëîìó ïðîìåæóòêó ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à ïðåäåë ñóììûäâóõ èíòåãðàëîâ íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì çíà÷åíèåì ïî Êîøè. Äåëî â òîì, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñ ïîäèíòå-ãðàëüíîé �óíêöèåé, îáðàùàþùåéñÿ â áåñêîíå÷íîñòü â íåêîòîðîé òî÷êå, îïðåäåëÿåòñÿ òàê, ÷òî ñíà÷àëà áåðåòñÿèíòåãðàë ïî ïðîìåæóòêó, íå âêëþ÷àþùåìó îñîáóþ òî÷êó, à çàòåì ïðîèçâîäèòñÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ýòîéòî÷êå. Ïî òàêîìó îïðåäåëåíèþ ïåðåõîäèòü ê ïðåäåëàì â äâóõ èíòåãðàëàõ ñëåäîâàëî áû íåçàâèñèìî, íî òîãäàáû îíè îáà ñòðåìèëèñü â áåñêîíå÷íîñòè. Ïåðåõîä ê ïðåäåëó ñ îäèíàêîâûì îòñòóïîì îò îñîáîé òî÷êè ïðèâîäèòê òîìó, ÷òî ïðåäåë îêàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì.Èíòåãðàë ñ àðãóìåíòîì x− i0 ïðîñòî êîìïëåêñíî ñîïðÿæåí ñ âûâåäåííûì. Îêîí÷àòåëüíî,

I(x± i0) = I(x) ∓ πif(x),

b
∫

a

f(x′)
dx′

x′ − x∓ i0
=

b
∫�
a

f(x′)
dx′

x′ − x
∓ πif(x), I(x) =

b
∫�
a

f(x′)
dx′

x′ − x
. (80)Ïðî÷åðê ïîñåðåäèíå çíàêà èíòåãðàëà êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.Ïîëó÷åííûå �îðìóëû íàçûâàþòñÿ �îðìóëàìè Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ. Ýòè �îðìóëû ìîæíî çàïèñàòü â ñèìâî-ëè÷åñêîì âèäå áåç èíòåãðàëîâ è áåç �óíêöèè:

1

x′ − x± i0
=

P
x′ − x

± πiδ(x′ − x), (81)ãäå ñòîÿùèé â ÷èñëèòåëå ñïðàâà çíàê P óêàçûâàåò, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà òèïà Êîøè ïî x′ ñëåäóåòáðàòü åãî ãëàâíîå çíà÷åíèå ïî Êîøè.4. Ñâÿçü âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé. Âåðíåìñÿ ê �îðìóëàì (70) è (71). Âõîäÿùèé â íèõ èíòåãðàë(72) ñâåäåì ê èíòåãðàëàì òèïà Êîøè. Äëÿ ýòîãî ïåðâóþ äðîáü óìíîæèì íà −i, à âòîðóþ � íà i. Êðîìå òîãî,âîññòàíîâèì ðàçíîñòü ω − ω′ è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó α→ 0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëàìè (81) ïîëó÷èì
J (ω − ω′) = − i

ω′ − ω − i0
− i

ω′ − ω + i0
= −i

(

1

ω′ − ω − i0
+

1

ω′ − ω + i0

)

=

= −i
[ P
ω′ − ω

− πiδ(ω′ − ω) +
P

ω′ − ω
+ πiδ(ω′ − ω)

]

= −2i
P

ω′ − ω
. (82)Ïîäñòàâèâ ðåçóëüòàò â �îðìóëû (70) è (71), íàéäåì îêîí÷àòåëüíî

εR(ω) − 1 =
1

π

∞
∫�
−∞

εI(ω
′)

dω′

ω′ − ω
, εI(ω) = − 1

π

∞
∫�
−∞

[εR(ω′) − 1]
dω′

ω′ − ω
. (83)Ïîëó÷åííûå �îðìóëû íîñÿò íàçâàíèå �îðìóë Êðàìåðñà�Êðîíèãà (1927).Ïåðâóþ �îðìóëó (83), âîñïîëüçîâàâøèñü íå÷åòíîñòüþ �óíêöèè εI(ω), ìîæíî ïåðåïèñàòü ïî-äðóãîìó:

εR(ω) − 1 =
2

π

∞
∫�
−∞

εI(ω
′)

ω′dω′

ω′2 − ω2
. (84)Ñ ïîìîùüþ ýòîé �îðìóëû ïî èçâåñòíîé �óíêöèè εI(ω) ìîæíî âû÷èñëèòü �óíêöèþ εR(ω), êîòîðàÿ îáÿçàòåëü-íî îêàæåòñÿ ÷åòíîé. Ïðè ýòîì �óíêöèÿ εI(ω) ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííîé, èëè ýìïèðè÷åñêîé (ïîëó÷åííîé èçêàêîãî-ëèáî ýêñïåðèìåíòà), èëè ìîäåëüíîé. Ïî îòíîøåíèþ êî âòîðîé �îðìóëå ïðèâåäåííîå óòâåðæäåíèå íåâñåãäà âåðíî, òàê êàê �óíêöèÿ εI(ω) äîëæíà áûòü íå òîëüêî íå÷åòíîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ, íî, êàê ìû óâèäèì, èïîëîæèòåëüíîé, ÷åãî íå âñåãäà ìîæíî äîñòèãíóòü.Â �îðìóëå (84) ìîæíî ïîëîæèòü ω = 0, ÷òî äàåò

εR(0) =

∫ ∞

0

ε(t)dt = ε0 = 1 +
2

π

∞
∫

0

εI(ω)
dω

ω
. (85)105



Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ω → ∞

εR(ω) ∼ 1 − 2

π

1

ω2

∞
∫

0

ω′εI(ω
′)dω′. (86)Â ïåðâîì ñëó÷àå äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü, à âî âòîðîì � àñèìïòîòèêà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èíòåãðàëû îòìíèìîé ÷àñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ �óíêöèè îòêëèêà.� 6. Âîëíû â äèñïåðãèðóþùèõ ñðåäàõ1. Ïëîñêàÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà. Èùåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà

div ~B = 0, rot ~E = −1

c

∂ ~B

∂t
, div ~D = 0, rot ~H =

1

c

∂ ~D

∂t
(87)â âèäå ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû ÷àñòîòû ω. Òîãäà óðàâíåíèÿ äëÿ àìïëèòóä âîëíû ïðè ìàòåðèàëüíûõóðàâíåíèÿõ (59) è (62)

div ~B = 0, rot ~E =
iω

c
~B, div ~E = 0, rot ~B = − iω

c
εµ ~E. (88)Íå ðàç ïðèìåíÿâøàÿñÿ ïðîöåäóðà âûâîäà âîëíîâûõ óðàâíåíèé ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ, ïî �îðìå ñîâïàäàþ-ùåìó ñ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì �åëüìãîëüöà:

rot rot ~E = graddiv ~E −△ ~E = −△ ~E =
ω2

c2
εµ ~E = æ2 ~E. (89)Îäíàêî çäåñü æ íå âîëíîâîå ÷èñëî. Åãî êâàäðàò � ïðîèçâåäåíèå ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå îò �óíêöèé îòêëèêà

æ2(ω) =
ω2

c2
ε(ω)µ(ω) (90)è â îáùåì ñëó÷àå êîìïëåêñíî. Ïîýòîìó âåêòîð

~æ(ω) = ~æR + i~æI, æ2 = æ2
R − æ2

I + 2i~æR~æI, (91)à âîëíû
~E = ~E0e

i~æ~r = ~E0e
i~æR~r−~æI~r. (92)Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü âåêòîðà ~æ îïðåäåëÿåò ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå âîëíû, à ìíèìàÿ � èçìåíåíèå àìïëè-òóäû. Âåùåñòâåííàÿ è êîìïëåêñíàÿ ÷àñòè âåêòîðà ìîãóò íå ñîâïàäàòü, òàê ÷òî ïëîñêîñòè ïîñòîÿííîé �àçû èïîñòîÿííîé àìïëèòóäû ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ.2. Íåìàãíèòíàÿ ïî÷òè ïðîçðà÷íàÿ ñðåäà. Áîëüøèíñòâî äèñïåðãèðóþùèõ ñðåä íåìàãíèòíûå, ó íèõ µ = 1.Ïî÷òè ïðîçðà÷íàÿ ñðåäà õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ó íåå ìíèìàÿ ÷àñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ �óíêöèè îòêëèêà çíà-÷èòåëüíî ìåíüøå âåùåñòâåííîé: εI ≪ εR. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ~æI ‖ ~æR. Òîãäà æI ≪ æR è

æR + iæI =
ω

c
(nR + inI), n2

R −n2
I +2inRnI = εR + iεI, n2

R −n2
I ≈ n2

R = εR, nR =
√
εR > 0, nI =

εI
2
√
εR
. (93)Ïëîñêàÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà â íàïðàâëåíèè âåêòîðà ~l â òàêîé ñðåäå õàðàêòåðèçóåòñÿ ýêñïîíåíòîé

exp
(

i
ω

c
(nR + inI)~l~r

)

= exp
(

i
ω

c
nR
~l~r
)

exp
(

−ω
c
nI
~l~r
)

. (94)×àñòíîå
æ =

ω

c
nR =

ω

v
(95)çäåñü èãðàåò ðîëü âîëíîâîãî ÷èñëà, ïðè÷åì nR � ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû, v = c/nR ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿñêîðîñòü ñâåòà â ñðåäå, à ~æ = æ~l � âîëíîâîé âåêòîð. Ïåðâàÿ ýêñïîíåíòà õàðàêòåðèçóåò �àçó âîëíû. Âòîðàÿýêñïîíåòà óáûâàåò ñ ðàññòîÿíèåì, ÷àñòíîå ω

c
nI � êîý��èöèåíò îñëàáëåíèÿ àìïëèòóäû âîëíû, à òàê êàê ïî-òîê ýíåðãèè ïðîïîðöèîíàëåí êâàäðàòó àìïëèòóäû, òî êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ èçëó÷åíèÿ çà ñ÷åò äèñïåðñèèñîñòàâëÿåò

α = 2
ω

c
nI. (96)Íàïîìíèì, ÷òî âñå âåëè÷èíû ïðè ýòîì (nR(ω), nI(ω), æ(ω), α(ω)) çàâèñÿò îò ÷àñòîòû. Èç ðàâåíñòâ (93) è (96)ñëåäóåò, ÷òî äîëæíî áûòü εI > 0. Â ýòîì ìû óáåäèìñÿ íèæå ïðè ðàññìîòðåíèè êîíêðåòíûõ ñðåä.106



� 7. Ýíåðãåòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå ïðè íàëè÷èè äèñïåðñèè1. Ïîòîê ýíåðãèè. Âûÿñíèì, êàê îòðàæàåòñÿ äèñïåðñèÿ ñðåäû íà ýíåðãåòèêå ïîëÿ. Ïóñòü â äèñïåðãèðóþùåéñðåäå èäåò âîëíà, òî åñòü íåò ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ è òîêîâ.Êàê è ïðè âûâîäå ýíåðãåòè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ äèñïåðñèè, âûïèøåì óðàâíåíèÿ Ìàêñ-âåëëà ñ ðîòîðàìè:
rot ~E = −1

c

∂ ~B

∂t
, rot ~H =

1

c

∂ ~D

∂t
. (97)Óìíîæèâ ïåðâîå óðàâíåíèå íà ~H, à âòîðîå íà ~E è âû÷òÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷èì ñ èñïîëüçîâàíèåì âåêòîðíîãîòîæäåñòâà

~H rot ~E − ~E rot ~H = div( ~E × ~H) = −1

c
( ~E · ~̇D + ~H · ~̇B). (98)Íàéäåííîå ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò íàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðà Ïîéíòèíãà:

div ~S =
c

4π
div( ~E × ~H) = − 1

4π
( ~E · ~̇D + ~H · ~̇B). (99)×òîáû ïðîäâèíóòüñÿ äàëüøå, áóäåì ñ÷èòàòü âîëíó ìîíîõðîìàòè÷åñêîé.2. Ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà. Â ýòîì ñëó÷àå íàïðÿæåííîñòè è èíäóêöèè ïðîïîðöèîíàëüíû e−iωt, ïðè÷åìñâÿçü ìåæäó íàïðÿæåííîñòÿìè è èíäóêöèÿìè òàêàÿ æå, êàê ìåæäó èõ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå.Íàéäåì ñðåäíåå îò äèñïåðñèè âåêòîðà ïîòîêà ýíåðãèè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ �èçè÷åñêè îñìûñëåííûõ ðåçóëüòàòîâñëåäóåò âçÿòü âåùåñòâåííûå ÷àñòè âñåõ âåêòîðîâ ïîëÿ:

div ~S = − 1

4π

(

Re ~E · Re ~̇D + Re ~H · Re ~̇B

)

. (100)Âîçüìåì ïîëóñóììó íàïðÿæåííîñòåé è èõ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ
Re ~E =

1

2
( ~E + ~E∗), Re ~H =

1

2
( ~H + ~H∗). (101)Òîãäà äëÿ ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè ïîëó÷èòñÿ

Re ~̇D = Re (−iω(εR + iεI) ~E) =
ω

2
[iεR( ~E − ~E∗) + εI( ~E + ~E∗)]. (102)Ñðåäíåå îò ýëåêòðè÷åñêîé ÷àñòè äèâåðãåíöèè

Re ~E · Re ~̇D =
ω

4

[

iεR

(

( ~E∗)2 − ( ~E)2
)

+ εI2 ~E · ~E∗
]

=
ω

2
εI| ~E|2. (103)Àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ìàãíèòíîé ÷àñòè. Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî âñåãäà äîëæíî áûòü

εI ≥ 0, µI ≥ 0.Èòàê, ïîëó÷àåì
div ~S = − ω

8π

[

εI| ~E|2 + µI| ~H |2
]

. (104)Íàëè÷èå äèñïåðñèè, êîãäà ìíèìûå ÷àñòè ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå îò �óíêöèé îòêëèêà íå ðàâíû íóëþ (à ñëåäî-âàòåëüíî, ïîëîæèòåëüíû) ñðåäíÿÿ äèâåðãåíöèÿ ïîòîêà ýíåðãèè îòðèöàòåëüíà, òî åñòü ýíåðãèÿ âîëíû óáûâàåò.ßñíî, ÷òî îíà èäåò íà ðàñêà÷êó çàðÿäîâ, ñîçäàþùèõ ïîëÿðèçàöèþ è íàìàãíè÷åíèå, è â êîíöå êîíöîâ ïåðåõîäèòâ òåïëî. � 8. �ðóïïîâàÿ ñêîðîñòüÏóñòü â íàïðàâëåíèè îñè àïïëèêàò èäåò ãðóïïà (íàáîð, ñåìåéñòâî èëè, êàê ãîâîðÿò �èçèêè, öóã) ìîíîõðî-ìàòè÷åñêèõ âîëí, êîìïîíåíòû êîòîðûõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü èíòåãðàëîì
u(z, t) =

∞
∫

−∞

A(ω)e−iωt+iæzdω. (105)Âåñîâàÿ �óíêöèÿ A(ω) èìååò ðåçêèé ìàêñèìóì â òî÷êå ω = ω0, òàê ÷òî ýòà ãðóïïà � ïî÷òè ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿâîëíà. Âîëíîâîå ÷èñëî è ÷àñòîòà ñâÿçàíû íåêîòîðûì ñîîòíîøåíèåì, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ äèñïåðñèîííûì. Ìíè-ìàÿ ÷àñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ �óíêöèè îòêëèêà âñåãäà ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ âåùåñòâåííîé, òàê ÷òî íà íåáîëüøèõðàññòîÿíèÿõ ïîãëîùåíèåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. 107



Áóäåì ñ÷èòàòü íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé æ, à ÷àñòîòó � �óíêöèåé îò íåå, òàê ÷òî ω = ω(æ), ω0 = ω(æ0) è
æ = æ(ω), æ0 = æ(ω0). Ñäåëàåì â èíòåãðàëå (105) çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ æ = æ(ω):

u(z, t) =

∞
∫

−∞

A(ω(æ))e−iω(æ)t+iæzω′(æ)dæ. (106)Ïîñêîëüêó âîëíà ïî÷òè ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ, çàìåòíûé âêëàä â åå àìïëèòóäó äàþò çíà÷åíèÿ ýêñïîíåíòû ïðèçíà÷åíèÿõ âîëíîâûõ ÷èñåë, áëèçêèõ ê æ0. Ïîýòîìó ðàçëîæèì ω â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû ïî �îðìóëå Òåéëîðàâáëèçè ýòîé òî÷êè, îãðàíè÷èâøèñü ïåðâîé ïðîèçâîäíîé:
ω(æ) ≈ ω0 + ω′(æ0)(æ − æ0). (107)Ïðèáëèæåíèå â èíòåãðàëå âûðàçèòñÿ �îðìóëîé

u(z, t) ≈
∞
∫

−∞

A(ω(æ))e−i[ω0+ω′(æ0)(æ−æ0)]t+iæzω′(æ)dæ. (108)Âîçâðàòèâøèñü ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé ω, óáåäèìñÿ, ÷òî ïðåîáðàçîâàííûé èíòåãðàë ïðèáëèæåííî âûðàæà-åòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèå ïåðâîíà÷àëüíîãî â íóëåâîé ìîìåíò:
u(z, t) ≈

∞
∫

−∞

A(ω)e−iω0t+iω
′(æ0)æ0t+iæ[z−ω′(æ0)t]dω = e−i[ω0+ω

′(æ0)æ0]tu(z − ω′(æ0)t, 0). (109)Ýíåðãåòè÷åñêèå âåëè÷èíû ïðîïîðöèîíàëüíû êâàäðàòàì íàïðÿæåííîñòåé, à ñîãëàñíî ïðèáëèæåíèþ (109)
|u(z, t)|2 ≈ |u(z − ω′(æ0)t, 0)|2. (110)Çäåñü ýíåðãèÿ ãðóïïû âîëí â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé z â ìîìåíò t ðàâíà (ïðèáëèæåííî) ýíåðãèè, êîòîðóþ íåñëàâîëíà â íà÷àëüíûé ìîìåíò â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé, ìåíüøåé z íà âåëè÷èíó ω′(æ0)t, òî åñòü ýíåðãèÿ ïåðåòåêàåòñî ñêîðîñòüþ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîâîé (èíäåêñ íóëü îïóùåí):

vgr =
dω

dæ
=

1

dæ

dω

. (111)Òàêèì îáðàçîì, ñ ãðóïïîé âîëí ñâÿçàíû äâå ñêîðîñòè. Îäíà îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ �àçûâîëíû è íàçûâàåòñÿ �àçîâîé:
vphs =

c

n
. (112)Äðóãàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïåðåòåêàíèþ ýíåðãèè, ýòî ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü, �îðìóëà (111) äëÿ êîòîðîé ìîæåò áûòüïåðåïèñàíà òàê:

vgr =
c

d(ωn)

dω

. (113)Ôàçîâàÿ ñêîðîñòü ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé ïî âåëè÷èíå è äàæå ïðåâîñõîäèòü ñêîðîñòü ñâåòà, òàê êàê �àçà �ýòî �îðìàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà âîëíû è íå ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåùåíèþ êàêîãî-ëèáî ñèãíàëà èëè ìàòåðèàëüíîãîîáúåêòà. Íàïðîòèâ, ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü âñåãäà ìåíüøå ñâåòîâîé, òàê êàê ýòî ñêîðîñòü ïåðåòåêàíèÿ õàðàêòåðè-ñòèêè äâèæåíèÿ ñ ãðóïïîé âîëí � ýíåðãèè. Îäíàêî, ýòî ïîíÿòèå ìîæåò áûòü ââåäåíî íå âî âñåõ ñëó÷àÿõ, â÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå, åñëè ïî �îðìóëå (113) ïîëó÷àåòñÿ ñêîðîñòü áîëüøàÿ ñâåòîâîé.Â ñëåäóþùèõ äâóõ ïàðàãðà�àõ ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíêðåòíûå äèñïåðãèðóþùèå ñðåäû.� 9. Ïëàçìà êàê äèñïåðãèðóþùàÿ ñèñòåìà1. Êâàçèíåéòðàëüíîñòü ïëàçìû. Ïëàçìîé íàçûâàåòñÿ èîíèçîâàííîå âåùåñòâî, òî åñòü ñîñòîÿùåå èç ñâîáîä-íûõ ýëåêòðîíîâ è ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûõ èîíîâ. Â öåëîì ýòî íåéòðàëüíàÿ ñðåäà, òàê êàê îáúåìíûé çàðÿäîáðàçîâàòüñÿ íå ìîæåò. Åñëè áû â êàêîì-òî îáúåìå â ðåçóëüòàòå êàêîãî-òî ìåõàíèçìà ïðîèçîøëî ðàçäåëåíèåçàðÿäîâ, òî î÷åíü áûñòðî îíî áûëî áû ëèêâèäèðîâàíî, òàê êàê ñèëû ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó çàðÿäàìè ïðîòèâîïî-ëîæíûõ çíàêîâ î÷åíü âåëèêè. Êîíå÷íî, íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà ðàññòîÿíèé ìåæäó èîíàìè ïëîòíîñòü çàðÿäà�ëóêòóèðóåò è ñëåäîâàòåëüíî îáúåìíûå çàðÿäû ñóùåñòâóþò. Îäíàêî îáëàñòè, ñóùåñòâåííî áîëüøèå ïî ðàçìå-ðàì, äîëæíû áûòü íåéòðàëüíû. Ïîýòîìó òàêîå ñâîéñòâî ïëàçìû íàçûâàåòñÿ êâàçèíåéòðàëüíîñòüþ.108



Îáîçíà÷èì êîíöåíòðàöèþ ýëåêòðîíîâ ÷åðåç ne è èîíîâ ñîðòà j ñ çàðÿäîì Zj � ÷åðåç nj . Òîãäà äîëæíîâûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå êâàçèíåéòðàëüíîñòè
∑

j

Zjnj − ne = 0. (114)2. Äâèæåíèå ýëåêòðîíà ïîä äåéñòâèåì âîëíû â ïëàçìå. Ïóñòü â ïëàçìå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ìîíîõðîìàòè÷å-ñêàÿ âîëíà, ýëåêòðè÷åñêàÿ íàïðÿæåííîñòü êîòîðîé
~E = ~E0e

−iωt. (115)Ïîä äåéñòâèåì âîëíû ýëåêòðîíû è èîíû ïðèõîäÿò â äâèæåíèå è íà÷èíàþò êîëåáàòüñÿ îêîëî ïîëîæåíèÿ ñâîå-ãî ðàâíîâåñèÿ. Ïðè ýòîì ýëåêòðîíû è èîíû äâèæóòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, òàê ÷òî ïðîèñõîäèòëîêàëüíîå ðàçäåëåíèå çàðÿäîâ, õîòÿ â öåëîì ïëàçìà îñòàåòñÿ íåéòðàëüíîé. Îäíàêî, ïîñêîëüêó èîíû çíà÷èòåëü-íî ìàññèâíåé ýëåêòðîíîâ, èõ îòêëîíåíèåì îò ðàâíîâåñèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå îäíèõýëåêòðîíîâ.Ïðè íàïèñàíèè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà äåëàþòñÿ òå æå ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî è ïðè ðàññìîòðåíèèðàññåÿíèÿ ñâîáîäíûìè ýëåêòðîíàìè. Âî-ïåðâûõ, âîëíà íå ðàçãîíÿåò ýëåêòðîí äî áîëüøèõ ñêîðîñòåé, ýëåêòðîíûîñòàþòñÿ íåðåëÿòèâèñòñêèìè. Ïîýòîìó èñïîëüçóåòñÿ íåðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèå Íüþòîíà. Íå ó÷èòûâàåòñÿ èìàãíèòíàÿ ÷àñòü ñèëû Ëîðåíöà. Âî-âòîðûõ, ñìåùåíèå ýëåêòðîíà ~r îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íå î÷åíü âåëèêî,òàê ÷òî àìïëèòóäó âîëíû íà âñåì ïðîòÿæåíèè òðàåêòîðèè ýëåêòðîíà ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé.Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ òîðìîçÿùàÿ ñèëà, ïðîèñõîäÿùàÿ èç-çà âîçäåéñòâèÿ îêðóæàþùèõ÷àñòèö ïëàçìû. Ñ íåêîòîðûì ïðèáëèæåíèåì ìîæíî ñ÷èòàòü ýòó ñèëó ïðîïîðöèîíàëüíîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿýëåêòðîíà ïðè îòêëîíåíèè åãî îò ðàâíîâåñèÿ, à òàêæå ñðåäíåìó ÷èñëó ñòîëêíîâåíèé, êîòîðûå èñïûòûâàåò ýëåê-òðîí â åäèíèöó âðåìåíè. Òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà â ïîëå âîëíû çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
m~̈r = −e ~E − νcolm~̇r. (116)Êàê âñåãäà, îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ðàâíî ñóììå îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è ÷àñò-íîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî. Îäíàêî, îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè èç-çà äåéñòâèÿñòîëêíîâåíèé áûñòðî çàòóõàåò. Âîëíà æå âîçäåéñòâóåò áîëåå äëèòåëüíîå âðåìÿ (ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ � âñåâðåìÿ). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå.Òàê êàê âîëíà (115) ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ, òî åñòü ïðîïîðöèîíàëüíà ýêñïîíåíòå, òî è ðåøåíèå áóäåò ïðîïîð-öèîíàëüíî òàêîé æå ýêñïîíåíòå:

~r = ~r0e
−iωt. (117)Ïîäñòàâèâ òàêóþ �îðìó ðåøåíèÿ â óðàâíåíèå (116), íàéäåì

~r0 =
e ~E0

mω(ω + iνcol)
, ~r =

e ~E

mω(ω + iνcol)
. (118)3. Ïîëÿðèçàöèÿ çàðÿäîâ. Èç-çà ñìåùåíèÿ ýëåêòðîíîâ â ïëàçìå âîçíèêàåò ïîëÿðèçàöèÿ çàðÿäîâ, âåêòîð êîòî-ðîé ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïëîòíîñòè çàðÿäà −ene íà ñìåùåíèå ýëåêòðîíîâ:

~P = −ene~r. (119)Â ðåçóëüòàòå â äàííîì ìåñòå ñîçäàåòñÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ, âåêòîð êîòîðîé
~D = ~E + 4π ~P = ε(ω) ~E, (120)ãäå äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû

ε(ω) = 1 − 4πe2ne

mω(ω + iνcol)
= 1 − 4πe2ne

m

1

ω2 + ν2
col

+ i
4πe2ne

m

νcol
ω

1

ω2 + ν2
col

= εR + iεI. (121)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïëàçìû
εR = 1 −

ω2
p

ω2 + ν2
col

, εI =
ω2

p

ω2 + ν2
col

νcol
ω
, (122)ãäå ââåäåíà âåëè÷èíà, íàçûâàåìàÿ ïëàçìåííîé ÷àñòîòîé:

ωp =

√

4πe2ne

m
. (123)109



4. Îïòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïëàçìû. Îáû÷íî ÷àñòîòà ñòîëêíîâåíèé çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì ÷àñòîòàâîëíû. Ïîýòîìó ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî
εR = 1 −

ω2
p

ω2
, εI =

ω2
p

ω3
νcol. (124)Ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ïëàçìû ðàâåí

nR(ω) =
√
εR =

√

1 −
ω2

p

ω2
. (125)×åðåç íåãî âûðàæàþòñÿ êàê �àçîâàÿ ñêîðîñòü

vphs =
c

nR(ω)
, (126)òàê è ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü

vgr =
c

d
√

ω2 − ω2
p

dω

= cnR(ω). (127)Ïîñêîëüêó ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ïëàçìû ìåíüøå åäèíèöû, �àçîâàÿ ñêîðîñòü ïðåâîñõîäèò ñêîðîñòü ñâå-òà, íî ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü âñåãäà ìåíüøå ñâåòîâîé. Ïðîèçâåäåíèå �àçîâîé è ãðóïïîâîé ñêîðîñòåé äëÿ ïëàçìûîêàçûâàåòñÿ ðàâíûì êâàäðàòó ñêîðîñòè ñâåòà.Ìíèìàÿ ÷àñòü ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç (96)
nI(ω) =

εI
2nR(ω)

=
1

2

ω2
p

ω2

νcol
√

ω2 − ν2
col

∼ 1

2

ω2
p

ω3
νcol (128)è ñîãëàñíî (96) îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü îò ÷àñòîòû êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ ïëàçìû

α = 2
ω

c
nI =

1

c

ω2
p

ω

νcol
√

ω2 − ν2
col

∼
ω2

p

ω2

νcol
c
. (129)Íàêîíåö, ñðàâíåíèå �îðìóë ïåðâîé â (124) è (86) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

∞
∫

0

ω′εI(ω
′)dω′ =

π

2
ω2

p =
2π2e2

m
ne. (130)� 10. Äèñïåðñèÿ íà àòîìàõ1. Îñöèëëÿòîðíàÿ ìîäåëü àòîìà. Óðîâíè ýíåðãèè àòîìîâ ðàññ÷èòûâàþòñÿ ìåòîäàìè êâàíòîâîé ìåõàíèêè.Îäíàêî ìíîãèå ÿâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ àòîìàìè, ìîæíî îïèñàòü â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè, ÷òî èáûëî ñäåëàíî. Äëÿ ýòîãî åùå äî ñîçäàíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè áûëà ïðèäóìàíà òàê íàçûâàåìàÿ îñöèëëÿòîðíàÿìîäåëü àòîìà.Ñïåêòðû àòîìîâ íàáëþäàëèñü, íà÷èíàÿ ñ ñåðåäèíû äåâÿòíàäöàòîãî âåêà. Â íèõ ïðèñóòñòâîâàëè àòîìíûåëèíèè, ÷àñòîòû êîòîðûõ èçìåðÿëèñü. Â êà÷åñòâå ïåðâîé åñòåñòâåííîé ìîäåëè ëèíèè ïðèïèñàëè åå ÷àñòîòó ñîá-ñòâåííîé ÷àñòîòå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Îñöèëëÿòîðîâ ïîíàäîáèëîñü ìíîãî � äëÿ êàæäîé ëèíèè ñâîé ñîñâîåé ÷àñòîòîé. Ñîîòâåòñòâóùåå óðàâíåíèå äëÿ îñöèëëÿòîðà òðåáóåò ââåäåíèÿ óïðóãîé ñèëû, èíà÷å íàçûâàåìîéñèëîé �óêà. Ýòà ñèëà çàìåíÿëà êóëîíîâñêóþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà ýëåêòðîí.Ïîêàæåì äåéñòâåííîñòü òàêîé ìîäåëè íà ïðèìåðå îïèñàíèÿ äèñïåðñèè ïðè âçàèìîäåéñòâèè èçëó÷åíèÿ ñàòîìîì.2. �àðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð. Ïóñòü ëèíèè ñ ÷àñòîòîé ω0 ñîîòâåòñòâóåò îñöèëëÿòîð, äëÿ êîòîðîãî ω0 ÿâëÿ-åòñÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé. Òîãäà íà ýëåêòðîí, ÷òîáû îí êîëåáàëñÿ ñ òàêîé ÷àñòîòîé, äîëæíà äåéñòâîâàòü ñèëà

mω2
0~r, ãäå m � ìàññà ýëåêòðîíà, ~r � åãî ñìåùåíèå îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ îñöèëëÿòîðàâ òàêîì ñëó÷àå èìååò âèä

m~̈r = −mω2
0~r. (131)Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

~r = C+e
iω0t + C−e

−iω0t (132)èëè
~r = Cc cos(ω0t) + Cs sin(ω0t). (133)110



3. Äåéñòâèå âîëíû íà àòîìíûé ýëåêòðîí. Ïóñòü íà àòîì ïàäàåò ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà ñ ÷àñòîòîé ω
~E = ~E0e

−iωt. (134)Ýòà âîëíà âîçäåéñòâóåò íà àòîìíûé ýëåêòðîí, çàñòàâëÿÿ åãî ïðèéòè â äâèæåíèå.Êðîìå òîãî, êîãäà ýëåêòðîí äâèæåòñÿ, íà íåãî îêàçûâàþò âëèÿíèå ñòîëêíîâåíèÿ è ñîïðèêîñíîâåíèå àòîìà ñäðóãèìè, ñâîáîäíûìè ÷àñòèöàìè. Âñå ýòè ÷àñòèöû òîðìîçÿò ýëåêòðîí. Ïðèìåì, ÷òî òîðìîçÿùàÿ ñèëà òàêàÿ æå,êàêàÿ áûëà ïðèíÿòà äëÿ ïëàçìû, òî åñòü −νcolm~̇r. Òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ àòîìíîãî ýëåêòðîíà ïîä äåéñòâèåìñâîåé (ãóêîâñêîé) ñèëû, ñèëû Ëîðåíöà îò ïàäàþùåé âîëíû è òîðìîçÿùåé ñèëû çàïèøåòñÿ â âèäå
m~̈r = −mω2

0~r −mνcol~̇r − e ~E. (135)Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîèò èç ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ, à èìåííî, îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãîóðàâíåíèÿ è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñîäåðæèò äâåýêñïîíåíòû
~r = C+ exp

(

−
[

νcol
2

+

√

ν2
l

4
− ω2

0

]

t

)

+ C− exp

(

−
[

νcol
2

−
√

ν2
l

4
− ω2

0

]

t

)

∼ C+e
−[νcol/2+iω0]t + C−e

−[νcol/2−iω0]t(136)è ñ òå÷åíèåì âðåìåíè çàòóõàåò.4. Ñìåùåíèå ýëåêòðîíîâ è ïîëÿðèçàöèÿ çàðÿäîâ. ×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì â âèäåàìïëèòóäû, óìíîæåííîé íà òó æå ýêñïîíåíòó, ÷òî è ó âîëíû, òî åñòü ~r = ~r0e
−iωt. Ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

(−ω2 − iωνcol + ω2
0)~r = − e

m
~E, (137)îòêóäà

~r =
e

m

~E

ω2 − ω2
0 + iωνcol

. (138)Ñìåùàþùèåñÿ ïîä äåéñòâèåì âîëí�û ýëåêòðîíû ñîçäàþò ïîëÿðèçàöèþ çàðÿäîâ. Âåêòîð ïîëÿðèçàöèè � ýòîïðîèçâåäåíèå
~P = −eNe~r = −e

2

m

Ne

ω2 − ω2
0 + iωνcol

, (139)ãäå Ne � êîíöåíòðàöèÿ àòîìîâ ñ ýëåêòðîíàìè, ó÷àñòâóþùèìè â ñîçäàíèè ðàññìàòðèâàåìîé ëèíèè.Ñ ïîëó÷åííûì âåêòîðîì ïîëÿðèçàöèè ñîçäàåòñÿ èíäóêöèÿ
~D = ~E + 4π ~P = ε(ω) ~E, (140)ãäå

ε(ω) = 1 − 4πe2

m

1

ω2 − ω2
0 + iωνcol

Ne. (141)5. Îïòè÷åñêèå ñâîéñòâà àòîìà. Â ýòîì ïóíêòå ðàññìîòðèì ñâîéñòâà àòîìà íà ÷àñòîòàõ, áëèçêèõ ê öåíòðàëü-íîé ÷àñòîòå ω0.Êàê è â ïëàçìå, ÷àñòîòà ñòîëêíîâåíèé çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ÷àñòîòû âîëíû, òî åñòü νcol ≪ ω. Â òàêîì ñëó÷àåäðîáü â (138) ïðèíèìàåò çàìåòíóþ âåëè÷èíó òîëüêî ïðè ÷àñòîòàõ, áëèçêèõ ê ñîáñòâåííîé, òî åñòü ìîæíî ñ÷èòàòü,÷òî ω ≈ ω0. Òîãäà ðàçíîñòü êâàäðàòîâ ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè è ïðèíÿòü, ÷òî
ω2 − ω2

0 = (ω − ω0)(ω + ω0) ≈ 2ω0(ω − ω0). (142)Âìåñòî (141) ïîëó÷èòñÿ
ε(ω) = 1 − 4πe2

2mω0

~E

ω − ω0 + iνcol/2
. (143)�àçäåëÿÿ âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè â âûðàæåíèè (143), ïîëó÷àåì

εR(ω) = 1 − 4πe2

2mω0

ω − ω0

(ω − ω0)2 + ν2
col/4

Ne, εI =
4πe2

2mω0

νcol
(ω − ω0)2 + ν2

col/4
Ne. (144)Ñëåäîâàòåëüíî, êîý��èöèåíò ïðåëîìëåíèÿ íà àòîìå

nR(ω) =

√

1 − 4πe2

2mω0

ω − ω0

(ω − ω0)2 + ν2
col/4

Ne, (145)111



à êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ âáëèçè öåíòðàëüíîé ÷àñòîòû ω0 (òàì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî nR = 1)
α(ω) = 2

ω0

c
nI =

ω0

c
εI(ω) =

2πe2

m

νcol
(ω − ω0)2 + ν2

col/4
Ne. (146)Ýòîò êîý��èöèåíò íàçûâàåòñÿ äèñïåðñèîííûì èëè ëîðåíöåâñêèì. ×àñòîòà νcol íàçûâàåòñÿ øèðèíîé äèñïåðñè-îííîé ëèíèè, à νcol/2 � ïîëóøèðèíîé. Åñëè âûðàçèòü ðàññòîÿíèå ïî ÷àñòîòå îò öåíòðàëüíîé ÷àñòîòû â ïîëóøè-ðèíàõ, òî åñòü ïîëîæèòü ω = ω0 +

νcol
2
x, òî êîý��èöèåíò (146) áóäåò ïðîïîðöèîíàëåí äèñïåðñèîííîìó ïðî�èëþ

1

1 + x2
.6. Ïðàâèëî ñóìì. Òåïåðü ðàññìîòðèì, íàïðîòèâ, áîëüøèå ÷àñòîòû, äàëåêèå îò öåíòðàëüíîé ÷àñòîòû. Òîãäààñèìïòîòèêà �óíêöèè (141) íà áîëüøèõ ÷àñòîòàõ

ε(ω) ∼ εRe (ω) ∼ 1 − 4πe2

m

1

ω2
Ne. (147)Ñðàâíèâàÿ åå ñ àñèìïòîòèêîé (86), íàõîäèì òàê íàçûâàåìîå ïðàâèëî ñóìì:

∞
∫

0

ω′εI(ω
′)dω′ =

2π2e2

m
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