Глава 2
НАБЛЮДАТЕЛЬНЫЕ ДАННЫЕ:  ЧИСЛА, ТАБЛИЦЫ, ГРАФИКИ

2.1. Приближенные числа

Точное число можно изобразить только символом. Например, число

- это точное число, обозначающее отношение длины окружности к ее диаметру. Однако, пользуясь десятичной системой счисления, мы неизбежно берем его приближенно, т.е. с ошибкой. Например, 

=3.14 имеет ошибку
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= 3.1416 ошибка составит +
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 и т.д. Число

в астрономических вычислениях применяется часто, оно содержится в памяти любого микрокалькулятора, используемого для решения научно-технических задач. Полезно запомнить мнемоническое правило: если вы запомните одну фразу, записанную в старой орфографии, то легко запомните и одиннадцатизначное число 

 - цифра в каждом разряде этого числа равна числу букв в слове. Вот эта фраза: кто и шутя и скоро пожелаетъ пи узнать число, ужъ знаетъ. Следовательно, 

=3.1415926536.

Погрешности наблюдений также вносят свой вклад в числовые сведения, отчего точными они никак не могут быть.

Определение. Приближенным числом а называется число, незначительно отличающееся от точного А, заменяющее последнее в вычислениях.

Числа состоят из цифр. Цифры, указывающие на число единиц в соответствующем десятичном разряде, называют значащими. Иногда значащие цифры называют знаками. Например, 2.37; 0.237; 0.0237 - трехзначные числа. Первые нули не являются значащими цифрами. Они лишь устанавливают разряд первой цифры. Все три числа можно изобразить как 2.37; 
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 В этом случае сомнений в их трехзначности не возникает. Однако, если число записано как 2.370, то оно четырехзначно! Последний нуль указывает, что число единиц в разряде тысячных равно нулю. Поэтому при математической обработке данных нельзя отбрасывать последние нули! К сожалению, на калькуляторах они исчезают и мы часто не знаем, с какой точностью высвечивается число на табло калькулятора.

Первые n знаков называются верными, если абсолютная величина погрешности последнего разряда этой группы цифр не превышает 0.5 единицы, остальные - сомнительными. Как правило, сомнительной цифрой является цифра последнего разряда. Пример - число угловых секунд в радиане равно (приближенно) 
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. Последняя цифра 6 является верной, так как следующее число 2. Если мы этого не знаем, то цифру следует считать сомнительной. Точнее 
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Правило округления (Гаусса). Округление - уменьшение числа разрядов в числе. Если отбрасываемый разряд меньше 5, то число не меняется, если больше 5, то число увеличивают на единицу. Если равно 5, то округляют до четного значения последнего из основных разрядов. Примеры округления:  1.374

1.37;   2.243

2.24;   1.376

1.38;   2.248

2.25;   1.375

1.38;   2.245

2.24.

Пользуясь правилом - сомнительной цифрой может быть только последняя, - запишем утверждение, что площадь Африки равна тридцать миллионов кв. км. на языке цифр: S=30 млн. км2. Нельзя написать S=30000000 км2. Это будет неверно, ибо сомнительными в этом числе будут по крайней мере 6 последних нулей!

Числа, записанные в виде десятичной дроби, как правило, являются приближенными. Но есть и исключения! Например, формула для силы притяжения по закону Ньютона содержит гравитационную постоянную, зависящую от выбранной системы единиц. В астрономии принято за единицу расстояния брать большую полуось земной орбиты, за единицу массы - массу Солнца. Принимая за единицу времени земные сутки, Гаусс получил для постоянной тяготения величину 
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. С этой константой была построена теория движения тел Солнечной системы, построены таблицы, определены эфемериды астероидов. Новый пересмотр константы показал, что она неточна. Ее немного нужно подправить, но при этом нужно подправить всю теорию движения небесных тел! Все заново пересчитать! Собравшись вместе на Генеральную ассамблею, астрономы решили постоянную не менять, подправить только величину большой полуоси орбиты Земли. Теперь она уже не равна единице, а равна 
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а.е. и в дальнейшем может быть уточнена. С тех пор гауссова постоянная - абсолютно точное число.

2.2. Характеристики ошибок приближенного числа
Если А - точное число, а а - приближенное, заменяющее его в вычислениях, то абсолютной ошибкой называют абсолютное значение ошибки: |(a|=|a-A|. Эта величина не может служить мерой точности приближенного числа, так как величина ошибки нам неизвестна. В качестве такой меры точности иногда берут величину, которая называется предельной абсолютной погрешностью (ПАП).

Определение. Предельной абсолютной погрешностью называется наименьшее положительное число, содержащее одну-две значащие цифры, которое не меньше абсолютной погрешности. 

Обозначим ПАП через 
[image: image8.wmf]a
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, тогда по определению                  (a  ( |a-A|.

Относительной ошибкой называется отношение абсолютной ошибки к модулю точного числа. Аналогично, предельной относительной погрешностью (ПОП) называется отношение предельной абсолютной погрешности к числу. Обозначив ее через 
[image: image9.wmf]a
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, получим
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Однако, точное число нам неизвестно, поэтому вместо 
[image: image11.wmf]A

 в знаменателе берут 
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 - приближенное значение числа. Например, предельная абсолютная ошибка Гауссовой постоянной, записанной с четырьмя значащими цифрами, 
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 - половине единицы последнего разряда, а предельная относительная погрешность будет равна 
[image: image15.wmf].

10

3

017

.

0

10

5

.

0

4

5

2

-

-

×

»

×

=

k

d


2.3. Погрешности арифметических действий

Погрешность суммы или разности, очевидно, равна сумме или разности этих чисел. Например, если 
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 (a и b заменяют точные A и B в вычислениях). Полученное приближенное число с содержит ошибку
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При сложении n приближенных чисел имеем:
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где 
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- приближенные числа, которые могут как складываться, так и вычитаться. Очевидно, что погрешность 
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подчиняется той же формуле:
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Абсолютной ошибкой будет модуль (абсолютное значение) этой величины
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Поскольку абсолютное значение суммы может быть лишь меньше или равным сумме абсолютных значений, то предельной абсолютной погрешностью суммы будет сумма предельных абсолютных погрешностей слагаемых: 
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 - предельные абсолютные погрешности 
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 Знак величин 
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 не влияет на ПАП, так как ошибки могут быть как положительными, так и отрицательными.

Заметим, что (u ( max (i, поэтому как бы мы не уточняли j слагаемое ((i), мы не можем уточнить сумму. “Плохое” слагаемое портит всю сумму! Отсюда вытекает правило сложения приближенных чисел:

1. вычислить числа с меньшим числом знаков после запятой,


         3. сложить,

2. остальные числа округлить, сохранив один запасной знак, 


         4. округлить результат.

Примечание: при использовании ЭВМ первые два пункта часто не выполняют, но округление результата до нужного знака обязательно! В противном случае возникает иллюзия получения сверхточной суммы.

Пример (из Демидовича Б.Г. и Марона И.А. “Основы вычислительной математики): даны числа, которые надо сложить
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   сумма: 602.25  (  602.2

Определим абсолютную погрешность округления:
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Таким образом, погрешность округления слагаемых меньше единицы второго знака после запятой и не влияет на величину суммы. Погрешность суммы определена первыми четырьмя слагаемыми. Пусть ПАП каждого слагаемого равна единице последнего разряда. Тогда 
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. При округлении результата также вносим погрешность, равную 
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. Итого, ПАП окончательного результата равна 
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. Округлив до десятичных, получим 
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Рассмотрим погрешность произведения. Пусть 
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. Погрешность произведения будет равна
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Однако
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поэтому
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Разделив полученное выражение на 
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A

C

×

=

, получим относительную погрешность
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Предельной относительной ошибкой будет величина       
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Обычно предполагают, что 
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 и 
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 малы, так что их произведением можно пренебречь. Поэтому можно утверждать (приближенно), что предельная относительная ошибка произведения равна сумме предельных относительных ошибок сомножителей.

Сказанное относится к любому числу сомножителей. Поэтому, 

если
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Последнюю формулу легко получить дифференцированием. Сначала продифференцируем произведение


[image: image45.wmf]n

x

x

x

u

ln

...

ln

ln

ln

2

1

+

+

+

=

.

Теперь вычислим дифференциал 
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, заменив его конечным приращением 
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Сумма модулей каждого слагаемого определит предельную относительную погрешность. Заметим, что относительная погрешность произведения не может быть меньше относительной погрешности наименее точного сомножителя:
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Отсюда
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Таким образом, уточнение произведения невозможно заменой какого-либо сомножителя более точным.

Пример. Вычислить длину окружности экватора при R=6378.139. Требуется определить, с какой точностью нужно взять число ( . 

Пусть (=3.14.  Тогда S=2(R=40054.712 км. Относительная погрешность 
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Имеем
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Очевидно, что абсолютную ошибку S определит число 

:
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Увеличим точность задания (  до 8 знака (с запасом в 1 знак): (=3.1415926. Теперь S=40075.028 км. При вычислении произведений необходимо брать одинаковое число знаков сомножителей, независимо от разрядности числа. В частности, в приведенном выше примере поскольку R дано семизначным, то и ( тоже нужно взять семизначным:

S=2(R=
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Увеличение числа знаков ( до 8 не приводит к увеличению точности произведения, ибо относительная ошибка для R составляет 
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Легко убедиться, что предельная относительная ошибка частного вычисляется по тому же закону, что и для произведения. Имеем
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и, наконец, 
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a

c

d

d

d

+

=

.
Здесь знак “+” вместо “-” взят потому, что предельная ошибка есть положительная величина, а 
[image: image60.wmf]a
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 и 
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 могут принимать как положительные, так и отрицательные значения. К вычислению частного применимо то же правило: если и числитель, и знаменатель - приближенные числа, то число верных знаков и числителя, и знаменателя, и частного должно быть одинаковым.

2.4. Предельные погрешности функции

Погрешность значения функции, вычисленная по аргументу (аргументам), содержащему ошибки, может быть вычислена аналогичным образом, через дифференциал функции.

Пусть 
[image: image62.wmf])
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 , где X - точное значение аргумента, а Y - точное значение функции. Приближенные значения аргумента и функции будем обозначать малыми буквами: x=X+(x и y=Y+(y. Очевидно, что y=f(x),  т.е.  Y+(y=f(X+(x). Проделаем следующие выкладки: 

Y+(y=f(X)+(y=f(X+(x),


т.е.
(y=f(X+(x)-f(X).
Разделим погрешность функции (y на погрешность аргумента (x. Получим    
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)

(

)

(

x

X

f

x

X

f

x

y

D

-

D

+

=

D

D


По определению производной имеем 
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Если считать величину ошибки X малой, то можно опустить операцию предела 
[image: image65.wmf]0
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 и приближенно записать
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Более корректно нужно записать так: 

[image: image68.wmf])

(

)

(

2

x

O

x

X

f

y

D

+

D

¢

»

D

, где последнее слагаемое - малая величина порядка 
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. Предельная абсолютная погрешность функции при значении аргумента, равном X( x, равна
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(предполагается, что погрешность (x мала).

Например, чему равна ПАП функции 
[image: image71.wmf]x
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 при x=30.50? Вычислим сначала ПАП для x. Мы не знаем цифры, следующей за 5, т.е. не знаем сотых долей градуса. Если следующая цифра тоже 5, то следуя правилу Гаусса, наше число было бы записано как 30.60 (округление до четного); если следующая цифра 4, то мы ее отбросим. Точно так же, если более точное значение x (которого мы не знаем!) равно 30.460 то мы округлим до 30.50, а если - 30.450, то округлим до четного, т.е. получим 30.40, что не совпадает с заданным. Итак, максимальная по абсолютной величине погрешность x  может быть либо +0.040, либо -0.040.  Таким образом, ПАП для аргумента равна 
[image: image72.wmf]x
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=0.040. Однако, y - отвлеченное число, не имеющее размерности. Это требует перевода ошибки 
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 в радианы. Получим 
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 Итак, предельная абсолютная погрешность синуса в точке x=30.50 при ПАП аргумента 0.040 равна 0.6(10-3.

Зададим себе вопрос: а как будет выглядеть ПАП для y в точке
[image: image77.wmf]2
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=0. Можно ли сделать вывод об абсолютной точности вычисления функции в этом случае, несмотря на то, что аргумент x содержит погрешность? Конечно же, такого вывода сделать нельзя. Погрешность функции будет, но на уровне 
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, который мы отбросили.

Для определения предельной относительной погрешности поделим 
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 на |y|. Получим 
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Очевидно, тот же результат получим, если предварительно прологарифмируем функцию
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Рассмотрим теперь функцию нескольких аргументов, хотя бы двух - z=f(x,y). В этом случае следует пользоваться частными производными функции отдельно по каждому аргументу
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Чтобы перейти к ПАП, нужно заменить dz на 
[image: image87.wmf]z
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 , dx на 
[image: image88.wmf]x
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, dy на 
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. Кроме того, в формулу войдут только абсолютные значения производных:
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Аналогичную формулу можно построить для трех, четырех и т.д. аргументов.

ПОП функции получим делением ПАП на |z|:

[image: image91.wmf].
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Упражнения:
1о. Вычислить расстояние, равное 1 пс, в километрах, если известно, что среднее расстояние от Земли до Солнца 149.6(106 км. Указать лишь верные знаки.

2о. Определить допустимую предельную погрешность определения приведенной длины маятника, чтобы по периоду его свободных колебаний определить ускорение свободного падения с сохранением восьми значащих цифр. Считать, что период известен точно и равен 1с.

3о. Получите формулы для вычисления ПАП и ПОП функции  y=lg x.
4о. Вычислить ПАП для средней аномалии М, входящей в уравнение Кеплера 
[image: image92.wmf]E
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, если ПАП эксцентрической аномалии Е  равна 0.50, а эксцентриситета е равна 0.005. Принять E=430, e=0.14.

5о. Какую точность определения расстояния до цефеиды можно гарантировать, если предельная абсолютная погрешность определения разности видимой и абсолютной звездной величин m-M равна 0.01 и m=M+5(lg r-1). Принять r равным 10 кпс, 50 кпс, 100 кпс.

2.5. Геометрические методы обработки данных
2.5.1. Шкала
Вид кривой или семейства кривых, широта охвата закономерности, удобство практического использования зависит от основного элемента геометрических построений - шкалы.
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Рассмотрим уравнение некоторой кривой в параметрической форме:
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Задавая различные значения переменной u: u1, u2,…, un, получим пары значений x и y: 
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, которые на плоскости изображаются точками.

Определение: Фиксированные значения переменной u называют пометками, а соответствующие им точки - помеченными точками. Геометрическое место помеченных точек называется шкалой переменной 

.

Размер шкалы можно изменять, умножая функции f(u) и ((u) на множители 
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, которые называются модулями шкалы:
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Исключая u из приведенных уравнений, получим уравнение кривой в следующем виде: 
[image: image97.wmf](

)

.

,

,

x

y

y

y

x

m

m

=

 Эта кривая, не содержащая переменной u, называется носителем шкалы. Носителями шкалы могут быть прямые, окружности, экспоненты и т.п. Однако, чаще всего берут в качестве носителя шкалы прямую линию.

Модуль шкалы имеет простой геометрический смысл. Пусть наша шкала нанесена на горизонтальную прямую линию. Тогда
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где x0 - нуль-пункт шкалы. Очевидно, что расстояние между двумя помеченными точками, соответствующими значениям u и u’ будет равно
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В случае, когда f(u)-f(u’)=1, имеем (x=(.. Итак, модуль указывает, на какое расстояние смещается помеченная точка при изменении функции  f(u) на единицу. Величина (  измеряется в миллиметрах.

Две соседние помеченные точки образуют деление шкалы. Для удобства пользования шкалой в качестве измерительного инструмента деления шкалы не должны быть ни слишком большими, ни слишком маленькими. Оптимальный размер деления - 2(3 мм. Ценой деления называют приращение переменной u за одно деление.

Шкалы делят на равномерные и функциональные. Равномерная шкала имеет постоянную длину деления и постоянную цену деления. Для функциональной шкалы деление - переменная величина, которая зависит от выбора функции f(u) (или ((u)). Из всех функциональных шкал наиболее распространены логарифмические, позволяющие охватить широкий диапазон изменения как аргумента u, так и функции, для которой строится график.

Приведем несколько примеров построения шкал.

Пример 1. Построить равномерную шкалу длиной L=50 мм для переменной u, изменяющейся от 0 до 10.

[image: image167.wmf]   
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Уравнение равномерной шкалы на прямолинейном носителе имеет вид x=(( (u-uo). У нас 
[image: image100.wmf]min
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 соответствует 
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 относится к пометке 
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   Отсюда (=5 мм, x=5u.  
Задавая последовательно n=0, 1, 2,..., 10, получим основные штрихи шкалы по оси X на удалении от начала 0, 5, 10, ...., 50 мм.

Пример 2. Построить равномерную шкалу длиной L=100 мм для переменной u, изменяющейся от 0 до 1.
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Определим модуль 
[image: image104.wmf]100
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 мм. Определим уравнение шкалы x=100u. Шкала имеет вид, приведенный на рисунке. 

Пример 3. Построить логарифмическую шкалу для переменной u, изменяющейся от 0.1 до 100. Длина шкалы 75 мм.

Уравнение шкалы имеет вид  
[image: image105.wmf].
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 Определим модуль
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Пусть xmin=0, тогда  x0=(.  Итак, уравнение шкалы имеет вид 
[image: image109.wmf]).
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Для предварительного расчета построим лишь “главные” штрихи шкалы, соответствующие пометкам 0.1, 0.5, 1.0, 5.0, 10, 50, 100. Будем иметь
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Диапазон изменения переменной u в 10 раз называется декадой. Нетрудно видеть, что логарифмическая шкала - периодическая, с периодом, равным модулю: расстояние между штрихами с пометками 0.1 и 1.0 такое же, как между 1.0 и 10; расстояние между штрихами 0.5 и 5.0 равно расстоянию между 5 и 50 и т.д.

После нанесения основных штрихов наносят более мелкие 0.2, 0.3, ..., 2, 3,... . Нетрудно видеть, что цена деления меняется скачком в 10 раз при переходе из одной декады в следующую. Вид логарифмической шкалы приведен на рисунке.

2.5.2. График
Функциональная зависимость одной величины от другой может быть показана в виде графика. График - это геометрическое изображение этой зависимости. Причем, носители шкал для одной и другой переменных являются прямыми, перпендикулярными друг к другу.

График может иллюстрировать функциональную зависимость или служить вычислительным средством, позволяющим по значению одной переменной “считать” с чертежа значение второй переменной. Если в первом случае шкалы могут быть схематическими, скелетными, то во втором они должны быть детальными. График обычно помещают в рамку, на сторонах этой рамки наносят штрихи шкал. Как правило, штрихи направляют внутрь рамки, а обозначения переменных и единицы измерения - вне. Необходимо следить, чтобы поле чертежа было использовано оптимально. Пустое поле можно занять какой-либо дополнительной информацией. Для наилучшей демонстрации функциональной зависимости необходимо подобрать наиболее подходящие шкалы.
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Например, построим график зависимости периода колебаний от частоты, удовлетворяющей элементарно простой формуле T=f–1. Пусть 100(f(1000Гц, следовательно 0.01(Т(0.001с. Построим равномерную шкалу для переменной f длиной 100 мм. Расположим шкалу для  f горизонтально, т.е. x=0.1f. По вертикальной оси расположим шкалу для y также длиной 100 мм. Тогда 
[image: image110.wmf]T
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 (см. рис.).

Полученная кривая - гипербола, у которой оси координат - асимптоты. Недостаток этого графика - очевиден: практически невозможно считать значения функции Т по аргументу f в диапазоне 100-200 Гц, а в диапазонах 800-1000 Гц этот график практически никакой зависимости не иллюстрирует.
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График можно улучшить, если воспользоваться функциональными шкалами. По вертикальной оси возьмем шкалу в виде 
[image: image111.wmf]1
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. Для того, чтобы сохранить длину шкалы равной 100 мм, введем модуль, равный 0.1 мм, т.е. 
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Шкала эта инверсная (обратная). С увеличением значения переменной помеченная точка приближается к началу координат, а с уменьшением - отдаляется. Начало координат - точка сгущения штрихов - нерабочая часть шкалы. Деления можно разместить лишь с Т=0.010. (см. рис.)
В качестве графика зависимости мы получим прямую линию. Прямолинейность графика можно доказать следующим образом. 

Имеем     
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.    Далее 
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Следовательно, 
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Обратная зависимость есть частный случай степенной зависимости 
[image: image119.wmf].
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 График степенной функции будет прямой линией, если воспользоваться логарифмическими шкалами:
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Тогда
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отсюда
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Таким образом, при любых модулях график степенной зависимости в логарифмических шкалах будет прямой линией. Степень ( может быть любой - целой, дробной, положительной или отрицательной. В нашем случае зависимость T от f степень ( равна -1. Для построения графика воспользуемся логарифмическими шкалами. Запишем их уравнения в виде 
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Нуль-пункт шкалы для f равен 100 Гц, а для T равен 10-3 с. В этом легко убедиться: подставляя соответственно 100 для шкалы переменной f и 10-3 во второе уравнение, получим x=0, y=0.
Для того, чтобы с графика можно было снимать значения функции при любом значении аргумента, необходимо деления детализировать. Так, для f диапазон от 100 до 200 необходимо разбить на более мелкие деления - на частоты 120, 140, 160, 180. Диапазон от 200 до 300 также дополнить 220, 240, 260, 280. Далее, по-видимому, следует отметить лишь середины делений: 350, 450 и т.д. Аналогично, шкала для Т может быть также более детальной.
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В завершении приведем пример иллюстрации зависимости абсолютной звездной величины от периода изменения блеска долгопериодичных цефеид (из книги Д.Я.Мартынова “Общая астрофизика”). 
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Этот график нельзя считать удачным, так как, чтобы им воспользоваться для определения M по периоду P необходимо сначала взять логарифм. Практически график не облегчает операцию определения M по сравнению с вычислением по формуле
M=1.24+2.79 lg P.
Построим график зависимости функции M от аргумента P заново, воспользовавшись логарифмической шкалой для P






x=25 (lg P + 1),

а для M возьмем снова равномерную шкалу 

y=-10 M.

По такому графику (рис. справа) легко считать M по заданному Р и, наоборот, по М определить Р. Например, Р=5 сут  (  М=-3.2 зв.величины.

2.5.3. Элементы номографии

Определение. Номограммой данного уравнения называется геометрическое изображение (чертеж) заданной функциональной зависимости между несколькими величинами.

График есть также номограмма, так как он позволяет определить значения функции по значению аргумента и наоборот. В номограмме понятия функции и аргумента практически неразличимы. Например, если 
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, получим значение 
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. Причем, этой переменной может быть любая из перечисленных.

Переменные задаются шкалами или бинарными полями.

Бинарное поле - геометрическое место помеченных точек, каждая из которых имеет две пометки 
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Модулями (x и (y можно деформировать поле, растянуть или сжать его.

В случае, когда линии, на которых u1=const и  u2=const прямолинейны и параллельны координатами х и y, такое бинарное поле называют сеткой. Уравнения такой сетки имеют вид
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Для построения графиков пользуются как равномерной сеткой, так и функциональной. В последнем случае сетку иногда называют Абак Декарта.

Примером функциональной сетки может служить так называемая “клетчатка вероятностей”. Уравнение бинарного поля задано сложным образом. Шкала для u задает горизонтальные линии
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а по оси Х - вертикальные линии размещены равномерно и не имеют надписанных пометок. “Клетчатка вероятностей” применяется в математической статистике для проверки нормальности закона распределения случайной величины.

Сетчатая номограмма

Рассмотрим три произвольные функции координат точки плоскости XY и номографируемых переменных 
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Определим из первых двух - переменные x и y, как два неизвестных из двух уравнений, и подставим в третье. В результате получим связь между переменными 
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Это и есть номографируемая зависимость этих переменных.


Рассмотрим простейший частных случай, когда фоном сетчатой номограммы является равномерная сетка   
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Тогда    
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Последнее уравнение дает семейство кривых с параметром 

. Схема пользования такой номограммой показана штриховыми линиями.

Возвратимся снова к исходным трем уравнениям. Нетрудно понять, что первые два задают нам бинарное поле для переменных 
[image: image149.wmf]2

1

,

u

u

:


[image: image150.wmf],

0

)

,

,

(

1

=

u

y

x

f





Действительно, каждой фиксированной точке 
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 поля соответствуют единственные 
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, являющиеся пометками этой точки. Строго говоря, шкалы не будут равномерными, а линии не прямолинейны.

Аналогично можно выделить два другие уравнения
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и получить бинарное поле для переменных 
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. Причем носители шкал для 
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 в обоих полях одни и те же. Следовательно, сетчатая номограмма есть совмещение двух бинарных полей.
В качестве примера построим сетчатую номограмму для зависимости между звездными величинами m, M и расстоянием до звезды r:
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Зададим диапазон расстояний 1( r ( 100 пк и диапазон видимых звездных величин 0( m ( 10. Отсюда следует, что абсолютная звездная величина M будет изменяться в пределах -5 ( М ( 15. Поскольку расстояние r в формулу входит под знаком логарифма, естественно выбрать шкалу для r логарифмической. При ширине номограммы 100 мм и изменении r на 2 декады модуль шкалы должен быть равным 50 мм и уравнение горизонтальной шкалы бинарного поля (вертикальные линии) будет иметь вид
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Нуль шкалы при r=1 пс. Помеченная точка максимально удалена от начала координат при r=100 пс:
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Приведем расчет положения штрихов в одной декаде:

r, пс
   1
    2
    3
    4
   5
    6
   7
    8
   9
   10

х, мм
  0.0
  15.0
  23.9
  30.1
  34.9
  38.9
  42.2
  45.1
  47.7
  50.0

В следующей декаде положение штрихов относительно пометки 10 будет таким же, как в первой декаде относительно пометки 1.

Вертикальную шкалу для переменной m (горизонтальные линии) выберем равномерной. Пусть высота нашей номограммы будет также 100 мм, т.е. будет иметь вид квадрата: 

y=10m.
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Нуль этой шкалы достигается при m=0, а максимум - при m=10. Для того, чтобы построить семейство кривых (прямых) с пометками М, необходимо из номографируемого уравнения исключить m и r. Подставив в это уравнение 

 и 

, получим 

 или 





Меняя М, получим семейство прямых, пересекающих поле под углом 450:
При х=0    (т.е. r=1 пс)
   y=10М-50=10(М-5)

     х=100 (т.е. r=100 пс)
    y=10М+50=10(М+5)

х=50 (т.е. r=10 пс)
   y=10М ,    

что совпадает со шкалой для видимой звездной величины m.
Итак, сетчатая номограмма имеет вид, указанный на рисунке. Схема пользования показана штриховыми линиями. Например, r=16 пс, m=3.5. По номограмме определяем М=2.5 (точнее 2.48). Более точное значение можно получить только при очень детальной сетке.

Номограммы из выравненных точек

Существует много типов различных номограмм. Сетчатые номограммы - только один и не самый удобный для практического применения. Широко распространены так называемые номограммы из выравненных точек. Это название номограмма получила из-за того, что три точки с пометками 

 будут выравнены (т.е. лежащими на одной прямой) в том случае, если эти три переменные удовлетворяют номографической зависимости.

Номограмма из выравненных точек имеет три шкалы



                  

                      




                 

                      

.

Три точки 

, 

, 

 лежат на одной прямой, если выполняется условие




или



Следовательно, номографируемая в виде “выравненных точек” зависимость между переменными 

 имеет вид     


Число переменных здесь 3, но их может быть и больше, если одну, две или все три шкалы заменить бинарными полями. Например, номограмма с двумя шкалами и одним бинарным полем будет содержать 4 переменные. Максимальное число переменных - 6.

Номографическим порядком называют число функций, входящих в номографическую зависимость. В приведенном выше случае номографический порядок равен шести, если ни одна из функций не вырождается в константу. Минимальный номографический порядок равен 3. 

Наконец, жанром номограммы называют число криволинейных шкал, содержащихся в данной номограмме.

В качестве примера построим номограмму из выравненных точек для определения видимой звездной величины m по абсолютной звездной величине М и расстоянию r. Номографируемая зависимость имеет вид:
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В данном случае имеем дело с третьим номографическим порядком, так как число функций только 3. Такая номограмма легко строится с помощью трех параллельных шкал.




                    

                 





             

                


Внешний вид номограммы представлен на рисунке. Схема пользования показана штриховой линией. Так, при М=1.5, r=3 пс, получаем m=-1.1 зв.величины.

Номограммы из выравненных точек иногда входят как элемент более сложных, составных номограмм.

Большое разнообразие различных номограмм рассмотрено в справочных руководствах, в частности, в книге Б.А.Невского “Справочная книга по номографии”.

2.6. Таблицы
Таблица - это список приближенных (или точных) значений какой-либо функции при разных (точных!) значениях аргумента (или аргументов). Входом таблицы называют значения аргументов функции. Шагом называют интервал задания аргумента. Таблицы могут быть с одним или двумя входами. В первом случае она может быть оформлена в виде двух колонок. Например, отношение длины дуги к величине стрелки при различных значениях центрального угла (в градусах) выглядит так: 



  
    


      l / h


     1   
  458.37


     2
  229.19


     3
  152.80


     ....
   .......

Здесь шаг таблицы с одним входом - один градус.

Если шаг невелик, то длина колонки может быть очень большой, что неудобно для пользования. Ее можно сделать более компактной, если использовать параллельно несколько колонок. Например, таблица натуральных логарифмов будет выглядеть компактно, если последняя цифра аргумента вынесена в “шапку” таблицы.

N
      0
      1
      2
     3
 .....
      9 

 1.0
  0.0000
  0.0100
   0.0198
  0.0296
 .....
  0.0862

 1.1
  0.0953
  0.1044
   0.1133
  0.1222
 .....
  0.1740

 1.2
  0.1823
  0.1906
   0.1989
  0.2070
 .....
  0.2546

  ...
      ....
     ...
      ....
     ....
 .....
     ....

Предположим, что пользуясь таблицей, нам нужно определить y=ln1.2135. Шаг нашей таблицы составляет 0.01. Определяем  
 ln 1.21=0.1906

ln 1.22=0.1989
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Записываем столбцом. Предполагая, что закон изменения логарифма на интервале 1.21-1.22 можно заменить отрезком прямой, выполним линейное интерполирование. 

Формула для определения значения функции 

 для аргумента 

 по заданным значениям 

 и 

 соответственно для 

и

 выглядит так:



.        Ее справедливость очевидна из рис.:

Следовательно, 

ln1.2135=0.1906+[0.1989-0.1906]35/100=0.1906+0.0029=0.1935 (точнее ln1.2135=0.19350874)

Прежде, чем прибегать к линейному интерполированию, необходимо убедиться, что это можно делать. Линейное интерполирование можно применять тогда, когда приращение затабулированной функции в соседних интервалах почти не меняется. В нашем случае приращение функции на интервале (1.20; 1.21) равно 0.083, на интервале (1.21; 1.22) равно 0.083, на интервале (1.22; 1.23) равно 0.081. Следовательно, линейное интерполирование правомочно. А вот воспользоваться линейным интерполированием для первой таблицы нельзя. приращение функции на первом шаге равно 229.18, а на втором - 76.39. Различие сильное!

В практике математической обработки астрономических наблюдений пользоваться таблицами для поиска значений элементарных функций, как правило, не приходится, так как программы для их вычисления встроены в любые вычислительные средства начиная с микрокалькулятора и кончая большими ЭВМ. Чаще всего прибегают к таблицам, когда функция не выражается через элементарные функции. Например, функция Лапласа может быть вычислена только с помощью операции интегрирования




Этот интеграл вычисляется приближенно с помощью рядов, а функцию табулируют по аргументу x.

В качестве примера таблицы с двумя входами приведем фрагмент затабулированных значений t((,m), определенных сложным образом:



.

Здесь (, m - аргументы, а t - функция:

m  \   (
   0.10
   0.05
  0.025
  0.020
  0.010
  0.005
  0.001

   .....
     .....
     .....
    .....
    .....
    .....
    .....
     .....

    4
   2.132
   2.776
   3.495
   3.747
   4.604
  5.597
  8.610

    5
   2.015
   2.571
   3.163
   3.365
   4.032
  4.773
  6.869

    6
   1.943
   2.447
   2.969
   3.143
   3.707
  4.317
  5.959

   .....
     .....
     .....
     .....
      .....
    .....
     .....
     .....

Эта таблица широко употребляется при интервальных оценках параметров по наблюдательным данным. Заметим, что m - целые числа с шагом 1. В этом направлении проблемы интерполирования не существует. По аргументу 

 таблица составлена с неравномерным шагом и, кроме того, линейное интерполирование возможно не по всей таблице.

В случае, когда оба входа таблицы имеют достаточно малый шаг, возможно двойное линейное интерполирование. Допустим, что мы имеем таблицу значений z(x,y), фрагмент которой показан на рис.:

    x  \  y  
    ......
       


       


    .....

      .....
    ......
       ......
        ......
    .....

      


    ......
       


       


    .....

      


    ......
       


       


    .....

      .....
    ......
       ......
        ......
    .....

Допустим, что задача состоит в том, чтобы определить z(

), причем 

, 

. Это значение находим внутри области, которую оконтуривают приведенные на рис. значения функции. При двойном интерполировании поступим следующим образом. Сначала проинтерполируем обе колонки на значение x=

 :
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Теперь 

 и 

 лежат в одной колонке таблицы. Проинтерполируем их на значение аргумента y=

:



.

Окончательное значение есть 

. 
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