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Спектральный критерий (условие Неймана) устойчивости разностных схем.

1. Проверить выполнение необходимого спектрального условия Неймана для следующих разностных уравнений:
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1) Рассмотрим разностную задачу Коши:
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Введем разностную равномерную норму на слое: 
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Условие устойчивости по начальным данным имеет вид:
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или
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Для устойчивости задачи Коши (1), (2) по начальным данным необходимо, чтобы условие (5) выполнялось, в частности, если начальная функция является какой-либо гармоникой
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где α – вещественный параметр. Решение задачи (1), (2) при начальном условии (6) имеет вид
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Для определения 
[image: image16.wmf](

)

α

λ

λ

=

 подставим выражение (7) в уравнение (1). В результате получим
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Из соотношения (7) получим равенство
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Для выполнения условия (5) необходимо, чтобы при всех вещественных α выполнялось неравенство
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где с1 не зависимая от α и τ постоянная.

Условие (11) называется необходимым спектральным условием Неймана.

Гармоника 
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 является собственной функцией оператора перехода со слоя s на слой 
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Число 
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 является соответствующим этой гармонике собственным значением оператора перехода. Линия, которую пробегает точка 
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 на комплексной плоскости, когда α пробегает вещественную ось, вся состоит из собственных значений и является спектром оператора перехода.

Согласно необходимому условию устойчивости (11) спектр оператора перехода, соответствующего разностному уравнению задачи (1), (2), должен лежать в круге радиуса 
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 на комплексной плоскости. Если, как в случае задачи (1), (2), спектр (8) не зависит от τ, то условие (11) равносильно требованию, чтобы спектр 
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 лежал в единичном круге
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Спектр задачи (1), (2) представляет собой окружность на комплексной плоскости с радиусом r и центром в точке 
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Замечание 1.
Можно показать, что при 
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 схема (1), (2) является устойчивой, а при 
[image: image38.wmf]1

>

r

 – неустойчивой, т.е. в данном случае необходимое условие устойчивости оказывается достаточно чувствительным, чтобы отделить случай устойчивости от случая неустойчивости.

Замечание 2.
Если необходимое условие Неймана не выполнено, то ни при каком разумном выборе норм нельзя ожидать устойчивости, а в случае его выполнения можно надеяться, что при некотором разумном выборе норм устойчивости имеет место.
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Рис. 1. 

Точкой отмечен центр 0 единичного круга, крестиком – центр 
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 спектральной окружности.
2) Рассмотрим разностную задачу Коши:
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Подставляя (7) в (14), получим
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Спектр представляет собой окружность с центром в точке 
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 и радиусом r. Ни при каком r спектр не лежит в единичном круге. Условие устойчивости (13) всегда не выполнено (см. рис. 2).
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Рис. 2.
3) Рассмотрим разностную задачу Коши:
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Из (7) и (17) получим:
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Поскольку
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то из формулы (19) получается выражение
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Условие Неймана выполнено, если правая часть неотрицательна, т.е. при 
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4) Рассмотрим разностную задачу Коши:
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Подставляя (7) в (23), получим 
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Спектр 
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 заполняет вертикальный отрезок длины 
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Рис. 3.
Если 
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Если же при 
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и условие (11) будет выполнено при 
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Замечание.
Рассмотренные в пунктах 1) – 4) разностные схемы аппроксимиру-ют задачу Коши для однородного уравнения переноса
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При этом разностные задачи Коши (1), (2) и (14), (15) аппроксимируют задачу (26), (27) с порядком 
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, т.е. первым порядком по τ и первым порядком по h, а задачи (17), (18) и (23), (24) с порядком 
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, т.е. первым порядком по τ и вторым порядком по h.

5) Рассмотрим разностную задачу Коши:
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Подставляя выражение (7) в разностное уравнение (28), будем иметь
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Используя (20), получим
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При изменении α число λ(α) пробегает отрезок 
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 вещественной оси (см. рис. 4).
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Рис. 4.

Для устойчивости необходимо, чтобы этот отрезок лежал в единичном круге, т.е. чтобы выполнялось неравенство 
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6) Рассмотрим теперь разностную задачу Коши следующего вида:
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Выкладки, аналогичные проделанным в предыдущем пункте, приводят к выражению:
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Спектр задачи (33), (34) заполняет отрезок 
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вещественной оси и условие (13) выполнено при любом r.

Замечание.

Рассмотренные в пунктах 5) и 6) разностные схемы аппроксимиру-ют с порядком 
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 задачу Коши для однородного уравнения теплопроводности:
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Разностная схема (28), (29) является условно устойчивой явной схемой при выполнении условия (32), т.е. 
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7) Рассмотрим разностную задачу Коши:
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Зададим начальную функцию ψn,m в виде двумерной гармоники 
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Подставляя (41) в (39), получим
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При изменении α и β точка 
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[image: image102.wmf]1

8

1

£

l

£

-

r

 вещественной оси. Условие устойчивости (13) выполняется, если 
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Замечание.

Разностная задача (39), (40) аппроксимирует с порядком 
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8) Рассмотрим разностную задачу Коши:
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Из формул (7) и (45) получим следующее уравнение для определения λ:


[image: image110.wmf]0

1

2

sin

2

1

2

2

2

2

=

+

l

÷

ø

ö

ç

è

æ

a

-

-

l

r

, где 
[image: image111.wmf]h

r

t

=

.                   (48)

Так как произведение корней уравнения (48) равно единице, то если его дискриминант 
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отрицателен, то корни 
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Рис. 5.
Замечание.

Разностная задача (45) – (47) аппроксимирует с порядком 
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