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Решение задач 1 – 12.

1. Методом усреднения решить приближенно задачу
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Решение:
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умножая первое уравнение на 
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 и складывая, получим:
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умножая первое уравнение на 
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Усредненная система:
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Находим: 
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Ответ:
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2. Построить с точностью О(() (т.е. с остаточным членом О(()) асимптотику решения z(t,() следующей начальной задачи на отрезке 
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Решение:

Так как система не содержит переменного у, будем иметь плоскую картину на плоскости t, z (рис. 1).
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Рис. 1.                                           Рис. 2.

Из уравнения 
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, т.е. корень 
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 условию устойчивости не удовлетворяет. Таким образом, 
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Отсюда 
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 и, следовательно,
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Итак,
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График соответствующей интегральной кривой изображен на рис. 2.

3. Пусть по реке вместе с водой переносятся сброшенные в реку отходы химического производства. Пренебрегая шириной реки по сравнению с длиной, будем считать движение воды одномерным. Направим ось x вдоль реки. Пусть q(x) – поток воды, проходящий через сечение с координатой х. Река вбирает потоки, поэтому q(x), вообще говоря, меняется с ростом х. Пусть в момент 
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 сливаются сбросы в количестве f(t). Эти сбросы переносятся течением и частично оседают на дно. Пусть в единицу времени на единицу длины реки количество осаждающегося вещества равно (u(x,t), где ( – коэффициент, а u(x,t) – количество взвешенного загрязняющего вещества на единицу длины реки. Требуется рассчитать количество вещества u(x,t) в реке при 
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Решение:

Выведем уравнения переноса вещества, считая, что функция и непрерывна и имеет непрерывные частные производные. Для этого рассмотрим баланс вещества в слое от х до 
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. Он описывается, с точностью до малых высшего порядка, соотношением
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Первое слагаемое в правой части учитывает потоки вещества: 
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 – выходящий из слоя. Последнее слагаемое в правой части – количество осаждающегося на дно вещества. Разделив соотношение баланса на 
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. Отсюда приходим к уравнению вида:


[image: image55.wmf]bu

x

u

q

t

u

-

=

¶

¶

+

¶

¶

,

где 
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Решим задачу (1). Для этого составляем уравнение характеристик 
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. Находим первый интеграл этого уравнения
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Вводим переменную τ, пользуясь условием: 
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τ по своему физическому смыслу – это время запаздывания прихода загрязнения в точку х из точки х0. Соотношение (3) определяет х как некоторую функцию τ: 
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где 
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Из (2), (3) следует, что область изменения 
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. Получаем дополнительные условия для функции υ в виде
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Таким образом, задача Коши для функции υ получилась в форме (4), (5).

Решая линейное обыкновенное дифференциальное уравнение (4) с дополнительными условиями (5) при различных значениях параметра С, находим
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Используем равенство
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Подставляя явное выражение 
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 и переходя к старым переменным х, t в (6), находим решение поставленной задачи (1):
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В частном случае при 
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Решение в точке х «повторяет» функцию 
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4. Пусть через слой 
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 пористого сорбента в направлении оси х проходит поток воздуха со скоростью q, переносящий газообразное химическое вещество. Пусть С(х,t) – концентрация вещества в порах, а(x,t) – на поверхности сорбента. Эти концентрации связаны соотношением 
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Решение:

С точностью до малых высшего порядка баланс вещества в слое 
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Отсюда следует, что процесс сорбции описывается уравнением 
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Уравнение принимает более простой вид, если перейти к локальному времени 
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Подставляя а в первое уравнение, имеем
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Это квазилинейное уравнение. Для его решения составляем уравнение характеристик:
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Первые интегралы уравнения характеристик будут
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Множество S, на котором заданы дополнительные условия, состоит из двух лучей (
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Либо 
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Рассмотрим первый случай, когда 
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Из (4) проекция характеристики на плоскость ξ, τ определяется соотношением 
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Из (5) видно, что при 
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Из (6) наклон проекции характеристик 
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Рис. 1.

Таким образом, найдено решение при всех значениях τ*.

Возвращаясь к исходным переменным, получаем
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5. Решить задачу Коши:
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Решение:

Составляем уравнения характеристик:
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Отсюда находим первые интегралы:
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Множество S, на котором заданы дополнительные условия, состоит из двух полупрямых (
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где х*, t* - значение координат в точке пересечения характеристики с поверхностью S.

Рассмотрим соотношения (1) при 
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Отсюда при 
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Рис. 1.

При 
[image: image167.wmf]1

*

t

t

>

 из условия задачи и (1) имеем


[image: image168.wmf]ï

î

ï

í

ì

>

=

=

=

-

.

   

,

0

,

,

1

*

*

1

1

*

t

t

x

u

u

u

kt

x

ktu


Отсюда получаем: 
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Как видно из рисунка, линия разрыва начинается сразу от границы из точки 
[image: image173.wmf](

)

0

 

,

0

. Кроме того, 
[image: image174.wmf]0

=

u

 в области 3. Получаем, что линия разрыва определяется условием 
[image: image175.wmf]u

k

t

x

2

d

d

=

, где в качестве и нужно выбирать значение этой функции на характеристиках, подходящих к разрыву из областей 1 и 2. Отсюда линия разрыва, разделяющая области 2 и 3, определяется уравнением


[image: image176.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

=

α

4

2

α

2

d

d

2

k

x

t

t

k

t

x

.

Нетрудно видеть, что решением этого уравнения, удовлетворяющим условию 
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Ответ:
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6. Поток воздуха имеет скорость υ. С потоком переносится вещество, при этом происходит диффузия вещества в воздухе. 

Концентрация вещества при 
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Кроме этого: в случае а) с воздухом переносится источник, выделяющий постоянное количество вещества в единицу времени. При 
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в случае б) происходит осаждение вещества на стенки пропорционально концентрации вещества в сечении.

Требуется найти концентрацию вещества в обоих случаях, считая задачу одномерной по координате.

Решение:

Пусть 
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В случае а) процесс описывается уравнением:
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В случае б):
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Требуется найти решения этих уравнений, удовлетворяющие начальным условиям:
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Введем новые координаты 
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После перехода к новым переменным получаем задачу а):
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В задаче б) введем новую функцию 
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Имеем:
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Решение а):
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Решение б):
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– функция источника для уравнения теплопроводности на бесконечной прямой.

Вычислим интегралы:
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Обозначая 
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И интеграл:
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Таким образом:
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Ответ: а) 
[image: image222.wmf](

)

(

)

(

)

t

t

x

I

t

t

x

I

t

x

u

 

,

 

,

 

,

2

1

u

u

-

+

-

=

;

б) 
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7. Задача о температурных волнах.

Найти распределение температуры земли с глубиной, считая поверхность Земли плоской, землю однородной средой, температуру на поверхности 
[image: image224.wmf]t
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Решение:

Пусть х – расстояние вглубь Земли, отсчитанное от поверхности, 
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Требуется найти ограниченное установившееся периодическое по t решение (задача без начальных условий).

Естественно искать решение в виде волны, в то же время удобно, если оно будет представлять собой произведение функций, зависящих только от х и только от t. Эти требования можно совместить, если представить решение в комплексном виде.

Ищем 
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Из двух последних условий находим 
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Решение является ограниченным, если 
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Ответ: 
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8. Плоский источник малых возмущений движется равномерно с дозвуковой скоростью вдоль цилиндрической неограниченной трубки с газом. Считая, что возмущение давления в том месте, где находится источник в момент 
[image: image238.wmf]0
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, является известной функцией времени f(t), найти колебания газа слева и справа от источника, если  начальный момент времени газ был в невозмущенном состоянии, а источник находился в точке 
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[image: image240.wmf]t

p

ω

sin

=

D

.

Решение:

Обозначим 
[image: image241.wmf](
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 – плотность газа; ρ0 – плотность при равновесии; 
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Напишем закон сохранения вещества для элемента газа, занимавшего в положении равновесия участок 
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Разделив на Δх и переходя к пределу, получаем 
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Второй закон Ньютона имеет вид:
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Изотерма уравнения состояния газа:
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По условию задачи колебания малые. Удерживая члены первого порядка малости, из (1) – (3), получаем:
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Отсюда 
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 (первое уравнение выполнено всюду, кроме точки 
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В области 
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Как известно, общее решение уравнения колебаний имеет вид:
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Очевидно, что в рассматриваемом случае можем искать решение в виде волны, уходящей от границы:
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Подставляя такой вид решения в начальные и граничные условия, находим:
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отсюда
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интегрируя последнее уравнение, получаем
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Следовательно,
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Аналогичным образом решаем задачу в области 
[image: image267.wmf]t
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. Здесь решение ищем в виде:
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Получаем ответ:
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В частности, при 
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Имеет место эффект Доплера: по направлению движения источника частота волны 
[image: image272.wmf]ω
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; в обратном направлении: 
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9. Найти температуру стержня 
[image: image274.wmf]l
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 с теплоизолированной боковой поверхностью, имеющего форму усеченного конуса, пренебрегая искривлением изотермических поверхностей, если температура концов стержня поддерживается равной нулю, а начальная температура стержня произвольна.

Решение:
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Если пренебрегать искривлением изотермических поверхностей, считать температуру 
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где 
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Отсюда
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Граничные и начальные условия
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Из (1) имеем
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Вводим функцию 
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Решая задачу для υ и возвращаясь к и, находим
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10. Свести к вариационной задаче следующую дифференциальную:
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Построить алгоритм решения вариационной задачи с помощью метода Ритца путем разложения по системе функций 
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Решение задачи (1), (2) существует и единственно.

Рассмотрим функционал 
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где и удовлетворяет условиям (2).

Экстремали этого функционала определяются уравнением Эйлера, которое совпадает с (1). Условие Лежандра 
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2) Сводим вариационную задачу к алгебраической. Обозначим 
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Условие минимума 
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Однородная система (4) имеет лишь тривиальное решение, и, тем самым, решение неоднородной системы единственно. 

Из (4) находим Сi и тем самым 
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Обозначим 
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Из пункта 2) следует, что 
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 – минимизирующая последовательность. Отсюда
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Следовательно,
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при достаточно большом k.

При этом из (5) получаем 
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Итак, последовательность функций 
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определяются при каждом k из (4), равномерно сходится к решению задачи (1).

11. Решить в области x>0, y>0, используя функцию Римана:
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Решение (1) определяется выражением
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где  υ – функция Римана, а интеграл от А до В проходится по участкам границ 
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Подставляем в (2) граничные условия задачи (1), получаем
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Нетрудно проверить, что найденное решение удовлетворяет граничным условиям задачи (1).
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Ответ:
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12. Решить краевую задачу: 
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Решение:

Характеристическое уравнение для (1) имеет вид 
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Отсюда либо 
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либо
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Рассмотрим случай (2). Для этого уравнения в частных производных первого порядка уравнением характеристик будет 
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Отсюда первый интеграл уравнения (2):
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Аналогично первый интеграл (3):
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Согласно общему методу приведения уравнения в частных производных второго порядка к каноническому виду следует взять новые переменные 
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Представляем (4) в виде 
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Общее решение этого уравнения
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Подставляя в таком виде и в условия (5), получаем систему двух уравнений для определения функций f и g:
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Решая эту систему, находим
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