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±�¯ ´�¼�¹�½tµ)¹�¼�¶;±�´)´�¼1½t¸1� º1³°ÄFÄÇ¶�³°Ä°Ü�¼�Æ)¯)µ3ªdÃ�¼�»�¸	Æ)µ)¶"!O³Ç³Ç® Å ¹�±�®°Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ�³�¼ÇÜ�´�¼�Á�±�¹�±�½�³°·1¹)µ)Æ�³Ç®°¯	¼1³1ª
Z´�Ü�³°¯�®g½�³°¹���±�´)µ)ßrÜ)»�Å+´�³°û6¼xÄ�±�Á)µ�®°á ¶;±�³°·�®ýÅT®¾»�³¾Ü�¸	ÿ$#&µ�½<¼1º�¹�±�Ä6¼1½�C

s2 = expS2 − 1
K ãh]

6&¼�¹�½t¸�»�á K Ýh]Ó·�±�¯)²g³@µ)Ä6½�³°´)Å�·�®ýÅ�C

µ = 1 σ2 = µ2 γ1 =
µ3

(µ2)3/2
γ2 =

µ4

µ2
2

− 3
K «�(h]

�@±O¹)µ�®°¸	´)¯�³gÂ&Á�¼�¯	±�Ä�±�´)á Á)¹)µ�½�³°¹)á ¹�±�®°Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)ß���Á�¼�»�¸	Æ�³°´)´)áâË9¶x¹�³°ÄÇ¸�»�à�·�±�·�³&½�¼ÇÜ�³¾»�µ)¹�¼�¶;±�´)µ)Å
µ�®Ç¼1¼�·1¶�³°·�®°·1¶1¸	ÿ$#&µ�Ë�µ�½ Á�¼GÁ�±�¹�±�½�³°·1¹�±�½ ·�³Ç¼�¹�³°·1µ)Æ�³Ç®°¯)µ�Ë#¹�±�®°Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)ß#Ü)»�Å#®¾»�¸�Æ�±�³°¶�®¾»h±�º�áâË/µ
®°µ�»�à1´)áâËG½�³°¹���±�´)µ)ß3ª�Ã@±�¹�±�½�³°·1¹)á ·1¸	¹�º�¸�»�³°´)·1´�¼1®°·1µ�´�±�ÜGÁ)¹)µ)¶�³¾Ü�³°´)á ´�±�ÜG¹)µ�®°¸	´)¯	±�½tµ0K�T\(º� ¹�±�Ü�µ)¸�®
6g¹)µ�Üh±SÜ)»�Åx®¾»�¼6Å/�"!�� ¶1áå®Ç¼�·�±�®¾»�¼6Å,]¾ª1é µ�Ü�´�¼���Æ)·�¼Z¹�±�®°Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)Å5äÇ·1µ5¼�·�»�µ)Æ�±�ÿS·�®ýÅ���Á)¹)µ)Æ�³Ç½F¼�·6»�µ)Æ)µ�³
û6¼�¹�±�Ä°Ü�¼Zº1¼�»�à"!&³ ¶Z®¾»�¸�Æ�±�³ ®°µ�»�à1´)áâË&½�³°¹���±�´)µ)ß3ª1ÃZ¹�³¾Ü�½�³°·�¼1½mäÇ·�¼�ßOû »h±�¶1á/Å�¶�»�Å)³°·�® Å&¹�³�!&³°´)µ�³ ¶�¼�Á)¹�¼1®6±4�
Å�¶�»�Å)³°·�® Å+»�µräÇ·�¼5¼�·�»�µ)Æ)µ�³^®°·�±�·1µ�®°·1µ)Æ�³Ç®°¯)µTÄÇ´�±6Æ)µ�½táå½ ª
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À�µ�®1ª�Ì<C I ±�¶1µ�®°µ�½�¼1®°·1à^±�®°µ�½�½�³°·1¹)µ)µ(¼�·dÜ�µ�®°Á�³°¹�®°µ)µ3ª1Ã�¼�ûÇ¹�³�!&´�¼1®°·1à@¼�Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)Åx¼6²xµ�Üh±�³Ç½�¼�ß(±�®°µ�½�½�³°·*�
¹)µ)µ�K Æ�³°¹)´�±�Å9Á)¹�³°¹)á ¶1µ�®°·�±�Å_¯)¹)µ)¶;±�Å�] ¼�¯	±�Ä�±�»h±�®°àJ¼�Æ�³°´)àJ½Ð±�»h±4�)·�±�¯9Æ)·�¼x´�±&¹)µ�®°¸	´)¯�³^¼�´�±&´�³ZÁ�¼�¯	±�Ä�±�´�±�ª
Êk¼�Æ)¯�±�½tµ�®5µ)´)·�³°¹)¶;±�»h±�½tµ�¼*!&µ�º1¼�¯GÁ�¼�¯�±�Ä�±�´)á ½�¼6Ü�³¾»�à1´)áå³5Üh±�´)´)áå³"�kÆ�³°¹)´�±�ÅG®°Á�»�¼*!g´�±�ÅG¯)¹)µ)¶;±�Å_�dµ�Ë
±�Á)Á)¹�¼�¯�®°µ�½Ð±��)µ)Å7ª�Ã�¼xû6¼�¹)µ)Ä6¼�´)·�±�»�à1´�¼�ßæ¼1®°µ_¼�·�»�¼6²g³°´mµ)´�Ü�³°¯�®g½�³°¹���±�´)µ)ß3ª

# ���	����	��)�����Z�C�;£�¡����Ö�C���Ð�1�� �����î1��¡��)��¢�¡����Ð�1���;���3� éâ³¾»�µ)Æ)µ)´�±r±�®°µ�½�½�³°·1¹)µ)µG»�¼�û¾±�¹)µ��@½tµ)Æ�³��
®°¯)µr´�¼�¹�½Ð±�»�à1´�¼�û6¼(¹�±�®°Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)År»�³°ûÇ¯�¼5¶1á ¹�±�²&±�³°·�® ÅTÆ�³°¹�³°Ä^³°û6¼OÜ�µ�®°Á�³°¹�®°µ)ÿ�C

γ1 = (σ2)3/2 + 3 (σ2)1/2 K «1«�]
é äÇ·�¼1½ Á)¸�´)¯)·�³x½tá Á)¹�¼�¶�³°¹)µ�½��3¶1á Á�¼�»�´)Å�³°·�®ýÅæ»�µ�·�±�¯�±�Å�Ä�±�¶1µ�®°µ�½�¼1®°·1à9Ü)»�Å�½�¼ÇÜ�³¾»�à1´)áâËæÜh±�´)´)áâË�ª

ÛTá º�¸�Ü�³Ç½ ®°¹�±�¶1´)µ)¶;±�·1àò�%$Ð����Æ"� È�ý��^ÄÇ´�±6Æ�³°´)µ)Å!±�®°µ�½�½�³°·1¹)µ)µ
γx1

K ·�ª ³1ªt¹�±�®Ç®°Æ)µ)·�±�´)´)áå³9Á�¼%�@¼�¹�½t¸�»�³
K «1«�]P] µº�>� Æ�û,üh¹�ý����)¹�±�®Ç®°Æ)µ)·�±�´)´)áå³^¶5®Ç¼1¼�·1¶�³°·�®°·1¶1µ)µæ®�¼�Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ�³Ç½ K «�(h]

γo1
ª

ÃZ¹)µXäÇ·�¼1½�½tá º�¸�Ü�³Ç½�µ�® Ë;¼6Ü�µ)·1àOµ)Ädä6½tÁ)µ)¹)µ)Æ�³Ç®°¯)µ�Ë¾��³°´)·1¹�±�»�à1´)áâË+½�¼1½�³°´)·�¼�¶���¼*��³°´�³°´)´)áâË(Á�¼^´�³°Ä�±��
¶1µ�®°µ�½�¼�ß_¶1áåº1¼�¹)¯	³^¼1º*Ï3³Ç½Ð±

n
8¬«1«�: ª

mr =
1

n

n∑

i=1

(xi − µ)r
K «6©h]

Ê�±�¯)µ�³_¼*��³°´)¯)µ�¼1º�»h±�Üh±�ÿC·G´�³°¯	¼�·�¼�¹�¼�ß�Á�¼�ûÇ¹�³�!&´�¼1®°·1à1ÿ&ª`;g¼�Á)¸�®°·1µ�½
mr

� ¼*��³°´)¯�±_��³°´)·1¹�±�»�à1´�¼�û6¼
½�¼1½�³°´)·�±

µr
ª	Êk¼�û Üh±&¶�³¾»�µ)Æ)µ)´�±

mr
º�¸�Ü�³°·OÁ�¼ÇÜ�Æ)µ)´)Å�·1à�® Å+´�¼�¹�½Ð±�»�à1´�¼1½t¸X¹�±�®°Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)ÿÖ®CÁ�±�¹�±�½�³°·1¹�±��

½tµ�8wã�:HC

Mmr = µr
K «6¿h]

Dmr =
1

n

[
µ2r − 2rµr−1µr+1 − µ2

r + r2µ2µ
2
r−1

]
,

K «°É@]
û Ü�³

r
� Á�¼�¹;Å	Ü�¼�¯J½�¼1½�³°´)·�±�ª;éâ³¾»�µ)Æ)µ)´)¸

εmr =
√
Dmr

½tá!µJº�¸�Ü�³Ç½F®°Æ)µ)·�±�·1àg®°¹�³¾Ü�´�³°ß5¯)¶;±�Ü�¹�±�·1µ)Æ�³Ç®°¯	¼�ß
Á�¼�ûÇ¹�³�!&´�¼1®°·1à1ÿÈ¼�Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)ÅG½�¼1½�³°´)·�±

mr
ª7Ê�±�¯G¯	±�¯G¶�³¾»�µ)Æ)µ)´)á

γx1
µ
γo1
Ä�±�¶1µ�®ýÅ�·T¼�·r½�¼1½�³°´)·�¼�¶��3·�¼

¼�´)µr·�±�¯)²g³^¼�Á)¹�³¾Ü�³¾»�Å�ÿC·�® Å_®Z´�³°¯	¼�·�¼�¹�¼�ßTÁ�¼�ûÇ¹�³�!&´�¼1®°·1à1ÿOª
d ²xµ�Üh±�³Ç½Ð±�Å ±�®°µ�½�½�³°·1¹)µ)Å ¹�±�®Ç®°Æ)µ)·1á ¶;±�³°·�®ýÅ µ)ÄæÜ�µ�®°Á�³°¹�®°µ)µ��å®¾»�³¾Ü�¼�¶;±�·�³¾»�à1´�¼��å¶!®Ç¼1¼�·1¶�³°·�®°·1¶1µ)µ ®

�@¼�¹�½t¸�»�¼�ßÒK «°É@] ³�3@¼*!&µ�º�¯	±x®°¶1Å�Ä�±�´�±(®�¼*!gµ�º�¯	¼�ßT¼�Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)Å9Ü�µ�®°Á�³°¹�®°µ)µ

εσ2 = εmr =

√
1

n

[
µ4 − 4µ3 − µ2

2 + 4µ2

] K «6ëh]
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À�µ�®1ª�Ý4C I ±�¶1µ�®°µ�½�¼1®°·1àJäÇ¯	®���³Ç®Ç®6±5¼�·xÜ�µ�®°Á�³°¹�®°µ)µ3ª � ³°¹)´�±�Å9¯)¹)µ)¶;±�Å?� ·�³Ç¼�¹�³°·1µ)Æ�³Ç®°¯�±�Å_Ä�±�¶1µ�®°µ�½�¼1®°·1à(Ü)»�Å
»�¼�û�� ´�¼�¹�½Ð±�»�à1´�¼�û6¼J¹�±�®°Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)Å�ª>'Z¹)¸	²x¯)µ�� ½�¼6Ü�³¾»�à1´)áå³�Üh±�´)´)áå³1ªhÃ�¼Oû6¼�¹)µ)Ä6¼�´)·�±�»�à1´�¼�ß�¼1®°µr¼�·6»�¼��
²g³°´_µ)´�Ü�³°¯�®^½�³°¹���±�´)µ)ß3ª

®¾»�³¾Ü�¸	ÿ$#&µ�½<¼1º�¹�±�Ä6¼1½�C

εγx1 =
∂γx1
∂σ2

εσ2 =

[
3

2
(σ2)1/2 +

3

2
(σ2)−1/2

]
εσ2

K «6Âh]
Ê�³°Á�³°¹)àZ¼�Á)¹�³¾Ü�³¾»�µ�½æ¼*!&µ�º�¯)¸@¹�³6±�»�à1´�¼�ß5±�®°µ�½�½�³°·1¹)µ)Å7ª1ÞÓ´�±6Æ�±�»h±SÁ)¹)µ)¶�³¾Ü�³Ç½��^¼�¹�½t¸�»�¸@¼*!&µ�º�¯)µ&¼�Á)¹�³��

Ü�³¾»�³°´)µ)Å9·1¹�³°·1à�³°û6¼³��³°´)·1¹�±�»�à1´�¼�û6¼X½�¼1½�³°´)·�±4C

εm3 =

√
1

n

[
µ6 − 6µ2µ4 − µ2

3 + 9µ3
2

] K «�Ì"]
ZÄ K «�(h]J®¾»�³¾Ü�¸�³°·�� Æ)·�¼!¼*!&µ�º�¯	±!±�®°µ�½�½�³°·1¹)µ)µ ®°¶1Å	Ä�±�´�±/®æ¼*!&µ�º�¯	±�½tµ ¼�Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)Å ·1¹�³°·1à�³°û6¼/µ

¶1·�¼�¹�¼�û6¼³��³°´)·1¹�±�»�à1´)áâËr½�¼1½�³°´)·�¼�¶J·�±�¯�C

εγo1 =

√(
∂γo1
∂m2

εm2
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(
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∂m3

εm3

)2

=

√
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4
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2 m2
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K «6Ýh]
Z·�±�¯���®gÁ�¼1½�¼*#&à1ÿ �@¼�¹�½t¸�» K «1«�]dµ K «�(h]dº�áâ»�µm¶1á Æ)µ�®¾»�³°´)á ¼6²xµ�Üh±�³Ç½táå³Oµm¹�³6±�»�à1´)áå³OÄÇ´�±ÇÆ�³°´)µ)Å

±�®°µ�½�½�³°·1¹)µ)µ&Ü)»�Åg½�¼6Ü�³¾»�à1´)áâË^Üh±�´)´)áâË7ª�Ê�±�¯)²g³â®ÐÁ�¼1½�¼*#&à1ÿ¨�@¼�¹�½t¸�»¸K «6Âh]3µ K «6Ýh]�¶1á Æ)µ�®¾»�³°´)á!®°¹�³¾Ü�´)µ�³
¯)¶;±�Ü�¹�±�·1µ)Æ)´)áå³å¼*!&µ�º�¯)µxµ�Ë&¼�Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)Å7ª�À�³°ÄÇ¸�»�à�·�±�·1á#Á)¹�³¾Ü�®°·�±�¶�»�³°´)á<´�±C¹)µ�®1ªuÌ	ª"'@±�²OÜh±�Åx½�¼ÇÜ�³¾»�à1´�±�Å
·�¼�Æ)¯	±d®Ç¼1¼�·1¶�³°·�®°·1¶1¸�³°·C¼6Ü�´�¼�¹�¼ÇÜ�´�¼1½t¸@¹�Å	Ü�¸Cµ)Ä6½�³°¹�³°´)µ)ßgÁ�¼�·�¼�¯	±å¶å¼ÇÜ�´�¼�ß&±�Á�³°¹)·1¸	¹�³�Á)¹)µ��@µ)¯�®°µ)¹�¼�¶;±�´)´�¼1½
Á)¹�¼"��µ�»�³�·1¸	¹�º�¸�»�³°´)·1´�¼1®°·1µ3ª

Ê�±�¯)²g³m½tá�®°¹�±�¶1´)µ�»�µ äÇ¯�®���³Ç®Ç®_½�¼6Ü�³¾»�à1´�¼�û6¼�µ<·�³Ç¼�¹�³°·1µ)Æ�³Ç®°¯�¼�û6¼�¹�±�®°Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)ß3ª d ·�½�³°·1µ�½��{Æ)·�¼
äÇ¯�®���³Ç®Ç®@»�¼�û�� ´�¼�¹�½Ð±�»�à1´�¼�û6¼(¹�±�®°Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)ÅT·�±�¯)²&³@Ä�±�¶1µ�®°µ)·(¼�·

σ2 ª

γ2 = σ8 + 6σ6 + 15σ4 + 16σ2.
K «6ãh]

À�³°ÄÇ¸�»�à�·�±�·XÁ)¹�³¾Ü�®°·�±�¶�»�³°´m´�±OûÇ¹�±*��µ)¯�³gÝ�ª
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é µ)´)·�³°¹)¶;±�»�³xµ)´�Ü�³°¯�®Ç¼�¶T½�³°¹���±�´)µ)ß
s2 > 0.1

·�³Ç¼�¹�³°·1µ)Æ�³Ç®°¯)µ�³xÄÇ´�±ÇÆ�³°´)µ)Å K Á)¹�³¾Ü�®°¯	±�Ä�±�´)´)áå³�]g±�®°µ�½v�
½�³°·1¹)µ)µ(®°¸<#&³Ç®°·1¶�³°´)´�¼@¶1áâË;¼ÇÜ�Å�·^Ä�±CÁ)¹�³¾Ü�³¾»�á#Á�¼�ûÇ¹�³�!g´�¼1®°·1µ(¼�Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)Å(¹�³6±�»�à1´)áâËOÄÇ´�±6Æ�³°´)µ)ß3ª d ·�½�³��
·1µ�½���Æ)·�¼åÁ)¹)µg½�³°´)à"!&µ�Ë^µ)´�Ü�³°¯	®6±�Ëg½�³°¹���±�´)µ)ß&¼*!&µ�º�¯)µO½�¼ÇÜ�³¾»�µ)¹�¼�¶;±�´)µ)ÅO´�³ÐÁ�¼�ÄÇ¶�¼�»�Å�ÿC·C® Ü�³¾»h±�·1àS¯�±�¯�¼�ß4�
·�¼^¼�Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)´)á ß+¶1á ¶�¼6Ü+¼@®Ç¼�¶1Á�±�Ü�³°´)µ)µr±�®°µ�½�½�³°·1¹)µ)ß3ª4��¼��;®°¸�Ü�ÅxÁ�¼@ûÇ¹�±*�@µ)¯)¸h��¶1µ�Ü�´�¼���Æ)·�¼&½�¼ÇÜ�³¾»�à1´�±�Å
µæ·�³Ç¼�¹�³°·1µ)Æ�³Ç®°¯	±�Å�Ä�±�¶1µ�®°µ�½�¼1®°·1µ�´�³O®¾»�µ)¶;±�ÿC·�® Åæ¶9¼ÇÜ�´)¸�ª�K «1«�]dÅ�¶�»�Å�³°·�®ýÅT´�³Ç¼1º6Ë;¼ÇÜ�µ�½táå½ ¸�®¾»�¼�¶1µ�³Ç½ Ü)»�Å
·�¼�û6¼��)Æ)·�¼1º�áÖ½�³°¹���±�´)µ)ÅrÁ�¼ÇÜ�Æ)µ)´)Å	»�µ�®°àJ»�¼�û�� ´�¼�¹�½Ð±�»�à1´�¼1½t¸r¹�±�®°Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)ÿ&ª�;^¹)¸	ûÇµ�½tµT®¾»�¼�¶;±�½tµ���³Ç®¾»�µ
¼�´�¼�´�³d¶1á Á�¼�»�´�³°´�¼�K Æ)·�¼^µ�½�³Ç³°·g½�³Ç®°·�¼@¶@Üh±�´)´�¼1½G®¾»�¸	Æ�±�³�]���·�¼@½�¼�²x´�¼^û6¼�¶�¼�¹)µ)·1à&¼�·�¼1½���Æ)·�¼@½�³°¹���±�´)µ)Å
äÇ·�¼1½t¸�¹�±�®°Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)ÿ ´�³XÁ�¼6Ü�Æ)µ)´)Å	ÿC·�® Å7ªâÞ Ü�¹)¸	û6¼�ß<®°·�¼�¹�¼�´)á���¶�®Ç³9½�¼6Ü�³¾»�à1´)áå³9·�¼�Æ)¯)µ!¶�Á)¹�³¾Ü�³¾»h±�Ë
¼*!&µ�º1¼�¯9»�³°û »�µTÁ)¹)µ�½�³°¹)´�¼x´�±x¼ÇÜ�´)¸+¯)¹)µ)¶1¸	ÿ&ª,=�3ZÁ�±�¹�±�½�³°·1¹)á�C

γ1 = 0.66 × (σ2)3/2 + 2.09 × (σ2)1/2 K ©"(h]
I ±�¶1µ�®°µ�½�¼1®°·1àräÇ¯	®���³Ç®Ç®6±JÜ)»�Åm½�¼6Ü�³¾»�à1´�¼�û6¼9¹�±�®°Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)Å�³�#&³Oº1¼�»�³Ç³O®°¸<#&³Ç®°·1¶�³°´)´�¼+¼�·1¯�»�¼�´)Å)³°·�® Å

¼�·5·�³Ç¼�¹�³°·1µ)Æ�³Ç®°¯	¼�ß3ª

Í^¡��)�����;�����!¡��)��¢�¡��1�����t������¦ ¢�� Ï�¡���£��;¡��'&)(r�)�Ð�S�hî1��¡����h�	üÇÍg�S��¡����h��� d Á)µ�®6±�´)´)á ß/¶1á�!&³
¯)¹)µ)·�³°¹)µ)ß�®°¹�±�¶1´�³°´)µ)Å!¹�±�®°Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)ß ´�³°¯�¼�´)¯)¹�³°·�³°´��Ó³°û6¼�¼�Æ�³°¶1µ�Ü�´)áå½ ½tµ)´)¸�®Ç¼1½ Å�¶�»�Å)³°·�® Å/Ë;¼�·�Å/º�á
¼�·�®°¸	·�®°·1¶1µ�³^®°Á�¼1®Ç¼1º�±x¼�Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)ÅT¶�³°¹�¼6Å�·1´�¼1®°·1µm¼*!&µ�º�¯)µrÁ�³°¹)¶�¼�û6¼(¹�¼ÇÜh±7� ¶�³°¹�¼6Å�·1´�¼1®°·1µæ¼�·1¶�³°¹)ûÇ´)¸�·1à
¶�³°¹)´�¼1³&¹�±�®°Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ�³1ª3Ê�±�¯æ¯�±�¯m²&³O¼�Á)¹�³¾Ü�³¾»�µ)·1à9¸�Ü�¼�¶�»�³°·1¶�¼�¹�Å	ÿC·+»�µ�½�³°¹���±�´)µ)Å_»�¼�û�� ´�¼�¹�½Ð±�»�à1´�¼1½t¸
¹�±�®°Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)ÿ+*?;@»�Å/¼ÇÜ�´�¼�ÄÇ´�±6Æ)´�¼�û6¼F¸�®°·�±�´�¼�¶�»�³°´)µ)Å!äÇ·�¼�û6¼��g±�¯)·�±m½táÈ®°¹�±�¶1´)µ�»�µ!·�³Ç¼�¹�³°·1µ)Æ�³Ç®°¯�¼1³9µ
½�¼ÇÜ�³¾»�à1´�¼1³5¹�±�®°Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)ÅmÁ)¹)µæÁ�¼1½�¼*#&µæ¯)¹)µ)·�³°¹)µ)Å%'�¼�»�½�¼�û6¼�¹�¼�¶;±��ùÞ ½tµ)¹)´�¼�¶;± 8¬«1«�: ª>�@±�Á�¼1½t´)µ�½ ³°û6¼
®°¸	·1à�ª

� ¸�Ü�³Ç½#Á)¹�¼�¶�³°¹�Å�·1à9ûÇµ)Á�¼�·�³°ÄÇ¸m¼X·�¼1½���Æ)·�¼X´�±�!O±J¶1áåº1¼�¹)¯	±¾� ½�¼ÇÜ�³¾»�à1´)áå³&Üh±�´)´)áå³"��¸�Ü�¼�¶�»�³°·1¶�¼�¹;Å)³°·
»�¼�û�� ´�¼�¹�½Ð±�»�à1´�¼1½t¸_¹�±�®°Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)ÿOª�é äÇ·�¼1½<¯)¹)µ)·�³°¹)µ)µæ¼1®°´�¼�¶1´)¸�ÿ ¹�¼�»�àJµ)ûÇ¹�±�³°·J·�±�¯_´�±�ÄÇá ¶;±�³Ç½Ð±�Åm÷R�
®°·�±�·1µ�®°·1µ)¯�±4��¯	¼�·�¼�¹�±�Å_¼�Á)¹�³¾Ü�³¾»�Å)³°·�® Åm®¾»�³¾Ü�¸�ÿ&#gµ�½!¼1º�¹�±�Ä6¼1½�C

Dn = sup
−∞<x<∞

|Fn (x)− F (x)|, K ©�«�]

û Ü�³
F (x)

� ·�³Ç¼�¹�³°·1µ)Æ�³Ç®°¯�¼1³C¯)¸�½t¸�»�Å�·1µ)¶1´�¼1³d¹�±�®°Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ�³"�
Fn (x)

� ä6½tÁ)µ)¹)µ)Æ�³Ç®°¯�¼1³S¯)¸	½t¸�»�Å�·1µ)¶1´�¼1³
¹�±�®°Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ�³"�hÁ�¼1®°·1¹�¼1³°´)´�¼1³@Á�¼5½�¼6Ü�³¾»�à1´)áå½!Üh±�´)´)áå½�C

Fn (x) =
1

n

n∑

i=1

I{x < xi},
K ©1©h]

û Ü�³
I{x < xi} =

{
0 x ≥ xi;
1 x < xi.

K ©1¿h]
ú&ª-�xª�'�¼�»�½�¼�û6¼�¹�¼�¶<Ü�¼�¯�±�Ä�±�»�� Æ)·�¼/Á)¹)µ

n → ∞ Ü)»�Å »�ÿZº1¼�ß ´�³°Á)¹�³°¹)á ¶1´�¼�ß
F (x)

µ�½�³Ç³°·#½�³Ç®°·�¼
®¾»�³¾Ü�¸	ÿ$#x±�Å+Á)¹�³¾Ü�³¾»�à1´�±�År·�³Ç¼�¹�³Ç½Ð±4C

lim
n→∞

P{√nDn ≤ x} = K(x) =

∞∑

i=−∞
(−1)ie−2i2x2

, x > 0
K ©�É@]

Ê�³°Á�³°¹)à#¹�±�®Ç®Ç½�¼�·1¹)µ�½�´�³°¯�¼�·�¼�¹�¼1³�Æ)µ�®¾»�¼
kα

·�±�¯	¼1³"�CÆ)·�¼1º�á ¼�´�¼�º�áâ»�¼�Æ)¸�·1à*� Æ)¸	·1à#½�³°´)à"!O³"�åÆ�³Ç½
√
nDn

K ¶!±�»�û6¼�¹)µ)·�½�³�®°Æ)µ)·�±�»�¼1®°à
kα =

√
nDn

]¾ªÓÊ�¼�û Üh±/½�¼6²x´�¼/¼�·1¶�³°¹)ûÇ´)¸	·1à!ûÇµ)Á�¼�·�³°ÄÇ¸#¼G·�¼1½��ÓÆ)·�¼
¶1áåº1¼�¹)¯	±F¶1ÄÇÅ�·�±æµ)Ä9¹�±�®°Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)Å

F (x)
ª-,S¹�¼�¶�³°´)àGÄÇ´�±ÇÆ)µ�½�¼1®°·1µ�äÇ·�¼�û6¼F¯)¹)µ)·�³°¹)µ)Å!¹�±�¶�³°´<Á)¹)µ�º�»�µ4�

²g³°´)´�¼

α = 1−K (kα)
K ©1ëh]

,C¹�¼�¶�³°´)à�ÄÇ´�±ÇÆ)µ�½�¼1®°·1µJµ�½�³Ç³°·@®Ç½táå®¾»5¶�³°¹�¼6Å�·1´�¼1®°·1µJ¼�·1¶�³°¹)ûÇ´)¸	·1à�¶�³°¹)´)¸�ÿ ûÇµ)Á�¼�·�³°ÄÇ¸�ªh=Ð®¾»�µxäÇ·�¼ZÆ)µ�®¾»�¼
¼�¯	±�²&³°·�® Å!½Ð±�»�¼���·�¼T½�¼�²x´�¼_û6¼�¶�¼�¹)µ)·1à��t¼r·�¼1½ Æ)·�¼T·�³Ç¼�¹�³°·1µ)Æ�³Ç®°¯�¼1³+µ�½�¼6Ü�³¾»�à1´�¼1³+¹�±�®°Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)Å�´�³
®Ç¼�¶1Á�±�Üh±�ÿC·�ª
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Ê�±�º�»�µ���±F«"C7À�Å	Ü�á µ)Ä6½�³°¹�³°´)µ)ßGµ�®Ç¼1¼�·1¶�³°·�®°·1¶1¸�ÿ&#&µ�³xµ�½ ÄÇ´�±ÇÆ�³°´)µ)ÅæÜ�µ�®°Á�³°¹�®°µ)µ�K µ)´�Ü�³°¯	®°áW½�³°¹���±�´)µ)ß+]
µ_±�®°µ�½�½�³°·1¹)µ)µmÁ�¼�·�¼�¯�¼�¶(¶(±�Á�³°¹)·1¸	¹�³@ú&ª)é ¹�³Ç½tÅ9¶�®Ç³Ç½tµ)¹)´�¼1³1ª
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ÿ&#gµ)ßr¸	¹�¼�¶�³°´)à(ÄÇ´�±6Æ)µ�½�¼1®°·1µmº�¸�Ü�³Ç½�¼1º1¼�ÄÇ´�±6Æ�±�·1à

α
ª�é ·�¼�¹�¼�ß_¶;±�¹)µ�±�´)·�� Á�¼ÇÜ�û6¼�´)Å�·1àJäÇ·�¼�·JÁ�±�¹�±�½�³°·1¹2�

½tµ)´)µ�½tµ)ÄÇµ)¹)¸1ÅG÷$� ®°·�±�·1µ�®°·1µ)¯)¸�ª�Þ ¼1¼�·1¶�³°·�®°·1¶1¸	ÿ$#&µ)ßG¸	¹�¼�¶�³°´)àrÄÇ´�±ÇÆ)µ�½�¼1®°·1µ��
α′ ¼�¯�±�ÄÇá ¶;±�»�® Å�´�³°ÄÇ´�±ÇÆ)µ4�·�³¾»�à1´�¼x¶1á�!O³

α
��·�ª Æ3ª�Ü)»�Å9¼ÇÜ�´�¼1¼1º�¹�±�ÄÇµ)Åmº�¸�Ü�³Ç½<Á�¼�»�à1Ä6¼�¶;±�·1à�® Å_Á�³°¹)¶1áå½�®°Á�¼1®Ç¼1º1¼1½ ª

À�³°ÄÇ¸�»�à�·�±�·1á ¹�±�®°Æ�³°·�¼�¶XÁ)¹�³¾Ü�®°·�±�¶�»�³°´)á ¶5·�±�º�»kªw¿4��ÉJ¶5Á)¹)µ�»�¼6²&³°´)µ)µFõgª d ´)µTÁ�¼�¯	±�Ä�±�»�µ���Æ)·�¼5·�³Ç¼�¹�³��
·1µ)Æ�³Ç®°¯�¼1³+µ!½�¼6Ü�³¾»�à1´�¼1³9¹�±�®°Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)Å/´�³X®Ç¼�¶1Á�±�Üh±�ÿC·�Á)¹)µ

s2 > 0.1
ª�mC¼�Æ�³°·�®ýÅ�³�#O³X¹�±�ÄXÁ�¼6Ü�Æ�³°¹)¯4�

´)¸	·1à���Æ)·�¼OÁ)¹)µ_½�³°´)à"!gµ�Ë+µ)´�Ü�³°¯�®6±�Ër½�³°¹���±�´)µ)ßr´�³¾»�à1ÄÇÅr® Ü�³¾»h±�·1à(¼�Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)´)á ßm¶1á ¶�¼ÇÜT¼x®Ç¼�¶1Á�±�Ü�³°´)µ)µ
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n
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À�µ�®1ª�ã4C�BÓ¯	®°Á�³°¹)µ�½�³°´)·�±�»�à1´�±�ÅFÄ�±�¶1µ�®°µ�½�¼1®°·1à_±�®°µ�½�½�³°·1¹)µ)µ�¼�·JÜ�µ�®°Á�³°¹�®°µ)µ3ª�ÃZ¸�´)¯)·1µ)¹�¼1½ Á�¼�¯	±�Ä�±�´�±X·�³Ç¼��
¹�³°·1µ)Æ�³Ç®°¯	±�Å�Ä�±�¶1µ�®°µ�½�¼1®°·1à_Ü)»�Åæ»�¼�û�� ´�¼�¹�½Ð±�»�à1´�¼�û6¼m¹�±�®°Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ)Å7ªv'Z¹)¸�²x¯�±�½tµ�� ´�±�º�»�ÿâÜh±�·�³¾»�à1´)áå³
Üh±�´)´)áå³"��!&·1¹)µ�Ë	Á)¸	´)¯)·1µ)¹)´�¼�ß/»�µ)´)µ�³°ßJ�aµ�Ë�±�Á)Á)¹�¼�¯	®°µ�½Ð±��)µ)Å�ªÓÊk¼�Æ)¯�±�½tµ<®Jµ)´)·�³°¹)¶;±�»h±�½tµ#¼*!gµ�º1¼�¯2�
½�¼ÇÜ�³¾»�à1´)áå³^Üh±�´)´)áå³"��®°Á�»�¼*!&´�¼�ß9»�µ)´)µ�³°ß�� µ�Ër±�Á)Á)¹�¼�¯�®°µ�½Ð±��)µ)Å7ª

¹�±�®°Á)¹�³¾Ü�³¾»�³°´)µ�³ ¼1º*Ï3³Ç½!¶1áåº1¼�¹)¯)µ
s2 = m2 m3äÇ¯�®°Á�³°¹)µ�½�³°´)·�±�»�à1´�¼1³ Â"("("("( (�ª¬«�Ì1Ì1Ì (�ª)(�Ì�ë1©
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