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Предисловие
Такие, на первый взгляд противоположные понятия, как энтропии и фракталы, дают в распоряжение исследователей один из универсальных методов анализа данных, продуцируемых сложными системами самой разной природы. Последние десятилетия фракталы стали очень популярны и уровень интереса к ним не падает, скорее наоборот. Большую роль в этом сыграла прекрасно написанная книга франко-американского математика Бенуа Манадельброта Фрактальная геометрия природы. Не меньшую роль сыграли простота и красота этого нового раздела математики, а также многочисленные и очень эффектные и эффективные приложения фрактального анализа в самых разных областях - от физики, до социологии.
Общепризнано, что фрактальная геометрия является полезным инструментом для количественного описания самых разных структур. Это могут быть как идеализированные абстрактно-математические построения, временные ряды, возникающие в результате функционирования какой-либо сложной системы (например, ряд чисел Вольфа, движение цены товара на бирже и др.), так и природные объекты астрономии, геофизики, физики, химии, биологии и медицины. В последние несколько лет техника фрактального анализа привлекает все большее внимание в области обработки сигналов и изображений в астрофизике и геофизике. Есть положительные опыты применения фрактального анализа в космологии, космогонии звездных и планетных систем, физике Солнца. 

Пособие ставит своей целью дать первые представления о фракталах, а также познакомить читателя с некоторыми практическими приемами работы с техникой фрактального анализа и ее приложениями в методах обработки экспериментальных и наблюдательных данных. В силу профессиональных интересов автора, в качестве примеров для иллюстрации методов анализа, были взяты астрофизические временные ряды и ряды изображений, получаемых в результате спутниковых и наземных наблюдений, но рассматриваемые подходы и методы достаточно универсальны и могут быть применимы к анализу данных любой природы.
Одним из примеров приложения фрактального анализа к временным рядам является анализ рядов биржевых индексов. Эти ряды со сложным временным поведением очень интересны, как в плане теории, так и в плане приложений. Интересно, что ряд фундаментальных положений фрактального анализа временных рядов был впервые сформулирован именно в этой области. Автор намерен обсудить эту интересную тему в отдельной публикации.
В технике анализа природных фрактальных структур важное место занимают методы, основанные на расчете энтропий Шеннона, Колмогорова, Реньи. Энтропийный подход, дает универсальный ключ, как для расчетов мультифрактальных спектров размерностей систем, так и для осмысления и интерпретации результатов их фрактального анализа. Это стало возможным, когда была выявлена глубокая в фундаментальном плане и достаточно простая по форме связь между этими понятиями. 
Мы привыкли к тому, что энтропия ассоциируется у нас, с мерой хаотичности системы, в то время, как фрактал – с предельно упорядоченной, самоподобной и масштабно инвариантной структурой. Но еще Л. Больцман поставил аккуратный знак равенства между энтропией, как мерой хаотичности, и мерой недостающей информации о состоянии системы. К.Шеннон с других исходных позиций пришел к аналогичному выводу. Дальнейшее развитие теории информации вскрыло глубокую связь между информацией и структурой. Стало также понятно, что энтропия, как мера хаотичности, и мультифрактальность, как мера структурной упорядоченности, есть взаимно дополняющие понятия. Наконец, А.Рени нашел изящную формулу связи между энтропией и континуумом мультифрактальных размерностей, открыв тем самым один из простых и достаточно универсальных путей к решению проблемы фрактальной параметризации, как конструктивных фракталов, так и природных структур.  

Кроме того, энтропии сами по себе являются очень информативными параметрами, количественно характеризующими состояние систем. В этой связи в книге значительное внимание уделено изложению смысла понятий различных энтропий, а также технике расчета тех из них, которые связаны с тематикой фрактального анализа. 
Поскольку пособие ориентировано на студентов не математического профиля, автор стремился к предельной доступности изложения и основное внимание уделял приложениям, что, неизбежно, привело к потере строгости. В вопросах строгости определений и доказательств, автор полностью доверяет математикам, которые профессионально занимаются этими вопросами. Здесь, строгость, по возможности, компенсировалась рассмотрением примеров, иллюстрирующих основные определения, утверждения и алгоритмы, а также ссылками на оригинальные работы математиков. 
Пособие начинается с краткого обзора становления и эволюции понятия энтропии, от Сади Карно (1824г) до  Константино Тсаллеса (1988г). При этом обзор не претендует на охват всех обобщений энтропий (их на настоящий момент известны многие десятки) и областей их применения. Цель обзора узко специальная: представить ключевые сведения по предмету, необходимые для понимания последующего изложения энтропийного подхода и методов фрактального анализа. Обсуждение этих вопросов составляет содержание Главы 1.

В Главе 2 «Энтропии и информация», обсуждаются смысл энтропии Шеннона и идеи о связи энтропии и информации, а также связь между энтропией Больцмана и Шеннона.
В Главе 3 «Энтропии временных рядов и видеоизображений» приведены примеры расчета выборочных энтропий временных рядов и энтропий различных изображений. Рассмотрено применение энтропии Шеннона для анализа временных рядов и параметризации состояний сложных систем на основе такого анализа. Обсуждается алгоритм расчета выборочной энтропии Шеннона и рассмотрены примеры вычисления выборочных энтропий Шеннона, реализующих этот алгоритм. Рассматриваются вопросы зависимости величины и смысла получаемых значений энтропии от выбора вероятностной меры. Приведены примеры, демонстрирующие эти различия. Приводится определение и обсуждается алгоритм расчета перестановочной энтропии временного ряда. Далее, рассмотрен пример вычисления структурной энтропии CCD изображения. Рассчитана структурная энтропия Шеннона для магнитного поля солнечной активной области. В этой же главе рассмотрено важное обобщение понятия энтропии, предложенное Реньи. Рассмотрена структурная, информационная и корреляционная энтропии. Обсуждаются примеры вычисления первых трех энтропий Реньи для одномерных и двумерных покрытий. 
В Главе 4. «Фракталы и их свойства», дано краткое введение во фрактальный анализ. Рассмотрены примеры математических фракталов. Показана связь между фрактальными размерностями и выборочными энтропиями. Далее, рассмотрены различные способы вычисления Хауздорфовой размерности по данным наблюдений. Рассмотрен алгоритм расчета фрактальных размерностей методом бокс алгоритма. Приведены примеры расчета размерностей методом бокс алгоритма для различных временных рядов. Далее метод бокс алгоритма обобщается на случай расчета спектра размерностей Реньи. Обсуждается понятие мультифрактала и мультифрактальных спектров. 
Рассмотрены также некоторые не энтропийные методы фрактального анализа временных рядов, такие, как метод Хегучи и др. Отдельный параграф целиком посвящен R/S анализу временных рядов. Рассмотрена классификация временных рядов с длинной памятью по показателю Херста. Показана связь показателя Херста с Хауздорфовой размерностью. В двух последних параграфах данной главы рассмотрены некоторые общие вопросы фрактального анализа, показано место фрактального анализа в современных методах исследования сложных систем. 


В Приложении приводится листинг учебных программ на языке IDL, демонстрирующие основные алгоритмы расчета выборочных энтропий и фрактальных размерностей. Некоторые из этих программ могут быть развиты в профессиональные программы фрактального анализа в различных областях его применения. В конце каждой главы имеется список литературы, где можно найти более строгое или более развернутое изложение вопросов, обсуждаемых в соответствующей главе.
Глава 1. Введение
1.1. Фракталы и энтропии
Понятие «фрактал» настолько общее, что до сих пор нет его общепринятого определения. Термин фрактал был предложен Бенуа Мандельбротом 1975г. и получил широкую известность после опубликования в 1977г. его книги «Фрактальная геометрия природы» [1].  Словом «фрактал» - дробный, разбитый, ломаный, - Мандельброт называл самоподобные геометрические фигуры, каждый фрагмент которых повторяется при уменьшении масштаба, то есть, фигура обладает свойством масштабной инвариантности. Это свойство принципиально отличает фракталы от графиков гладких функций, у которых при уменьшении масштаба, фрагмент стремится к отрезку прямой или плоскости, то есть к объектам с целочисленной размерностью. Специальные скейлинговые процедуры позволяют определить размерность фракталов, и эта размерность оказывается дробной. Таким образом, фрактал имеет вид ломанного или разбитого на фрагменты объекта, а его размерность – дробная. Термин «фрактал», предложенный Мандельбротом, оказался очень емким.

Тот факт, что для большинства масштабно инвариантных объектов, результат не сходится к целочисленным показателям степени, которые обычно играют роль размерности (0 – точка (нульмерье), 1 – линия (одномерье), 2 – поверхность (двумерье), 3 – объем (трехмерье)… N – n-мерье), вначале казался удивительным. На самом деле, ничего удивительного здесь нет. В природе нет нуль мерных точек, двумерных линий, трехмерных объемов, гладких функций. Все это лишь абстрактные модели, которые, отбрасывая все «лишнее», помогают нам приближенно представить  реальные объекты и вводить простую меру для их количественного сравнения.

Но так уж «лишним» и «несущественным» является то, что мы отбрасываем? Иногда да, но, чаще, нет. Дело в том, что скейлинговые процедуры играют фундаментальную роль в идентификации природных процессов и структур, так как скейлинг (масштабная инвариантность) является важным свойством окружающего нас мира. Поэтому, если мы, основываясь на данных наблюдений, обнаружили некую новую масштабную инвариантность, и она однозначно не является эффектами, связанным с регистрирующей аппаратурой, или процедурами обработки, то мы, скорее всего, имеем дело с новой, не открытой еще, закономерностью. Так вот, как правило, показатель степени найденной нами скейлинговой степенной зависимости для этой закономерности будет дробным. А величина этой дроби - размерность нашего фрактала - является важнейшей количественной характеристикой обнаруженной закономерности. Именно эта характеристика, фрактальная размерность, помогает отличить данную закономерность, от других законов или, напротив, обнаружить сходные законы в других областях.  

Мир масштабно инвариантных объектов, очень разнообразен. Это и многочисленные математические объекты самого разного вида, это и множество природных объектов. Не менее многочисленны и разнообразны методы обнаружения и исследования таких объектов. Разумеется, надо иметь ввиду, что многие математические фракталы имеют фундаментальное отличие от природных объектов: математические фракталы обладают бесконечной иерархией масштабов, в то время, как природные объекты всегда имеют конечную и, часто, очень небольшую глубину иерархии. Подобно тому, как не существует в природе бесконечных прямых линий, так и нет в природе инвариантности на бесконечном числе масштабов. Масштабная инвариантность, подобно одномерной бесконечной прямой или бесконечно тонкой двумерной плоскости, есть лишь удобное в определенных случаях модельное представление. 
Этот факт налагает определенные ограничения на применение к природным объектам некоторых математических методов, прекрасно работающих на абстрактных фракталах. Более того, небольшая глубина иерархии природных фракталов, часто затрудняет процедуру скейлинга и налагает ограничения на точность определения размерности. Это обстоятельство потребовало разработки таких робастных методов оценки размерности по данным наблюдений, которые бы корректно работали на конечной глубине иерархии масштабов и на ограниченном, как правило,  объеме данных. Кроме того, желательно, чтобы метод не был эксклюзивным, то есть, чтобы он хорошо работал не только в какой либо одной области, или с каким либо одним классом фрактальных объектов, но имел бы достаточно широкую область применения. Это крайне важно при анализе данных, так как заранее неизвестно, есть скейлинг или нет, и, если есть, то к какому типу фракталов относится исследуемый объект. 

На настоящий момент, на наш взгляд, наиболее продвинутое решение этой проблемы основано на учете глубокой связи фрактальной геометрии с фундаментальными положениями теории образования структур при необратимых процессах. Важную роль здесь играет такие базовые понятия, как хаос и структура, а также различные энтропии, количественно характеризующие эти понятия в системах разной природы. Мы здесь будем знакомиться, в первую очередь, с этим подходом. Энтропийный подход дает достаточно универсальный ключ для расчетов фрактальных размерностей и мультифрактальных спектров размерностей для широкого класса природных объектов. Он полезен также для осмысления и интерпретации результатов  фрактального анализа. Кроме того, энтропии сами по себе являются очень информативными параметрами, количественно характеризующими состояние систем.

Фракталы и энтропия – два диаметрально противоположных, но взаимодополняющих понятия, как свет и тьма, порядок и хаос, как китайские янь и инь. В самом деле, фракталы – это всегда структуры, причем часто высокоорганизованные структуры. Энтропия – это мера хаоса. Ее величина, дает нам представление о том, как далеко система находится от упорядоченного, структурированного состояния, и как близко к полностью хаотичному, бесструктурному, однородному виду. Но,  что же такое структура? 

Есть разные определения понятия «структура». Здесь под структурой будем понимать характер организации элементов и совокупность отношений между элементами системы. Понятно, что структура задается природой связей между элементами системы. Такое определение структуры не налагает никаких ограничений на природу самой системы. Это могут быть системы атомов, буквенные сообщения, космические, биологические или социальные системы. Каждая система может быть либо высокоорганизованной, то есть обладать развитой и сложной структурой, либо ее элементы будут распределены однородно и хаотически. 

Как уже отмечалось, мерой хаоса является энтропия. Но, в такой же степени энтропия является и мерой структурной организованности систем, так как порядок и хаос – это не только противоположные, но, как отмечалось, и взаимодополняющие понятия. Это, то самое единство противоположностей, борьба между которыми и определяет развитие систем. 
Энтропия, как мера хаоса или порядка обнаруживалась в системах разной природы: это и энтропия Клаузиуса в термодинамике, энтропия Больцмана в статистической физике, энтропия Шеннона в теории информации, энтропия Колмогорова в теории динамических систем, энтропия фон Неймана в квантовой механике. Понимание универсальности энтропии, как меры хаотичности, независимо от природы системы приходило постепенно. Вот, например, что писал в 1987г. А.Н.Колмогоров [2] по поводу энтропии Шеннона: «Общеизвестно и то обстоятельство, что выражение H(ξ) формально тождественно с выражением энтропии в физике. Это совпадение я считаю вполне достаточным для оправдания наименования величины H(ξ) и в теории информации «энтропией»: такие математические аналогии следует всегда подчеркивать, так как сосредоточение на них внимания содействует прогрессу науки». С развитием физики открытых систем, стало понятно, что «среди различных макроскопических функций, только энтропия S обладает совокупностью свойств, позволяющих использовать ее в качестве меры неопределенности (хаотичности) при статистическом описании процессов в макроскопических системах», отмечал в 2002г Ю.Л. Климонтович [3].

Максимальная энтропия, заданной системы, соответствует низшей степени ее структурной организованности, то есть наибольшей хаотичности и неупорядоченности. Низкая энтропия, напротив, соответствует высокой структурной упорядоченности.   Энтропия нам здесь будет интересна, прежде всего, именно в этом ее качестве, как мера структурной организованности системы. Чтобы подчеркнуть это обстоятельство, мы далее будем иногда называть ее структурной энтропией. 

В реальных астрофизических системах обнаруживаются не только пространственные, но и временные структуры. Как правило, пространственная и временная организация настолько взаимосвязаны, что обычно говорят о пространственно временных структурах. Временные структуры обычно изучаются путем анализа временных рядов данных наблюдений, пространственные, как правило, путем анализа двумерных изображений. Поэтому, в последующих главах, определенное внимание будет уделено методам расчета структурных энтропий, как рядов, так и изображений.

Всякая ли природная структура является фракталом? Вот что думал по этому поводу основоположник фрактальной геометрии Б. Мандельброт [1] (c.13): «Почему геометрию так часто называют «холодной» и «сухой»? Одна из причин – ее неспособность описать форму облака, горы, дерева или береговой линии. Облака не являются сферами, горы – конусами, береговые линии нельзя изобразить с помощью окружностей, кору деревьев не назовешь гладкой, а путь молнии – прямолинейным.

В более общем виде я заявляю, что многие формы Природы настолько неправильны и фрагментированы, что в сравнении с евклидовыми фигурами (евклидовыми в данной работе мы будем называть все, что относится к обычной геометрии). Природа демонстрирует не просто более высокую степень, но совершенно иной уровень сложности. Количество масштабов длины в естественных формах можно считать бесконечным, для каких угодно практических задач». Таким образом, Б.Мандельброт полагал, что модельные представления евклидовой геометрии слишком грубы и примитивны для описания природных структур и фрактальные представления более адекватны. 

Выше мы уже упоминали о принципиальных отличиях абстрактных фракталов от природных структур. Важнейшим из них является отсутствие в природных объектах бесконечной масштабной иерархии самоподобных фигур. Да и сами фигуры на разных масштабах, как правило, не до конца самоподобны. Строгое самоподобие, это тоже лишь модельное, абстрактное понятие. Формальная строгость, необходимая в математике, не всегда бывает востребованной в практических приложениях. «Фрактальная геометрия оказывается во многих случаях излишне формальной и возникает необходимость развития Физики фракталов» - отмечает Ю.Л. Климонтович [3] (с.87). Энтропийный подход к исследованию природных структур, на наш взгляд, шаг в этом направлении. 

1.2. Становление понятия энтропии
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1.2.1. Сади Карно (1796–1832)

История энтропии началось с любознательного молодого человека, военного инженера в отставке Сади Карно. С. Карно поразили и увлекли только недавно появившиеся паровые машины. Его пытливый и ясный ум инженера по образованию и физика по призванию сумел проникнуть в самую суть таинственного превращения (греч. )  тепла в механическое движение. После длительных наблюдений за работой паровых машин и размышлений, он  опубликовал в Париже 45 страничную брошюру, или, как тогда принято было говорить, мемуар, название которого можно перевести, как «Размышления о движущей силе огня и о машинах, способных развить эту силу». В этом труде, С.Карно объяснил, как и почему теплота может превращаться в работу. Размышляя о "получении движения из тепла", и анализируя полный рабочий цикл идеальной тепловой машины (известный сейчас как цикл Карно), он впервые пришёл к выводу о том, что работа производится только при переходе тепла от нагретого тела к более холодному. Карно высказал также положение, что величина работы обусловлена разностью температур нагревателя и холодильника и не зависит от природы вещества, работающего в тепловой машине (теорема Карно).

В этой его тонкой брошюре был сформулировано, как выяснилось спустя полтора столетия, одно из важнейших научных положений современного естествознания. Закон носит его имя – Принцип Карно, но сейчас он больше известен, как второе начало термодинамики или принцип энтропии. Таким образом, второй закон термодинамики, принцип энтропии, был открыт раньше первого закона термодинамики – принципа сохранения энергии.

Было С. Карно 28 лет, когда он опубликовал это свой мемуар в 1824г. Сади Карно умер в 1832г. во время эпидемии холеры в Париже. При жизни эта его брошюра осталась непрочитанной и неизвестной. Но, после публикации «Размышлений…» Карно продолжил изучение тепловых машин. Свои наблюдения, размышления и выводы он записывал в дневнике, намериваясь со временем их систематизировать и опубликовать. Судьба не дала ему этого времени… Дневники С.Карно были опубликованы лишь в 1902г. Как выяснилось, в этих заметках Карно сформулировал основные положения кинетической теории, подробно обосновал принцип сохранения энергии (первое начало термодинамики), вычислил механический эквивалент теплоты. Пол столетия понадобилось, чтобы все это переоткрыть заново! 

1.2.2. Бенуа Поль Эмиль Клапейрон (1799–1864)

Спустя два года после смерти С.Карно, в 1834г. Бенуа Поль Клапейрон прочитал его [image: image120.jpg]


 «Размышления…» и по достоинству оценил открытие С.Карно. Клапейрон познакомил с идеями Карно широкую научную общественность своего времени и далее развивал его идеи в своих работах. Он формализовал принцип Карно придав ему графическую и аналитическую форму и вывел кпд тепловой машины. Работа W в цикле Карно равна:
W = Q1 – Q2 ,                                                
 (1.1)

где Q1 –  количество тепла в рабочем теле до выполнения работы, Q2 – после. Клапейрон выяснил также, что количество тепла в конкретном тепловом цикле пропорционально температуре, то есть  Q = ξT,  где ξ – константа. Коэффициент полезного действия (() машины (кпд) Клапейрон определил как отношение работы к затраченной теплоте  
( = W/Q1 = (Q1 – Q2)/Q1 = (T1 – T2)/T1.      




  (1.2)

Здесь Т1 и Т2 – температура рабочего тела до и после выполнения работы. Клапейрон вывел уравнение состояния идеального газа (уравнение Клапейрона), которое объединило закон Бойля – Мариотта, закон Гей-Люссака и закон Авогадро.
1.2.3. Рудольф Юлиус Эммануэль Клаузиус (1822–1888)
[image: image121.emf] 

Однако все, что было сказано выше, можно считать лишь предысторией энтропии. Но вот, 1865 г. Рудольф Юлиус Эммануэль Клаузиус ввел представление о новой термодинамической величине, которую он определил из следующих соображений. Работа в цикле Карно (см. уравнения (1.2)) может быть записана так:

W = Q1 – Q2 = Q1(T1 – T2)/T1           


    (1.3)

Откуда видим, что в цикле Карно Q1/T1 =  Q2/T2 . То есть отношение Q/T сохраняется. Этой сохраняющейся величине он дает звучное название  - превращение, имея ввиду, что эта величина как раз и является мерой превращения тепловой энергии в механическую и наоборот. 

Далее Клаузиус вводит дифференциал dS = dQ/T, в котором приращение энтропии определяет как изменение тепловой энергии dQ, отнесенное к абсолютной температуре Т, и показывает, что интеграл S1(V1, T1) – S2(V2, T2) = ∫dQ/T = Q1/T1 – Q2/T2, то есть не зависит от пути интегрирования в пространстве переменных (V,T). Таким образом, интеграл Клаузиуса S – оказывается функцией состояния системы.

Размерность энтропии Клаузиуса – Дж/К. К безразмерной энтропии можно перейти, если разделить ее на некоторую постоянную, которую в последствии стали называть постоянной Больцмана 

                                     S=(1/k)∫dQ/T,                     

                (1.4)

k=1.3810-23 Дж/К. Величина k, как видим, очень мала. Тот факт, что она стоит в знаменателе, говорит о том, что изменения энтропии, даже в самых простых термодинамических системах, очень велики.   
Так и остался бы в теплофизике, известный лишь специалистам, интеграл Клаузиуса, если бы сам Клаузиус не заварил всю кашу – он эту свою идею о превращениях энергии распространил на все процессы и, даже, на всю Вселенную и пришел к выводу о неизбежной тепловой смерти Вселенной. Малопонятное, но звучное название – энтропия, плюс «триллерный» сюжет со Вселенной, сделали свое дело – об энтропии заговорили все, от философов до продавцов на рынке, при этом каждый вкладывал в это слово свой смысл. Из чисто научного термин постепенно превратился (oх, уж этот энтропон!) в бытовой [4]
. В сознании широкой публики второе начало термодинамики и по сей день окружено странным магическим ореолом. О нем слагаются стихи и песни, о нем читают лекции. Считается, что прямо и доступно объяснить этот закон нельзя. 
1.2.4. Людвиг Больцман (1844 – 1906)

Крупнейший физик, 19 и начала 20 века, Людвиг Больцман, потратил большую часть жизни, стараясь определить смысл энтропии. Современный известный итальянский физик-теоретик Карло Черчиньяни
, написавший замечательную книгу о Л.Больцмане [5], подчеркивая важность его работ в этом плане, пишет: "Только хорошо поняв второе начало термодинамики, можно ответить на вопрос, почему вообще возможна жизнь". Дело в том, что живые существа должны поддерживать свою форму и все внутренние структуры, постоянно борясь со всеобщей тенденцией к рассеянию и хаосу. Именно эту тенденцию, как утверждал Клаузиус, описывает второе начало.
[image: image122.png]


Больцману удалось прояснить кинетический смысл энтропии. Он  показал что, логарифм числа P равновероятных микросостояний термодинамической системы обладает всеми свойствами термодинамической энтропии Клаузиуса. А если его умножить на специальную константу k=1.3810-23 Дж/К, то такая функция становится полностью тождественной в физическом смысле размерной энтропии Клаузиуса
S=k log P.                               

   
    (1.5)
Так в физике появилась константа, которую потом стали называть постоянной Больцмана. 

Л. Больцман давая статистико-физическое определение энтропии в 1877 году  заметил, что энтропия характеризует недостающую информацию о системе. То есть, энтропия есть мера нашего незнания о системе. Таким образом, Больцман был первым, кто разглядел информационный смысл энтропии. И только спустя 80 лет теоретико-информационная трактовка энтропии стала общепринятой.


На самом деле формула (1.5) является удивительным научным прозрением Больцмана. Научная общественность, встретившая, по началу, в штыки его кинетические идеи, в конце концов, по достоинству оценила научный подвиг Л.Больцмана в выяснении кинетической и информационной природы энтропии. Формула (1.5) выбита на надгробье могилы Больцмана на Центральном кладбище в Вене.


Остановимся и мы немного на этой формуле, чтобы приоткрыть и немного прочувствовать ее смысл. Здесь P – называется статистическим весом макросостояния системы. Он равен числу способов, которым может быть реализовано данное макросостояние. Рассчитывают Р обычно следующим образом. Разобьем фазовый объем системы на n шестимерных кубиков. Число частиц в таком i-том кубике пусть равно Ni, а общее число частиц N, соответственно, равно:
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Полное число перестановок всех частиц равно N!, однако, перестановки частиц внутри каждого кубика  не различаются в рамках данного разбиения. Таким образом, число способов, которым может быть реализовано данное микросостояние равно: 
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(1.6)

Подставляя (1.6) в (1.5), и воспользовавшись формулой Стирлинга, получаем:
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(1.7)

Учитывая, что 
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, где  fi=Ni/N, получаем





[image: image5.wmf]å

=

-

»

n

i

i

i

f

f

Nk

S

1

log







(1.8) 

Разделив левую и правую части равенства (1.8) на N, получаем удельную (приходящуюся на одну частицу) энтропию. Переходя затем к так называемому термодинамическому пределу: 
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, получаем, что удельная энтропия Больцмана равна:
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где dxdv – элемент шестимерного фазового μ-пространства, f(x,v) – функция распределения, S0 – произвольная постоянная. Поэтому в термодинамике можно говорить только о разности энтропий. 
1.2.5. Джозайя Уиллард Гиббс (1839–1903)
  В своей фундаментальной работе «Основные принципы статистической механики» Джозайя Уиллард Гиббс [6] пошел несколько иным путем. Он ввел энтропию через распределение плотности F(Х) вероятности состояний по фазовому 6N – мерному пространству Γ статистико-физической системы: 
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где  Х – 6N координата этого пространства. Гиббс пришел к выводу, что его путь, в частности, приводит к результату Больцмана, если пренебречь корреляциями между частицами, то есть если положить вероятность F(Х) равной произведению вероятностей f(x,v). Энтропия Гиббса носит более общий характер, по сравнению с энтропией Больцмана, так как формально учитывает корреляции состояний. По сути, энтропия Гиббса стала первым существенным обобщением этого понятия со времени Клаузиуса [4].
1.2.6. Клод Элвуд Шеннон (1916 - 2001) 
[image: image124.png]


В работе «Математическая теория связи» (1984г) К. Шеннон [7], исследуя передачу сообщений по шумящим линиям, ввел меру дискретного распределения вероятности Pi на множестве альтернативных состояний передатчика (transmitter) и приемника (receiver) сообщений и вывел формулу ставшую основой количественной теории информации: 
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 EMBED Equation.3  [image: image10.wmf]                           (1.11)

Здесь n – число символов, из которых может быть составлено сообщение (алфавит), Н - мера неопределенности. Если N – число всех переданных и принятых символов в сообщении, то Pi = mi/N - вероятность появления i-го символа в сообщении, mi – число встречаемости i-го символа в сообщении.


По аналогии с формулой Больцмана, он назвал величину Н энтропией. Шеннон говорил, что назвать величину Н энтропией ему посоветовал знаменитый математик Джон фон Нейман, который, шутя, обосновывал это тем, что мало кто из математиков и инженеров знает об энтропии, и это даст Шеннону большое преимущество в неизбежных дискуссиях. Но, скорее всего, это не была просто шутка, основанная на формальной аналогии. И Дж. Фон Нейман и К. Шеннон, вероятно, были хорошо осведомлены об информационном смысле энтропии Больцмана, как о величине, характеризующей недостающую информацию о системе. 

Но что же такое тогда сама информация? На этот вопрос Шеннон дает гениально простой ответ – это убыль энтропии, в результате приема сообщений. Итак, информацию I Шеннон определил как уменьшение энтропии при получении сообщений: 

                                           I=H1-H2                                                        (1.12)

На этих определениях ниже мы остановимся более подробно. А здесь упомянем еще о четырех важных обобщениях понятия энтропии, которые нам понадобятся в дальнейшем.
1.2.7. Андрей Николаевич Колмогоров (1903-1987)
А.Н. Колмогорову принадлежит не только существенная роль в превращении теории информации сформулированной К.Э. Шенноном в виде скорее технической дисциплины, в строгую математическую науку, но и построение основ теории информации на принципиально ином, отличном от шенноновского фундаменте. В процессе этих работ, а также, особенно, работ в области теории динамических систем, Ф.Н. Колмогоров [8]  обобщает понятие энтропии на эргодические случайные процессы через предельное распределение вероятности, имеющее плотность f(x). 


Чтобы понять смысл этого обобщения, напомним некоторые определения из теории случайных процессов. Пусть имеется некоторый стационарный случайный процесс (например, броуновское движение) и пусть u – некоторый измеряемый параметр этого процесса (например, вектор положения броуновской частицы). Реализацией случайного процесса назовем временную последовательность значений параметра u(t). Выборкой i из данной реализации назовем некий конечный фрагмент данной реализации, или последовательность значений u(t), полученную путем применения к исходной реализации определенного правила отбора значений, то есть некую конечную последовательность значений параметра ui(t).
[image: image126.png]


Случайный процесс называется эргодическим, если среднее по времени от значений выборок процесса 
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(1.13) 

 стремится к его математическому ожиданию реализации Mu(t), которое не зависит от t в силу стационарности процесса. То есть, это такие процессы, для которых
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Разобьем пространство параметра u на ε ячейки, а время t пусть тоже изменяется дискретно так, что tn=nּdt. Пусть, теперь, f(ui(tn)) – вероятность данной выборки ui(tn), то есть совместная вероятность того, что в момент времени t0 броуновская частица находилась ε ячейке с номером 0, в ячейке 1, в момент времени t1 = t0+dt, …, tn = t0+ndt. Тогда мера априорной неопределенности положения броуновской частицы дается формулой:
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  (1.15)

Разность энтропий (K(n+1) – K(n)) – есть потерянная информация о положении частицы на интервале dt. Скорость потери информации на всем интервале ndt равна  (K(0)– K(n))/ndt. Энтропия Колмогорова определяется как предельное значение этой оценки, при заданном начальном значении (K(0)=0):
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Таким образом, энтропия Колмогорова (или К-энтропия) дает нам оценку скорости потери информации и может рассматриваться, как мера «памяти» системы, или мера скорости «забывания» начальных условий [9]. Ее можно также рассматривать, как меру хаотичности системы. Так, для чисто случайного процесса прошлые значения ui никак не связаны и не несут никакой информации о настоящем и будущем (даже ближайшим) в значениях u. В этом случае все значения ui равновероятны и f(ui)=1/n. Откуда K(n)=ln(n). Подставляя это значение в (1.16) и учитывая, что ndt = const при предельном переходе, получаем, что для процесса «без памяти», K ( (. Аналогично можно показать, что, в случае регулярного движения, когда K ( 0,  можно строго предсказать любые будущие значения u(t). Таким образом, чем меньше K, тем более детерминированной является система. Напротив, высокие значения K говорят о высокой стохастичности системы, короткой «памяти» и, соответственно, плохой прогнозируемости ее будущих состояний. Роль K-энтропии для нелинейных систем в чем-то похожа на ту роль, которую играет автокорреляционная функция для линейных. K-энтропия обладает и другими интересными свойствами. В частности, она связана с показателями Ляпунова, характеризующими устойчивость динамической системы. 

1.2.8. Анри Реньи [10] в 1960г предлагает свое обобщение энтропии. Он вводит энтропию, как q - момент меры ε- разбиения (покрытия)
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Здесь pi = Ni/N(ε),  Ni – число изображающих точек, приходящихся на i- элемент ε- разбиения, N(ε)- полное число элементов покрытия заданного ε. Константа q может принимать любые значения, однако смысл энтропии Реньи при этом, соответственно, меняется. 

Далее мы будем подробно рассматривать энтропию Реньи, поэтому здесь ограничимся только этим определением. А сейчас кратко остановимся еще на одном обобщении энтропии, которое, возможно, в ближайшем будущем станет играть важную роль в теоретической физике и астрофизике. Я имею в виду, так называемую, энтропию Тсаллеса. 
1.2.9. Константино Тсаллес [11] в 1988 г. вводит так называемую неэкстенсивную (неаддитивную) энтропию Tq, которая на дискретном числе микросостояний N определяется следующим выражением:
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     (1.18)

Здесь pi определены так же, как и в (1.17), k – как обычно, размерная константа, если размерность существенна для понимания задачи. 

Тсаллес и его последователи предлагают «Неэкстенсивную статистическую механику и термодинамику», как обобщение этих классических дисциплин на случай систем с длинной памятью и/или дальнодействующими силами. 
Перечислим основные свойства энтропии Тсаллеса:

1. При q, стремящемся к единице, она также, как и энтропия Реньи, переходит в энтропию Шеннона: 
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2. Если q>1, а все pi ~0, кроме одного pi~1 (заполнен один уровень – система полностью детерминирована), то Tq>~0. 

3. Tq достигает экстремума (максимума при q>1 и минимума при q<1) в случае равновероятностного распределения (то есть, pi = 1/N). В этом случае

 



Tq = k (N1-q-1)/(1-q). 




    (1.20)

При q = 1, S = k lnN – то есть получаем известную формулу Больцмана – Хартли – Шеннона для равновероятных распределений. 

4. Tq – является вогнутой при q> 0 и выпуклой при q < 0 – что является основой термодинамической устойчивости.

5. Важнейшим свойством энтропии Тсаллеса является ее не аддитивность. В отличие от всех рассмотренных нами энтропий, в которых была принята аддитивная мера Хартли, то есть, если две системы А и В независимы, то
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(1.21)

При q < 1 получаем сверх экстенсивный случай, q = 1 – экстенсивный и при q > 1 – субэкстенсивный. 

6. Если N состояний системы разбить на две подсистемы L и M (N = L + M), так, что 
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Эта формула обобщает известную формулу Шеннона.

От всех энтропий и, в том числе, и от энтропии Реньи, энтропия Тсаллеса отличается тем, что не является аддитивной. Это принципиальное и важное отличие. Оно позволяет построить новую термодинамику и новую статистическую теорию, которые способы, по мнению Тсаллеса и его многочисленных последователей, просто и корректно описывать системы с длинной памятью и системы, в которых каждый элемент взаимодействует не только с ближайшим соседом или несколькими соседями, но и со всей системой или ее частями. Типичным примером таких систем а, следовательно, перспективным объектом  возможных приложений новой теории являются гравитируюшие системы: звездные скопления, газопылевые комплексы, галактики, скопления галактик и др.
Новая формулировка термодинамики аномальных (т.е. с длиной памятью или с дальнодействующими силами) систем на основе энтропии (1.18), была предложена, как уже отмечалось,  Константино Тсаллесом в 1988г. С тех пор появилось значительное число приложений этой теории, в том числе и в области термодинамики гравитирующих систем. Заинтересованных отсылаю к обзору (Тсаллес, 1999) [12]. На сайте http:/tsallis. cat.cbpf.br/biblio.htm можно найти полную библиографию по проблеме (более 1000 ссылок), которая постоянно обновляется. 

1.2.10. Квантовая энтропия фон Неймана
В заключение этой главы упомянем об энтропии фон Неймана, которая играет важную роль в квантовой физике и в некоторых астрофизических приложениях. В этой связи напомним некоторые понятия из квантовой статистики. 


Среднее значение физической величины А, оператором которой является Â в квантовом состоянии, которое описывается волновой функцией φ в х представлении, равно:
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(1.23)

где (*) означает комплексное сопряжение. Состояния квантовой системы, которые можно описать волновой функцией, называются чистыми состояниями. Вся квантовая механика основана на применении таких чистых ансамблей.
Представим себе теперь систему, которая, разной вероятностью, находится в некотором дискретном наборе n состояний (дискретный базис), каждое из которых описывается своей волновой функцией φi. Такое состояние системы называется смешанным. Среднее значение физической величины А, для системы в смешенном состоянии, равно:
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где pi –  вес состояния φi.
 
Таким образом, оператором плотности вероятности, соответствующему чистому состоянию, является (см. 1.23):
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а оператором плотности, соответствующем плотности вероятности смешанного состояния, соответственно (см. 1.24):
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ρi*i – называется матрицей плотности вероятности смешанного состояния или, просто, матрицей плотности. Формулу (1.24) для среднего значения физической величина А в этих обозначениях можно записать виде
:





[image: image31.wmf]Ù

>=

<

)

(

*

*

ii

i

i

A

Tr

A

r


 



(1.27)

Матрица плотности является фундаментальным понятием квантовой статистической физики. Она является оператором плотности вероятности состояний системы и описывает, как замкнутые системы (чистые состояния), так и открытые системы (смешанные состояния), то есть системы, взаимодействующие со своим окружением. Формализм квантовой физики, основанный на матрице плотности, был предложен Дж. фон Нейманом  и, независимо, Л.Д.Ландау и Ф. Блохом в 1927г. Необходимость такого подхода для описания квантовых систем была связана с тем, что формализм волновой функции, описывает замкнутые системы, то есть только чистые состояния. Пространство же состояний для матрицы плотности, это не только набор всех дискретных (базисных) состояний, это и все возможные корреляции между ними. Таким образом, матрица плотности в квантовой статистике играет примерно такую же роль, что и функция распределения Гиббса в классической статистической физике. 

Оператор плотности — это неотрицательный эрмитов оператор с единичным следом в пространстве состояний:
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 Равенство следа единице соответствует единичной нормировке полной вероятности на данном пространстве состояний. 

След квадрата матрицы плотности:
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Его можно рассматривать в качестве меры чистоты состояния системы. В самом деле, для чистых состояний только одно значение p = 1, все остальные pi = 0 (см. (1.25) и (1.26)) и, соответственно, след квадрата матрицы состояний равен единице. Для смешанных состояний выражение (1.30) всегда будет меньше единицы.


Статистические свойства систем характеризуются, в частности, энтропией. Для случая квантовых систем в смешанных состояниях, фон Нейман обобщил шенноновское определение энтропии (1.11), приняв качестве вероятностной меры элементы матрицы плотности. В диагональном представлении энтропия фон Неймана может быть записана в виде:   
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Учитывая (1.30), эту формулу можно записать виде:
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а, поскольку, для эрмитовых матриц, от диагонального представления всегда можно перейти к произвольному, то в общем виде, энтропия фон Неймана записывается, обычно, без индексов:
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Мы уже упоминали о том, чем отличаются чистые и смешанные состояния. Здесь необходимо упомянуть еще один, чисто квантовый эффект, присущий смешанным состояниям. Речь идет о такой специфической черте квантовых систем, как нелокальность. Пусть у нас имеется система в смешанном состоянии. В х представлении это означает, что система разными своими частями одновременно может находится в разных точках обычного пространства. Причем расстояние между этими точками пространства, в принципе, может быть любым. Таким образом, воздействуя на одну часть системы, мы изменяем вероятность ее состояния, и тем самым, изменяем перераспределение вероятностей в ее других частях, то есть,  мы вызываем отклик в других ее частях, находящихся в других местах, не связанных с первыми никакими классическими каналами связи. Такая передача информации, основанная на чисто квантовом эффекте нелокальности, получила название квантовой телепортации. 

На этот неклассический эффект квантового описания, указал еще в 1935г. Эйнштейн. Он полагал, что этот эффект не имеет никакого отношения к реальности и является недостатком (неполнотой, неадекватностью) математического аппарата квантовой механики. Однако, многочисленные эксперименты, выполненные начиная с 1997г., показали, что нелокальность является реальным квантовым эффектом. С тех пор кантовая телепортация была реализована в многочисленных экспериментах. Мы упоминаем об этом здесь потому, что эффекты квантовой нелокальности и квантовой телепортации играют определенную роль астрофизике, в том числе в космологии и в физики черных дыр.  
1.2.11. Заключительные замечания 
Возникает важный вопрос: имеют ли все эти и другие многочисленные определения энтропии что-то общее между собой, или кроме общего названия их ничего не объединяет? Есть учёные, которые отвечают на этот вопрос утвердительно, есть те, кто отвечает отрицательно, остальные – сомневаются…
Клаузиус, по-видимому  был первым, кто разглядел и был убежден в универсальном характере энтропии и полагал, что во всех процессах, происходящих во Вселенной, она играет важную роль, определяя их направление развития во времени.  

В определенной мере, но уже из других позиций, к подобному выводу пришел И.Пригожин [13]. Пригожин полагает, что принцип энтропии ответственен за необратимость времени во Вселенной и, возможно, играет важную роль в понимании смысла времени, как физического феномена. Имеется множество различных обобщений энтропии на случай неравновесных сред. Это целая большая область исследований. Читателей, интересующихся такого рода приложениями энтропии, отсылаю к книгам И.Л. Пригожина [13 - 14], Р. Балеску [15 – 16], Г. Хакена [17], П. Резибуа и ДеЛенера [18], Ю.Л. Климонтовича [19 – 20], В. Эбелинга [21] и др.
Имеется множество других исследований и обобщений энтропии, в том числе и в плане строгого математического подхода. Однако большая активность математиков в этой области пока не востребована в приложениях, за исключением, пожалуй, работ Колмогорова, Реньи и Тсаллеса. Математическая теория энтропии хорошо представлена в книге (Мартин и Ингленд, 1988) [23], к которой и отсылаю заинтересованных читателей. 

Говоря о прикладной математике, нельзя не упомянуть приложения принципа максимума энтропии. Хороший обзор применения различных вариационных принципов максимальности производства энтропии в физике, геофизике, биологии и других областях, можно найти в работе (Матюшев, Селезнев, 2006) [25]. Об этом приложении энтропии мы упомянем в следующей главе. 

Как уже отмечалось, важными областями приложений энтропии являются квантово механические и релятивистские объекты. В квантовой физике и астрофизике такие приложения энтропии представляют большой интерес. Достаточно вспомнить только один из красивых результатов термодинамики черных дыр – энтропия черной дыры равна четверти площади ее поверхности (площади горизонта событий) (Хокинг, 1978) [22]. В космологии энтропия Вселенной равна числу квантов реликтового излучения приходящихся на один нуклон (Зельдович и Новиков, 1975) [24]. 
На наш взгляд, широкая популярность формул типа S ~  kpLog(p) в разных областях связана, возможно, с особой ролью в природе степенных законов [26]. Для таких случаев выражение pLog(p) является удобной аддитивной мерой. Удобной в плане нашего восприятия количества чего бы то ни было – информации, хаоса, нелокальности, интенсивности света звезды и так далее. Ведь наши органы чувств работают по логарифмическому закону Вебера-Фехнера: интенсивность ощущения пропорциональна логарифму интенсивности стимула. Таким образом, энтропия, выражаемая формулой типа S ~ pLog(p) есть всего лишь удобная для нашего восприятия абстрактная аддитивная мера. Ее физический смысл зависит от того, что именно мы оцениваем, то есть тем, на каких данных и как мы определяем аргумент ‘p’ и какой физический смысл имеет этот аргумент. Основание логарифмов несущественно и выбирается из соображений удобства для той или иной задачи. 

Несколько слов о непрерывности, дискретности и предельных переходах. Переход к термодинамическому пределу в случае больших систем является необходимой и полезной процедурой. Но нужно не забывать, что, как пишет фон Нейман [27], «…непрерывность возникает лишь в результате процесса усреднения в, по существу своему, прерывном мире … и истинная природа единичного процесса оказывается полностью завуалированной все нивелирующим законом больших чисел». Предельные переходы от дискретности к непрерывности не всегда возможны и часто даже противоестественны. Мы далее будем иметь дело с конечными наборами данных, и в этом плане, для нас основной интерес будут представлять энтропии, не связанные с необходимостью предельных переходов.
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Глава 2. Энтропия и информация.

В различных прикладных задачах энтропия фигурирует, в основном, в структурном и информационном смысле. Это касается анализа временных рядов разной природы, области обработки спутниковой информации, в том числе астрофизических и геофизических изображений. Основной акцент в пособии сделан именно на эту область приложений. Поэтому эту следующую главу мы начнем с введения некоторых понятий теории информации, которые нам потребуются в дальнейшем. Далее, через теорему Хартли, введем понятие энтропии Шеннона. Рассмотрим, без детальных доказательств ее основные свойства, знание которых потребуется нам в практических приложениях. 

2.1. Информация как первичное понятие

Мы помним слова Л.Больцмана о том, что энтропия характеризует недостающую информацию о системе. То есть, энтропия есть мера нашего незнания о системе. Но что имел ввиду Л. Боьцман, говоря об информации или знании о системе? Ответ на этот вопрос лежит на поверхности. Вспомним физический смысл величины P, фигурирующей в формуле Больцмана S=kLog(P). Параметр P, как мы помним, называется статистическим весом макросостояния системы, и равен числу способов, которым может быть реализовано данное микросостояние. Иными словами, мы не знаем, наблюдая данную макро систему, какой из этих Р способов в ней реализован. Это и есть недостающая информация о системе. А что же тогда полная информация о системе? В данном случае это знание координат и скоростей всех частиц. В самом деле, если мы все это знаем, то мы знаем тот единственный способ, которым реализована наша макросистема на микроуровне.  В этом случае Р = 1, и энтропия S = 0. 

А что означает на макроуровне знание координат и скоростей всех частиц? Это означает, что мы знаем, как распределены частицы системы в заданной 6-мерной системе координат, иными словами, мы знаем структуру системы. Таким образом, Больцман был первым, кто указал на тесную связь энтропии, информации и структуры.
В  предыдущей главе мы взглянули на путь, пройденный энтропией почти за два столетия. Мы отметили некоторые важные этапы становления и развития этого фундаментального понятия современной науки. Энтропия играет важную роль в теплофизике, в статистической физике, в физической и химической кинетике, в биофизике, астрофизике, космологии и теории информации. Можно сказать, что понятие энтропии пронизывает все современное естествознание. В чем причина такой универсальности энтропии? Ведь по степени важности, энтропию ставят в один ряд с такими фундаментальными понятиями, как материя, энергия, время, пространство. Определенный ответ на этот вопрос дал великий американский инженер и ученый К. Шеннон. Он показал тесную связь энтропии с другой фундаментальной сущностью нашего мира – информацией.  


Информация наряду с материей, энергией, пространством и временем, является первичным понятием нашего мира и поэтому в строгом смысле не может быть определена. Согласно современным представлениям Вселенная возникла в результате Большого взрыва.  Большой взрыв породил излучение, вещество, темную материю и космический вакуум. А откуда возникли законы, управляющие всем этим? Откуда узнала первичная энергия, как ей разделиться на кванты и породить излучение, вещество, галактики, звезды, планеты, весь растительный и животный мир и нас с вами? Была ли заложена в первичную энергию некая первичная информация, некий Вселенский Код, нечто подобное генетическому коду, по которому надлежало далее развиваться Вселенной? Иными совами, был ли Большой врыв также и Большим  информационным взрывом, или физические законы – правила игры полей и вещества - стали появляться по ходу самой игры? 
Что представляют собой физические законы? Это наши собственные постулаты, нами самими придуманные, с целью упорядочить наши представления об окружающем нас мире, а Вселенная о них ничего не знает? Или физические законы есть некий информационный атрибут Вселенной, столь же объективный, как вещество или энергия, и мы лишь открываем их для себя?  Для ответа на эти вопросы надо бы больше узнать о происхождении, роли и способах функционирования информации во Вселенной. Иными словами теория информации, по-видимому, должна быть тесно связанная с космологией, астрофизикой, квантовой механикой,  кинетической теорией и биофизикой.  


Существующая теория информации является очень важным шагом на этом пути, и эта современная теория информации тесно связана с понятием энтропии. Чтобы обсудить эту связь, перечислим, вначале, основные свойства информации, как первичного понятия.  

1) Дискретность. Информация состоит из сообщений. Сообщение – это дискретный сигнал или последовательность дискретных сигналов, которые приходят из окружающего мира в рассматриваемую открытую систему и на которые это система способна реагировать, то есть, так или иначе, изменять свое состояние. Например, квант света от звезды попадает в телескоп и изменяет состояние пикселя светоприемной матрицы. Другой пример, мы смотрим новости по телевидению, - последовательность сигналов попадает на сетчатку глаза и изменяет состояние световых рецепторов. 

2) Не материальность.  Информация не материальна, но она проявляется в связи с материальными носителями самой разной природы: букв, написанных на бумаге,  клинописи на глиняных дощечках, иероглифах на папирусе, книг на деревянных дощечках, отпечатках древних растений и животных в камне, модуляции электромагнитной волны, последовательности аминокислот в генетическом коде и так далее. Иными словами, если бессмертная душа существует, то у нее должен быть свой специфический емкий материальный носитель, по-видимому, слабо взаимодействующий с обычным веществом (темная материя? темная энергия? нелокальная квантовая система?), …

3) Закодированнность. Информация всегда закодирована в том смысле, что сообщения в виде знаков, символов, сигналов, могут быть восприняты только получателем, способным их распознать. На этом свойстве информации основана вся криптография. Любой язык также есть код, - лишь люди, владеющие одним и тем же кодом способны обмениваться информацией и понимать друг друга. Протоколы передачи данных по компьютерным сетям позволяют осуществлять обмен информацией между компьютерами. Такие примеры можно приводить бесконечно.

4) Универсальность и объективность. Это важнейшие свойства информации. Универсальность информации заключается в том, что это понятие одинаково применимо как к живому, так и к не живому миру. Примеры: рост кристаллов, - зародыши кристаллов несут информацию молекулам, как им выстраиваться в определенном порядке; молекулы ДНК несут генетическую информацию, то есть, как строить организм. Информация объективна, то есть не обязательно связана с наличием воспринимающего субъекта, - она присутствует и функционирует в природе как объективный фактор. 
5) Креативность. В основе любой структуры лежит информация, которая эту структуру порождает. Весь фрактальный анализ является иллюстрацией этого свойства – элемент и итеративное правило способны порождать сложные структуры. Мы знаем, что структуры возникают из хаоса вследствие фазовых переходов разного рода. Возможно и информация, по которой строится структура, также в тот же миг или чуть раньше возникает из хаоса? Опыт говорит, что это не так. Хаос хаосу рознь. Конкретный хаос в конкретных условиях порождает конкретные структуры. Так что правила построения структур изначально заложены в среде, из которой возникают структуры. Хаос – лишь одно из возможных состояний среды.

6) Аддитивность. Это еще одно важное свойство информации. Это свойство попросту означает, что если к имеющейся информации мы добавляем новую, то оказавшаяся в нашем распоряжении информация равна сумме старой и новой. 
Перечисленный перечень свойств информации, как первичного понятия, наверняка не полон. Есть, например, работы, в которых рассматривается такое свойство информации, как ее ценность или значимость, обсуждаются и другие свойства. Но перечисленных свойств пока достаточно, чтобы двигаться дальше и, следуя за К.Шенноном, выяснить связь информации и энтропии. 

Мы уже говорили, что  информация наряду с массой, энергией, пространством и временем, является первичным понятием нашего мира. Но равноправны ли эти понятия?  Эквивалентность массы и энергии была показана Эйнштейном. Более того, стало понятно, что масса есть одна из форм состояния энергии. Была понята также относительность пространства и времени и их связь с массой и энергией. А как в этот мир вписывается информация? Квантовая физика, похоже, установила эту связь, и она оказалась неожиданной: информация играет первичную и основную роль в современной физической картине мира
. 

Вот что по этому поводу писал Джон Арчибальт Уиллер. «Моя жизнь в физике представляется мне разделенной на три периода. В первый из них, я был захвачен идеей, что „всё — это частицы“. Я искал способы выстроить все базовые элементы материи из наиболее фундаментальных частиц — электронов и фотонов.

Второй период я называю „всё — это поля“. С тех пор, как я влюбился в общую теорию относительности и гравитацию, я придерживался взгляда на мир, как на состоящий из полей. Мир, в котором то, что представляется нам частицами — это в действительности проявления электрических и магнитных полей, гравитационных полей и самого пространства-времени.

Теперь же я захвачен новой идеей: „Всё — это информация“. Чем больше я размышляю о квантовых тайнах и о нашей странной способности постигать этот мир, в котором мы живем, тем очевиднее фундаментальное значение информации, как основы физической теории».

2.2. Мера Хартли. Теорема Хартли.

В основе шенноновской теории информации лежит представление о четырех исходных элементах: передатчика, линии, приемника и, собственно, информации. Информация по Шеннону дискретна. Атомом информации, является сообщение. Сообщение – это некий сигнал, который, будучи эмитирован передатчиком и, пройдя по линии, способен изменить состояние приемника. Например, звезда – передатчик, линия – космическое пространство, атмосфера, оптика телескопа, приемник – ССD матрица. Конечно, «передатчик», «приемник», «линия», «сигнал» в теории информации не являются чисто техническими понятиями. Не смотря на то, что в их основе лежат представления о конкретных технических устройствах и процессах, они представляют собой абстрактно математические и, даже в некотором роде, философские категории. 


Вообще говоря, чтобы найти решение какой либо проблемы, очень важно суметь найти этот переход от конкретного к абстрактному. В результате такого перехода, натянутый канат становится бесконечной и бестелесной прямой, кирпич или грубо обработанный камень – параллелепипедом, Юпитер со всеми его спутниками – материальной тяготеющей точкой. Абстрактные понятия, удерживая самые существенные для рассматриваемой проблемы свойства, дают возможность построить абстрактно математическую модель, позволяющую описать простыми средствами широкий круг явлений. Шеннону удалось это проделать с информацией. 

Рассмотрим простые примеры. Разговаривают два человека. Каждый из них поочередно становится источником сообщений - передатчиком и приемником. Сообщения здесь – отдельные звуки (сигналы), «линия» воздушная среда. Мы говорим, что эти люди обмениваются информацией. Обмениваться между собой информацией могут два или больше компьютеров, объединенных линиями связи в сеть. Песня соловья для его самки тоже является очень важной информацией. Мы принимаем и анализируем свет звезды. Его интенсивность, спектральный состав, поляризация приносят нам важную информацию о массе и радиусе звезды, о ее химическом составе, температуре, наличию на ней магнитных полей. Таким образом, передатчиком информации является, потенциально, любая открытая система, а приемником, такая открытая система, которая получив сигнал от первой, способна на него реагировать то есть, изменять свое состояние.   

Если речь идет о какой-то конкретной системе, то с ростом информации об этой системе, уменьшается наше незнание о ней. Мерой же нашего незнания системы является ее энтропия. Это, как мы помним, показал еще Больцман. Таким образом, энтропия и информация как бы две противоположности, которые дополняют друг друга. Энтропия, это показал еще Клаузиус, также является аддитивной величиной. Вспомним интеграл Клаузиуса. Энтропия по Клаузиусу определяется через интеграл, то есть, по сути, через сумму. Аддитивность энтропии и информации, в частности означает, что мера, как той, так и другой, может быть только экстенсивной, а не интенсивной переменной. 
Например, масса и энергия  – экстенсивные переменные, - их величины растут с ростом размеров системы.  Температура и давление – примеры интенсивных величин. Они инвариантны относительно размеров системы. Температура одного кубического сантиметра воздуха в помещении такая же, как и одного кубического метра. Энергия же и масса 1см3 и 1м3 воздуха – различны. Соответственно, различны и энтропии этих объемов воздуха.
Именно такую аддитивную меру для информации впервые предложил и достаточно строго обосновал Хартли в 1928г. (Хартли, 1959) [1]. Рассмотрим этот вопрос более подробно. Пусть имеются два источника сообщений с числами равновероятных состояний m и n. Эти два источника можно рассматривать, как один, с числом состояний, равным, естественно, mּn. Желательно, чтобы мера неопределенности H такого источника, равнялась бы сумме неопределенностей двух исходных, то есть H(mּn) = H(m) + H(n). Можно строго показать, что единственной такой функцией является логарифм. Если N=mּn, то H(N) = log(N) = log(m) + log(n), при этом основание логарифмов особой роли не играет. 

Хартли сформулировал и доказал следующую важную теорему. «Если в заданном множестве {M}, состоящем из N элементов, содержится элемент х, о котором известно только, что он принадлежит этому множеству {M}, то, чтобы найти х, необходимо получить об этом множестве количество информации, равное log2N бит
». 

Теорема доказывается с помощью так называемого алгоритма Бар-Кохбы
 и метода индукции. Полное доказательство было дано А.Реньи (Renyi, 1970) [2]. Мы здесь продемонстрируем лишь интуитивно понятную общую идею этого доказательства. Рассмотрим ситуацию с двумя равновероятными исходами. Пусть, например, нас интересует, где у упавшей в монеты будет находиться орел – сверху, или снизу? До испытания равновероятны оба исхода, однако, одно испытание полностью устраняет эту неопределенность и отвечает на наш вопрос. Пусть, теперь, мы рассматриваем некоторую ситуацию с четырьмя равновероятными исходами. Четыре исхода делим на две равные части и задаем первый вопрос: где тот исход, который нас интересует? Пусть он в правой части. Ее снова делим попалим и задаем второй вопрос «где?». Ответ на этот второй вопрос полностью устраняет исходную неопределенность. Аналогично рассматриваем ситуацию с 8 равновероятными исходами и приходим к выводу, что достаточно получить ответы на три вопроса, чтобы устранить неопределенность. Принимаем, что количество информации в одном ответе на вопрос типа «да – нет» равно одному биту.  Согласно методу индукции заключаем, что число ответов Н и число равновероятных исходов N связаны друг с другом как N = 2H, или H = log2N  бит. Теорема Хартли доказана. Как уже отмечалось,  это лишь общая идея доказательства. Фактически же, теорема доказана для произвольных N. Полное доказательство можно найти в цитированных книгах Р.Хартли и А. Реньи.

Величину 






H= log2N 




(2.1)

называют иногда информацией Хартли. На наш взгляд, это не совсем правильно. Информацией она становится только после проведения всех Н экспериментов. Более правильно ее называть энтропией потому, что она выражается формулой, аналогичной формуле для энтропии Больцмана, от которой она отличается только размерным множителем k и основанием логарифмов и потому, что дает меру нашего незнания о состоянии системы до того, как мы начинаем экспериментировать с этой системой. 
 Еще раз отметим этот важный момент. Информация, которую необходимо получить, чтобы устранить неопределенность ситуации, равна двоичному логарифму числа равновероятных состояний системы. Но эта информация появляется только после необходимого числа испытаний. А до опыта эта величина является мерой неопределенности нашей системы и называется ее энтропией. Убыль этой величины в результате испытаний и есть та информация о системе, которой мы владеем на данный момент. Иными словами, информация  





I =H1 – H2





(2.2)
Где H1 и H2 – энтропии до и после испытаний, соответственно. Это и есть знаменитое Шенноновское определение количества информации. 

На бытовом уровне мы все пользуемся словом «информация», связывая его с определенными представлениями. В обиходе под информацией обычно понимают совокупность сведений об окружающем мире. Информация является объектом хранения, передачи и преобразования. Заслуга Шеннона заключалась в том, что он сумел бытовому термину поставить в соответствие четкое определение, позволившее количественно оценивать объемы информации. Ключевым при этом, как уже было отмечено во введении, является понятие энтропии. Можно сказать, что Шеннон осуществил энтропийную параметризацию информации. Как уже отмечалось, еще Л. Больцман, давая статистико-физическое определение энтропии в 1877 году,  заметил, что энтропия характеризует недостающую информацию о системе. Тогда эта фраза осталась без внимания. Однако теперь, благодаря Шеннону,  мы можем уже количественно оценить, как имеющуюся, так и недостающую информацию о системе.
Следует отметить, что шенноновское определение информации удовлетворяет, или по крайней мере не противоречит, шести перечисленным свойствам информации, как первичного понятия. Она дискретна, аддитивна, универсальна и объективна, нематериальна. Определение информации по Шеннону не содержит свойства креативности, но и не противоречит ему, поскольку по Шеннону информация определена через энтропию. Энтропия же характеризует состояние системы, а не ее «элементную базу» - те дискреты, из которых эта система построена. Так же и информация Шеннона характеризует меру нашего знания устройства системы, и не содержит сведений о первичной информации, заключенной в элементах, из которых эта система построена.  

2.3. Энтропия систем с не равновероятными состояниями
Системы, для которых Хартли ввел свою меру неопределенности, являются системами с равновероятными состояниями. Однако, такие системы среди наблюдаемых систем представляют очень узкий класс и являются скорее исключением, чем правилом. Игральные кости, монеты, различные лототроны, игровые автоматы, датчики случайных чисел – примеры таких систем. Все они, в основном, искусственного происхождения (игральные кости, карты, лототроны). Это не случайно. Природа не любит равновероятные системы.   

Обобщение понятия энтропии и информации на случай систем с не равновероятными состояниями, а именно такие системы и представляют основной интерес, получается достаточно просто. Пусть i – е состояние системы (отсчет ряда, символ в сообщении) имеет вероятность pi =Ni/N, где N - объем выборки  (объем или число членов ансамбля в термодинамике, число отсчетов в ряде, число символов в сообщении), Ni –  число заполнения i-го уровня. Так, что 
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(2.3)

n – число возможных уровней состояния системы (число символов в алфавите). 
Для произвольно временного ряда f(t), n задается искусственно и равно числу уровней амплитуды ряда (величины сигнала) в данной выборке: n=(max(f(t))-min(f(t)))/df – где df – искусственный «квант» - обычно величина, не меньше точности измерения амплитуды f(t). 
Для k-мерного объекта – n равно числу минимальных k-мерных кубиков, размера еk, целиком покрывающих данный объект.  В этой связи множество k-мерных кубиков будем называть «покрытием»,  еk – элементом данного покрытия, а  n - числом элементов покрытия. Здесь и далее термин «покрытие» употребляется в узко специальном смысле некоторых задач комбинаторной геометрии (см., например, (Болтянский и Гогберг, 1965), (Болтянский и Гогберг, 1971)).
Пусть Р – статистический вес системы при заданном е покрытии, то есть полное число равновероятных способов, которым может быть реализовано рассматриваемое состояние системы (эту величину называют еще абсолютной или термодинамической вероятностью состояния системы). Эта величина равна числу всех значимых перестановок в системе, то есть когда ячейки покрытия обмениваются между собой элементами. Число перестановок всех элементов ансамбля (отсчеты выборки из ряда) равно N!. Однако перестановки внутри элемента покрытия (внутри одного уровня) очевидно, не дают новых ситуаций и не учитываются. Таким образом, система может реализовать данное состояние числом способов (число перестановок с повторениями), равным 




P=N!/(N1!N2!...Nn!). 




(2.4)

Отсюда определяем так называемую абсолютную энтропию На. Учитывая теорему Хартли, получаем: 

Hа = log2P = log2(N!/(N1!N2!...Nn!)



(2.5)
воспользовавшись формулой Стирлинга, получим
Hа ~ N log2N -  Σ Ni log2Ni= -NּΣ pilog2pi  бит. 

(2.6)
Удельная энтропия, то есть в расчете на одно состояние (на удельный объем в термодинамике, один отсчет в ряде) равна:
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(2.7)
Это и есть известная формула Шеннона или энтропия Шеннона для систем с не равновероятными состояниями. 

Важно отметить, что, как видим из (2.7), порядок элементов покрытия не влияет на величину Н, то есть, мы можем поменять местами любое число элементов покрытия, но значение Н останется прежним.
Проясним и некоторые другие, важные для приложений, следствия формулы (2.7). Представим себе систему, которая все время находится в одном и том же состоянии, то есть все pi, кроме одного, равны нулю. Это означает, что система полностью детерминирована и всякая неопределенность в ней отсутствует. В этом случае p=1 и Н = 0. Таким образом, чем меньше неопределенности в системе, чем меньше состояний она способна реализовать, тем меньше энтропия. Для случая временного ряда f(t) это соответствует f(t)=Const. 
Из формулы Шеннона также видно, что максимально возможное значение энтропия принимает в случае, когда все возможные состояния равновероятны (белый шум), то есть, все уровни заполнены равномерно. Для случая временного ряда f(t) это соответствует, белому шуму, пилообразной функции или, самое простое, линейной зависимости: f(t)=aּt на интервале выборки. В этом случае, из формулы следует, что Н = log2n, где n – число элементов покрытия (уровней, в случае ряда). В этих конкретных границах и может изменяться энтропия в данной конкретной системе с данным фиксированным числом состояний n. 
Большое значение имеет знак изменения энтропии со временем. Если dH/dt > 0,  то система релаксирует, то есть, стремится к своему наиболее вероятному состоянию с максимумом энтропии. В случае временного ряда – это стремление к белому шуму. Если же dH/dt < 0,  то система находится на фазе самоорганизации, в ней возникает и развивается некая упорядоченность. В случае временного ряда – это стремление к f(t)=Const. Если же dH/dt ~ 0, то система находится в фазе стагнации или/и, возможно, бифуркации. Иными словами, определив знак и величину изменения энтропии, мы можем судить о темпах, фазе и направлении эволюции системы в текущий момент.

Рассмотрим простой пример расчета величины энтропии. Пусть наш временной ряд представляет собою функцию Радемахера: Ra(t)=Sign(sin(t)). Чему равна энтропия такого ряда? Легко видеть, что ряд имеет лишь два равновероятных уровня. Следовательно,  pi=1/2. Подставляя это значение pi  в формулу (2.7), получаем  H = log22=1.
2.4. Принцип максимума энтропии  
В литературе часто можно встретить утверждение, что энтропия Шеннона, это совсем не то же самое, что термодинамическая энтропия или энтропия Больцмана. Более того, энтропия Шеннона ведет себя прямо противоположным образом, стремится со временем не к максимуму, а к минимуму. При этом, обычно, авторы ссылаются на 7-ю теорему Шеннона [5], утверждающую, что энтропии выходного сигнала не возрастает при любом преобразовании. Таким образом, информационная (2.7) и термодинамическая (1.8) энтропии, при внешней похожести формул, ведут себя противоположным образом, что при применении аппарата теории информации к процессам в физических системах может приводить к вышеупомянутому утверждению [6].
Вопрос важен для прояснения смысла энтропии вообще, поэтому рассмотрим его более подробно. Для этого нам необходимо вспомнить принцип максимума производства энтропии. Принцип максимума энтропии можно сформулировать так. При отсутствии внешних воздействий, когда множество возможных микросостояний n зафиксировано, система переходит в такое макросостояние, при котором все микросостояния равновероятны. Математически это означает выход на наибольшую однородность распределения вероятностей микросостояний, при фиксированной системе физических связей [7]. 

Так ведут себя все замкнутые термодинамические системы. Именно этот факт, как факт эмпирический, составляет смысл второго начала термодинамики. В наших обозначениях мы запишем второе начало так: 
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  (2.8)
где S – энтропия Больцмана.
Однако 7-я теорема Шеннона утверждает, и это тоже эмпирический факт, что энтропия выходного сигнала не возрастает при любом преобразовании, более того, стремится к минимальному значению. То есть, 7-я теорема Шеннона в наших обозначениях может быть записана так:
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Таким образом, при идентичности формул термодинамической и информационной энтропий, постулируется прямо противоположный вывод. Суть дела заключается в разном определении вероятностной меры рi в физике и теории информации. Во всех случаях рi - соответствует относительному числу дискретов системы, попавших в i – тый элемент покрытия. Однако, в физических системах, как правило, дискетами являются изображающие точки фазового пространства, и покрытие производится на этом пространстве. В теории информации дискретами являются сигналы («буквы алфавита») и рассматриваются распределения «букв» по частоте их встречаемости в сообщении. Здесь pi имеет смысл относительной частоты встречаемости в сообщении данной «буквы». Это существенно разные определения вероятностных пространств. Рассмотрим эту разницу на примере временного ряда.  

В случае временного ряда, физический подход соответствовал бы распределению величин амплитуд f(t) ряда по временным интервалам. В этом случае f(t)=Const, дает нам максимальную энтропию, что полностью соответствует второму началу. Если же на выделенном временном интервале выборки имеем только один δ –  импульс, то энтропия такой выборки равна нулю. 

В теории информации pi – имеют смысл распределений отсчетов ряда по амплитудным уровням. В этом случае f(t)=Const – соответствует нулевой энтропии, а δ – импульс – также как и рассмотренный ранее линейный тренд или пила, дают максимальное значение энтропии. Таким образом, при стремлении f(t) ( Const поведение энтропии «противоположно» второму началу термодинамики. Этот факт нужно всегда иметь ввиду, при применении понятий теории информации к физическим системам во избежание путаницы. Важно отметить, что белый шум во всех случаях соответствует максимальной энтропии.

И еще одно важное замечание. Следует всегда помнить, что формула Шеннона (2.7) всего лишь алгоритм, для расчета величины Н. Смысл и значения этой величины целиком определяется выбором пространства состояний и характеристиками его покрытия. 
Подведем краткий итог. Число равновероятных состояний системы N можно рассматривать, как число возможных реализаций одного и того же состояния системы. Тогда N тождественно больцмановскому статистическому весу P, то есть числу таких реализаций. Такое переосмысливание параметра N позволяет обобщить энтропию Хартли на случай не равновероятных состояний системы. Как подсчитывают число возможных реализаций состояния системы? Для этого вводится понятие е-покрытия системы (вспомним алгоритм Бар Кохбы). Минимально допустимой величиной е-элемента покрытия обычно является предел точности измерений параметров. Каждой такой е-ячейке ставим в соответствие число рi = Ni/N, где Ni – число встречаемости значений параметра в пределах i - той е-ячейки покрытия, pi – соответственно, относительное число значений параметра, попавших в i-ю ячейку, которую мы интерпретитируем как вероятность обнаружения значения параметра в пределах i-того элемента покрытия. Распределение pi(i) может быть любым. Сумма всех pi равна 1 по определению. 

Для не равных pi  число Р=N!/N1!N2!...Nn! – где n – число элементов покрытия. Подставляя Р в выражение (2.1) вместо N, получаем, после несложных преобразований, выражение для удельной энтропии Шеннона (2.7).  Из этого выражения следует, что максимальное значение энтропии Шеннона достигается, когда все pi равны, то есть все состояния системы равновероятны. При  этом, значение Hmax = log(n), где n – число элементов покрытия.  Если же все pi кроме одного равны 0, то есть система полностью детерминирована, то энтропия Шеннона достигает минимального значения Hmin = 0.
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Глава 3. Энтропия временного ряда

3.1. Общие замечания о временных рядах

В практике обработки данных под временным рядом обычно понимают упорядоченную последовательность пар измеренных величин, одна из которых является временем. Вторая величина может иметь самую разную природу и размерность. По характеру природы второй величины, различают скалярные, обобщенно скалярные, векторные, тензорные и логические ряды. 

Например, ежедневные значения радио потока от Солнца на волне 10.7 см – пример скалярного временного ряда. Все ряды гелио и геофизических индексов – тоже скалярные ряды. Если каждому моменту времени ставится в соответствие два, три и более параметров, то такую последовательность можно рассматривать как обобщенно скалярный ряд. Биржевые ряды являются примерами рядов такого типа. Электрокардиограммы и энцефалограммы – другие примеры таких рядов. Если набор этих скалярных параметров является компонентами вектора, то, соответственно, мы имеем дело с векторным рядом. Например, компоненты вектора скорости тела, как функции времени. Если каждому моменту времени ставится в соответствие тензор (матрица значений), то это тензорный ряд. Черно белые и цветные фильмы в цифровых форматах – можно рассматривать как примеры тензорных рядов. Если имеем упорядоченный по времени ряд логических значений, то это, соответственно, логический ряд. Примером таких рядов могут быть ряды событий, амплитуда которых не определена количественно или не имеет особого значения, а важным является лишь сам факт наличия или отсутствия события. Например, последовательность дорожно-транспортных происшествий, смертельный травматизм на производстве и так далее. 


Понятно, что ряд любой размерности можно рассматривать как определенную композицию скалярных рядов. По этой причине мы, в основном, будем говорить о скалярных рядах. Обобщение на случай большей размерности достаточно тривиально, если не приходится решать какие-либо специальные задачи.

По характеру измерения времени, можно говорить об эквидистантных, не эквидистантных и автономных рядах. 
Эквидистантным называется ряд измерений с фиксированным временным шагом. Это самые комфортные, с точки зрения обработки данных ряды. В последние годы в общем объеме астрофизических и геофизических данных такие ряды приобретают все больший вес в связи с появившейся возможностью вести непрерывные и регулярные наблюдения с борта космических аппаратов. Некоторые разделы астрофизики, например, гелиосейсмология, вообще не могут развиваться без получения и анализа таких рядов. В связи с необходимостью получения длинных эквидистантных рядов строятся глобальные сети станций наблюдения, обсерватории в Арктике и Антарктике, разрабатывается и выводится в космическое пространство соответствующая аппаратура. Важную роль такие ряды данных играют в геофизике: метеорологии, геомагнитометрии и других областях.

Если временной шаг не фиксирован, то ряд, соответственно, называется неэквидистантным. Такие ряды возникают, когда по тем или иным причинам процедуру измерений не имеет смысла или невозможно проводить с фиксированным временным шагом. В астрофизике в таких рядах, до начала широкомасштабных космических наблюдений, содержался практически весь объем данных. Эти ряды более трудны в обработке, так как часто требуют дополнительных процедур, таких, как например, интерполяция, которые вносят дополнительные ошибки.


Необходимо отличать неэквидистантные ряды от автономных. Неэквидистантный ряд порождается спецификой измерительного процесса, в то время как между измерениями процесс продолжается, и измеряемые параметры могут изменяться в этих не наблюдаемых интервалах как угодно. Можно сказать, что эквидистантные и неэквидистантные ряды есть лишь некие выборки значений параметров изучаемых процессов. 
Другое дело автономные ряды. Для таких рядов само понятие времени приобретает иной, специфический смысл. Как правило, это ряды некоторых событий или специфических процессов в квазизамкнутых системах, когда фиксируются лишь изменения параметров, а промежутки времени без изменений невозможно определить, или они просто теряют смысл и не рассматриваются. С точки зрения внешнего наблюдателя, пользующегося астрономическим временем, эти процессы могут происходить крайне неравномерно, но, в плане самой системы, точка зрения внешнего наблюдателя и специфика его времени не играют особой роли. 


Например, в биржевых рядах, как правило, важно изменение цены и не очень важны величины промежутков времени между этими изменениями: цена не меняется, значит на рынке ничего не происходит. Геологические ряды, являются другим примером автономных рядов. Вообще любая квазизамкнутая система живет, как бы в своем собственном специфическом времени, слабо связанным с тикающими часами, отсчитывающими наше астрономическое время. В этом плане говорят о геологическом времени, биологическом времени, психологическом времени, космологическом времени и так далее. Можно сказать, что каждая квазизамкнутая система сама определяет для себя собственное время и живет по собственным часам, то есть образует как бы свой собственный темпомир [5]. Время системы обусловлено последовательностью изменений, происходящих в ней самой
. Автономный ряд, это такой ряд, в котором принимаются во внимание и измеряются лишь изменения параметров, а внешнее, астрономическое время при этом, по тем или иным причинам, не фиксируется. Иными словами, автономный ряд это ряд упорядоченных значений изменения переменной. Сама переменная при этом может иметь любую природу.


Безусловно, деление всех временных рядов на времени зависимые и автономные, в определенном смысле является условным. Так, если возможно значениям автономного ряда поставить в соответствие моменты астрономического времени, то такой ряд становится неэквидистантным. А если ввести фиксированный шаг по времени и соответствующим образом дополнить множество значений, то автономный ряд превращается в эквидистантный. Процедура установки соответствия астрономического времени значениям автономного ряда обычно называют привязкой или датировкой. Эти, часто очень сложные, неоднозначные и трудоемкие, процедуры широко распространены в геологии, палеонтологии, археологии и других областях. 

Для интерпретации результатов выборочных энтропий важно отличать неэквидистантные ряды от автономных. Как уже отмечалось, истинные неэквидистантные ряды порождаются процессом измерения и являются, по сути, некоторой случайной выборкой значений параметра исследуемого процесса. Это в частности, означает, что такой ряд лишь частично, не полно, представляет рассматриваемый процесс. В то время как автономные ряды являются результатом фиксации реально происходящих изменений и не являются произвольной выборкой значений параметра. Можно считать, что процессы, формирующие такие ряды, обладают нерегулярным, и, часто, фрактальным временем.  Соответственно, значения энтропий таких рядов должны интерпретироваться по-разному. 


Еще временные ряды делят по характеру изменения амплитуды на регулярные, стохастические и смешанные, а так же на стационарные и нестационарные. Всякий ряд порождается некоторым процессом. Регулярные механические движения порождают регулярные ряды. Например, измерение расстояния между центрами Земли и Луны дает регулярный ряд. Случайные стохастические процессы, порождают, соответственно, стохастические ряды. Например, изменение скорости течения в турбулентном потоке, броуновское движение и др. Смешанные ряды порождаются суперпозицией регулярных и случайных процессов. Например, вариации освещенности участка поверхности Земли порождаются регулярными процессами суточного вращения и движения Земли по орбите вокруг Солнца, и  случайными изменениями прозрачности атмосферы над этим участком.

3.2. О параметризации  
Вначале несколько слов о процедуре параметризации. Параметризация – это извлечение из данных наблюдений минимального набора наиболее существенных параметров, характеризующих изучаемую систему или процесс. Фактически, параметризация – это редукция (свертка) массивов данных наблюдений к набору небольшого количества параметров и правил. Правильно проделанная параметризация позволяет восстановить исходные данные с заданной точностью по полученному набору этих правил и параметров. 
Наиболее популярными методами параметризации являются интегральные преобразования данных с помощью полных систем ортонормированных тригонометрических, специальных, обобщенных функций или специально подобранных локализованных функций - вейвлетов. Это преобразования Фурье, Лежандра, Уолша и другие подобные преобразования, и вейвлет анализ. Результатом таких процедур является получение некоторого конечного набора амплитуд базовых функций, суперпозиция которых с заданной точностью представляет исходные данные. 

Параметризация временного ряда, это, вообще говоря, процедура выбора такого набора параметров, которые позволяют нам количественно охарактеризовать изменение системы со временем, понять происходящие в ней процессы и, в конечном итоге, построить ее теоретическую модель. Параметризация играет очень важную роль в получении новой информации о любых системах или процессах. Она тесно связана с общетеоретическими представлениями об изучаемых процессах в данной системе и, часто, диктует основные положения экспериментальных и наблюдательных программ. 

Исходным материалом для исследования физических процессов  являются временные ряды. До, примерно середины прошлого века, господствовала достаточно упрощенная (наивная) точка зрения на временные ряды данных. Считалось, что любой ряд содержит лишь общий тренд, регулярную и случайную компоненты, параметры которых не меняются. Причем тренд можно было рассматривать как фрагмент регулярного движения с очень большим периодом. Методы анализа рядов сводились к выделению регулярных составляющих из ряда таким образом, чтобы в остатке оказался белый шум (так называемое «выбеливание» ряда). Далее определялись параметры регулярной составляющей (периоды, амплитуды) и стохастической (моменты распределений). После этого считалось, что параметризация выполнена и вся значимая информация из ряда извлечена. 
Такая точка зрения молчаливо предполагала, что любой временной ряд является непрерывным, стационарным, линейным, то есть может быть представлен с заданной точностью суперпозицией тех или иных гладких функций, а случайная компонента (ошибки измерений) является стационарным гауссовым шумом. 


Сейчас понятно, что линейными и стационарными, в приемлемом приближении, можно считать лишь небольшую часть всех временных рядов. Как правило, это ряды, порождаемые динамическими процессами в простых системах. Например, изменение расстояния от Земли до Солнца, смена фаз Луны, фотометрические кривые широких затменно-переменных звезд и другие.  Большинство же анализируемых временных рядов, как правило, нестационарны и нелинейны. То есть параметры регулярных и стохастических компонент могут быть произвольными функциями времени, кроме того, ряды часто могут содержать и непериодические компоненты. Как ведет себя ряд в интервалах между отсчетами, не всегда понятно и представим ли он в частях и в целом гладкими функциями также не всегда очевидно. Нестационарность, стохастичность, возможная негладкость, накладывают серьезные ограничения на многие традиционные методы анализа, и стимулируют поиск новых подходов. Одним из таких подходов, применимым к слабо нестационарным рядам, является выборочная фрактальная параметризация, то есть параметризация выборок с помощью негладких масштабно инвариантных функций. Этот подход будет обсуждаться в следующей главе. 
А сейчас несколько слов о «философии эксперимента», который тесно связан с проблемой параметризации. Обычно состояние системы характеризуется набором параметров ее состояния. Для простой системы, например для газа, близкого по своим характеристикам к идеальному, такими параметрами могут быть объем, давление и температура. В данном случае набор из этих трех являются «полным» набором, так как полностью определяют состояние идеального газа. Если исследуемая система сложная, то характер и число этих параметров существенно зависит от того, что мы хотим узнать о системе, то есть от постановки задачи.


Рассмотрим примеры, кода одни и те же объекты можно характеризовать различным набором параметров, в зависимости от поставленной задачи. Георгий Гамов в своей биографической повести «Моя мировая линия», выбрал в качестве параметров своей биографии географические координаты и время своего пребывания в тех или иных местах земного шара. Конечно, это только литературный прием, но для физика подход вполне естественный – параметризовать процесс, упорядочить сложные перипетии судьбы с помощью всего трех параметров. Конечно же, это пример параметризации сложного процесса, хотя и шуточный.


Продолжая шуточный подход Г.Гамова, заметим, что его параметризация продиктована чисто механическим подходом к проблеме. Но можно подойти к этому вопросу с физиологической точки зрения и характеризовать объект «Гамов» набором таких, например, параметров, как вес, рост, артериальное давление, температура тела, процент C2H5OH в крови и так далее. Набор таких биометрических и физиологических параметров также будет описывать наш объект, только уже в рамках другой задачи; они могут быть интересы его лечащему врачу.


Но, если Г.Гамов интересен нам, прежде всего как ученый, то все эти параметры не годятся. В этом плане наибольший интерес представляют такие параметры, как, например, число его научных публикаций в месяц, число ссылок на его публикации в месяц, число публикаций о нем и его работах. Этот подход назовем, условно, информационным. Именно такой, информационный подход представляется наиболее существенным и интересным, так как именно способность Г. Гамова к переработке и генерированию новой научной информации составляет основную его ценность с точки зрения социума.

Рассмотрим другой объект - звезду. Мы можем в качестве параметров состояния звезды рассматривать ее положение в галактике, и ее полный вектор скорости. Это очень важные параметры звезды. С их помощью мы можем найти траекторию движения звезды, узнать, откуда пришла эта звезда и где она окажется в тот или иной момент в будущем. Как и в случае мировой линии Г. Гамова, это чисто механический подход.


Если же нас интересует звезда как астрофизический объект, то больший интерес будут представлять такие ее параметры, как светимость, спектр, масса. Нас будет интересовать, в первую очередь, положение звезды на диаграмме Герцшпруга-Рассела, а не ее положение в галактике. Конечно, эти два подхода дополняют друг друга, как и механический и физиологический подходы в случае объекта «Гамов», но, тем не менее, это два разных научных подхода к одному и тому же объекту.  

Возможен ли в этом примере информационным подходом? На данном этапе развития науки, а возможно и вообще, информационный подход к звезде неприменим. Это связано с тем, что все известные нам устройства приема, передачи и обработки информации, обычно сложные высокоструктурированные устройства, начиная от самых примитивных форм жизни и заканчивая человеческим мозгом, состоящий из миллионов нейронов, или компьютерами, состоящими из множества интегральных схем. Чтобы работать с информацией, звезда должна обладать, как минимум, очень сложной внутренней структурой, способной принимать, обрабатывать и генерировать информацию. Насколько сейчас известно, ни чем подобным Солнце и звезды не располагает. Увы, «звезда с звездою говорит» - остается только поэтической метафорой. 

К вопросу параметризации мы будем периодически возвращаться далее на разных уровнях и с разных точек зрения.
Сейчас несколько слов об идентификации сложных систем. Вопросы идентификации возникают в том случае, кода ряд продуцируется процессом неизвестной или не до конца изученной природы. Например, ряды интегральных индексов солнечной активности продуцируются некоторыми, не до конца понятыми магнитогидродинамическими (мгд) процессами, количественные модели которых не построены. 
Идентифицировать систему или процесс по данным измерений, значит построить математическую модель временного поведения системы и, по возможности, выяснить, какие физические процессы продуцируют данный ряд. С математической точки зрения это задача аппроксимации данных некоторым уравнением, или системой уравнений. В процессе идентификации возникают вопросы полноты набора параметров то есть, сколько параметров необходимо и достаточно для идентификации объекта. Насколько информативен ряд данных для идентификации системы. Проблемы связи и перехода между измеряемыми переменными и переменными математической модели и другие вопросы. 

3.3.  Выборочные энтропии


К анализу временных рядов произвольной природы, кроме известных традиционных методов, можно подойти путем их энтропийной и/или фрактальной параметризации. Примером энтропийной параметризации является расчет энтропии Колмогорова, о которой мы уже упоминали в первой главе. Энтропия Колмогорова изначально вводилась для анализа стохастических временных рядов, порождаемых динамическими системами. Такие ряды, как правило, получают из решений нелинейных динамических уравнений и, как следствие, они являются гладкими, непрерывными и, соответственно, могут быть практически бесконечными; в идеале они избавлены от случайных шумов, то есть они представляют динамический хаос в чистом виде. Ряды наблюдений всегда конечны, как правило, не являются гладкими и отягчены случайными шумами разной природы. Это обстоятельство налагает серьезные ограничения на использование энтропии Колмогорова для анализа реальных рядов данных наблюдений, так как соответствующие предельные переходы не всегда возможны и, даже, если возможны в приемлемом приближении, то пределы не всегда существуют. Иными словами энтропия Колмогорова для реальных временных рядов может вести себя неустойчиво. 

Поиск робастных подходов к энтропийно-фрактальной параметризации природных временных рядов велся все последние годы и к настоящему времени предложено несколько перспективных методов. В основе всех этих методов лежит понятие элементарной энтропии выборки или выборочной энтропии. Под выборкой обычно понимают конечную последовательность значений временного ряда {xk}, выбранных по определенному правилу. Фрагмент ряда является простым примером выборки. В общем случае, в зависимости от наших целей, мы можем выбирать из ряда некоторое число значений и составлять из них ту или иную последовательность. Каждая из таких последовательностей будет выборкой. 

3.3.1. Первая («элементрарная») выборочная энтропия Шеннона

Чтобы определить элементарную энтропию Шеннона выборки из N значений рассматриваемого ряда, находим максимальную (хmax) и минимальную (xmin) величину в анализируемом ряде. Разбиваем этот интервал (хmax – xmin) на n подинтервалов (уровней) таким образом, чтобы величина интервала Δх была не меньше доверительного интервала данных наблюдений. Рассматриваем выборку, как «сообщение», а подинтервалы i, как «алфавит». Далее находим число значений выборки {xk}, попавших в каждый из подинтервалов, и определяем относительную населенность уровня pi (вероятность попадания значения из выборки в подинтервал i, то есть относительную частоту встречаемости «буквы» в «сообщении»). 

  pi = ΔNi/N. Очевидно, что при этом 
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(3.1)
Продемонстрируем алгоритм расчета выборочной энтропии Шеннона на конкретном примере временного ряда вариаций рентгеновского потока от Солнца, регистрируемого спутниками GOES. На рис.1 показан небольшой фрагмент этого ряда. Данные взяты с сайта: http://www.sec.noaa.gov/ftpdir/warehouse/2003/2003_plots/. Этот непрерывный ряд наблюдений охватывает период свыше 20 лет, то есть около 2-х циклов солнечной активности. 


Известно, что уровень и характер солнечной активности количественно оценивается с помощью специальных индексов. Наиболее популярным индексом является индекс Вольфа, определяемый уже в течение более 250 лет с 1749. Полный радио поток на волне 10.7 см является другим примером такого индекса. Полная площадь солнечных пятен также рассматривается в качестве индекса, количественно характеризующего солнечную активность. Имеются и другие индексы. Все эти параметры на больших интервалах времени вцелом неплохо коррелируют друг с другом. Вместе с тем, они отражают 

[image: image44.png]GOES Xray Flux (5 minute data)

2003 Nov 18 0000 UTG
1072

107

GOES1D 1.0-8.0 A
GOES12 1.0-8.0 A

Watts m™

1078

107

107

GOES10 0.5-4.0 A
GOES1Z 0.5-4.0 A

e
Nov 18 Nov 19 Nov 20 Nov 21
Universal Time

Updated 2003 Nov 20 23:56:04 UTC NOAA/SEC Boulder, CO USA




 

Рис.3.1. Фрагмент временного ряда вариаций интегрального рентгеновского потока от Солнца (NOAA/SEC Boulder, USA) в двух диапазонах 0.5 – 4.0 A и 1.0 – 8.0 А .  По оси абсцисс отложено Универсальное время (UT) с шагом 5 мин. Данный фрагмент ряда относится к ноябрю 2003 года и охватывает период с 18 по 20 ноября включительно. По оси ординат дана шкала значений потока в Вт/м2. 
различные стороны многопланового явления солнечной активности, и, часто, могут существенно различаться, отражая специфику различных активных процессов на Солнце в тот или иной момент времени. Индексы, как правило, количественно представляют уровень тех или иных процессов солнечной активности за определенный промежуток времени. Наиболее популярными индексами солнечной активности являются дневные, месячные и годовые индексы. Их обычно сопоставляют с соответствующими геофизическими, метеорологическими, биофизическими и другими индексами при рассмотрении различных проблем солнечно-земной физики.  


В качестве примера энтропийной параметризации сложных процессов мы сейчас введем новый индекс солнечной активности. Назовем его Шенноновская Энтропия Рентгеновского Потока первого типа (или Шэрп1 индекс). Если мы будем его вычислять из данных за сутки, - это будет суточный Шэрп1 индекс, если из данных за неделю – недельный Шэрп1 и так далее. 


Рассмотрим процедуру расчета суточного Шэрп1 индекса. Из ряда интегрального рентгеновского потока от Солнца выделим суточный фрагмент (см. рис.2). Такой фрагмент мы будем называть также суточной выборкой. Определим шенноновскую энтропию этой выборки (далее суточная Шенноновская энтропия). Делается это следующим образом.
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Рис.3.2. Суточная выборка из данных солнечного рентгеновского потока в диапазоне 1.0 – 8.0 А. Красная линия – набросок распределения потока по амплитудам за этот день.
Определяем минимальное и максимальное значение рентгеновского потока за анализируемый интервал наблюдений, скажем за один цикл солнечной активности. Пусть это будет Fmax и Fmin. Этот интервал амплитуд разбиваем на конечное число равных интервалов n, так что один элемент d этого покрытия равен d=(Fmax - Fmin)/n. Пусть, далее, N – полное число измерений амплитуды в выборке. В нашем случае N=288 – число пятиминуток в сутках. Сумма амплитуд по выборке дает нам норму А выборки 
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а    pi= Fi/A – дает относительную заселенность i-го уровня или вероятность нахождения зачтения рентгеновского потока на этом уровне. Понятно, что 
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Тогда, выборочная энтропия Шеннона равна
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  (3.4)
Как уже отмечалось, минимальное значение Нmin = 0, а максимальное Нmax достигается при равномерном заполнении всех уровней, то есть когда все pi=1/n. Тогда Нmax = log2n. Если, например, мы положили n = 300, то Нmax = 8.229. Таким образом, при n =300,  наш дневной Шерп индекс может принимать значения в интервале от 0 до 8.229. 


По данному алгоритму нетрудно написать программу для расчета Шэрп1 индекса. Учебный вариант программы на языке IDL можно найти в Приложении 2, пункт П2.1.Энтропия Н1. Расчет по этой программе энтропии Шеннона для суточной выборки, приведенной на рис.2 дает значение Н = 2.299, то есть наш Шерп1 индекс равен 2.299. 
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Рис.3.3. Дневная выборка (17.06.1999) из данных солнечного рентгеновского потока в диапазоне 1.0 – 8.0 А.

На рис.3 представлена суточная выборка рентгеновского потока от Солнца для другой даты – 17.06.1999. Сравнивая рис.2 и рис.3, мы видим существенную разницу в характере вариабельности рентгеновского потока в эти даты. Наш Шэрп1 индекс мгновенно реагирует на эту ситуацию. Его значение становится равным  3.377. Смысл этих двух значений индекса, на первый взгляд, понятен: в первой выборке амплитуда меняется в пределах 1.5 порядков,  во втором – в пределах, примерно, 3.6 порядков. Но Шерп1 характеризует не только размах амплитуды.
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Рис3.4. Дневная выборка (19.06.1999) из данных солнечного рентгеновского потока в диапазоне 1.0 – 8.0 А.
На рис.4 представлена дневная выборка из данных солнечного рентгеновского потока за 19.06.1999. Для этой выборки Шэрп1 = 3.179. Интересно отметить, что в этом случае амплитуда потока изменяется в больших пределах, чем в выборке за 17.06.1999, однако, значение Шэрп1 индекса меньше. Это связанно с тем, что энтропия Шеннона является специфической характеристикой. Она дает количественную оценку отклонения данного распределения амплитуды по уровням, от однородного, то есть когда все уровни равномерно заполнены. Таким образом, наш Шэрп1 индекс характеризует степень вариабельности процесса. При нулевой вариабельности (амплитуда не меняется со временем), Шэрп1 = 0, при максимальной вариабельности выборки (все уровни равномерно заполнены) Шэрп достигает своего максимального значения, равного log2n , где n – число уровней; в рассматриваемом примере максимальное значение Шэрп1 = 8.229. 


О чем говорят нам значения Шэрп1 индекса в плане интенсивности и направления эволюции физических процессов на Солнце, генерирующих этот рентгеновский поток? Собственно говоря, это один из тех вопросов, ради ответа на который, мы и делали нашу энтропийную параметризацию временного ряда. Ответ простой. Большая вариабельность, то есть ситуация, когда Шерп1 индекс принимает значения близкие к максимальным, говорит о чрезвычайной интенсивности и нестабильности процессов генерации. Напротив, небольшая вариабельность говорит об относительно спокойной фазе. Знак тренда Шэрп1 индекса (если тренд надежно просматривается) указывает на направление эволюции процессов генерации рентгеновского потока. В этом качестве, тренд может быть использован для краткосрочных прогнозов.  


Энтропия Шеннона по определению, количественно характеризует произвольное распределение какого либо параметра системы – энергии, скорости, числа атомов в разных состояниях возбуждения и др. Если в системе происходят какие-либо изменения, то меняются распределения ее параметров. Соответственно, изменяется и величина энтропии. В этом смысле энтропия Шеннона является функцией состояния системы, так как количественно характеризует меру неопределенности параметров системы. 

3.3.2. Вторая («больцмановская») выборочная энтропия Шеннона


Для формулы Шеннона (3.1) неважно, каким физическим параметром мы характеризуем состояние системы. Более того, несущественно, как мы выбираем наше ε – покрытие. Все это наш выбор. Но, как только мы определили pi для нашей задачи, мы можем по формуле (3.1) вычислить энтропию данного параметра на выбранном покрытии.  Если pi – вероятность появления i–го сигнала в сообщении, то это будет энтропия Шеннона. Если pi - элементы матрицы плотности квантово механической системы, то это энтропия Фон Неймана (см. раздел 1.2.10), и так далее. В этом смысле формулу (3.1) мы будем называть обобщенной энтропией Шеннона.

Если параметром является относительное число атомов в шестимерной ε ячейке фазового объема, то обобщенная энтропия Шеннона будет тождественна энтропии Больцмана (см. раздел 2.4). В этом смысле энтропия Больцмана является частным случаем обобщенной энтропии Шеннона. Это утверждение можно найти в работах (Климонтович, 1982, 2002) [1,2] и (Эбелинг,2004) [3]. Эбелинг утверждает, что это положение является одним из основных постулатов статистической теории. В этой связи Эбелинг пишет: «Аналогия между термодинамической энтропией, статистической энтропией Боьцмана и информационной энтропией наводит на мысль об отождествлении этих величин» и, далее, эти «равенства рассматриваются сегодня как основные постулаты статистической теории вещества».

Однако во избежание путаницы и для правильной интерпретации результатов расчета энтропии, под первой энтропией Шеннона,  мы, как и ранее (см. раздел 2.4) будем понимать энтропию на амплитудном покрытии, а под второй энтропией Шеннона – на пространственном или временном. 


Рассмотрим несколько примеров. Ранее мы рассчитывали первую энтропию Шеннона временных рядов. Сейчас мы проделаем то же самое для второй энтропии Шеннона. Учебный вариант программы на языке IDL можно найти в Приложении 2, пункт П2.1.Энтропия Н2. Для данных, представленных на рис.2 – рис.4, получаем следующие значения второй энтропии Шеннона: для 15_06_99, H2 = 2.703 (Н1 = 2.485) для 17_06_99,  H2 = 1.918 (Н1 = 4.037) и для 19_06_99, соответственно, H2= 2.518 (H1 = 3.768), при том же диапазоне ее изменения – от 0 до 8.229. В скобках, рядом с энтропиями Больцмана, выписаны соответствующие значения энтропии Шеннона Н1 (то есть, нашего Шэрп индекса). 


Сравнивая эти значения, видим,  что эти величины существенно различаются. Это естественно, поскольку они получены для разных определений вероятностных пространств, хотя оба эти пространства генерируются одной и той же выборкой. Это два ортогональных пространства и, следовательно, первая и вторая энтропии Шеннона и линейно независимы
. Это значит, что H2 можно рассматривать, как еще один независимый индекс, количественно характеризующий особенности суточных вариаций рентгеновского потока от Солнца (будем называть его, далее, Шенноновская Энтропия Рентгеновского Потока второго типа – или, сокращенно, Шэрп2 индекс). 


Для постоянного по времени потока Шэрп2 индекс принимает свое максимальное значение, для ( - образного распределения стремится к нулю. Иначе говоря, ведет себя, в определенной мере, противоположно Шэрп1 индексу. Соответственно, большие значения Шэрп2 индекса соответствуют относительно спокойным (равновесным) фазам процессов, генерирующих рентгеновские потоки. Малые значения, указывают на их взрывообразное течение. Таким образом, рост Шэрп1 индекса и падение Шэрп2 указывают на нестабильность и тенденцию к возможным резким вариациям потока. 

 Оба индекса, Шэрп1 и Шэрп2, являются двумя дополняющими друг друга, характеристиками временных вариаций амплитуды потока за сутки. Этих двух индексов, разумеется, недостаточно, для более или менее полного, в плане геофизических приложений, описания рентгеновского потока от Солнца. Для этих целей полезно дополнить эти два индекса третьим, характеризующим полную энергию рентгеновского потока за соответствующий промежуток времени. Такая ортогональная система индексов, может оказаться полезной для различных геофизических и гелиофизических задач, в том числе и в области прогнозов космической погоды.


Понятно, что процедура нахождения двух таких выборочных энтропий применима к любому временному экспериментально-наблюдательному ряду исключая, пожалуй, ряды логического типа. Для последних возможен только расчет выборочных энтропий Шеннона второго типа.

3.3.3. Перестановочная энтропия


Рассмотренную выше энтропию Н1 произвольной выборки из временного ряда, можно назвать элементарной выборочной энтропией. Это связано с тем, что она рассчитывается на основе элементарного обобщения исходной энтропии Шеннона: сама выборка рассматривается, как «сообщение», а введенное одномерное пронумерованное покрытие на оси амплитуд играет роль «алфавита». Фактически, такое обобщение аналогично тому, которое проделал фон Нейман: квантовые состояния системы он рассматривал, как «алфавит», а распределение вероятностей этих стояний, как «сообщение». Но, в нашем случае важно отметить, что, если мы предполагаем сравнивать энтропии разных выборок рассматриваемого ряда, то «алфавит» должен быть один для всех выборок, то есть наше покрытие должно быть одним и тем же для всего ряда.


Менее тривиально обобщение энтропии Шеннона во втором, рассмотренном нами случае Н2. Здесь «алфавит» задается самой выборкой, а относительное значение амплитуды pi выступает в качестве частоты встречаемости (вероятности) «символа» в данном «сообщении». Нормировка pi, разумеется, должна быть единой для всех сравниваемых выборок.


Теперь мы познакомимся с еще одним определением вероятностной меры pi на выборке, и с так называемой перестановочной энтропией временного ряда. Рассмотрим снова выборку {xk}, из исследуемого временного ряда. Перестановочная энтропия выборки порядка n определяется как Шенноновская энтропия n! перестановок, определяемых отношениями n последовательных значений выборки. 

Так, например, перестановочная энтропия порядка  n=2, определяется так. Пусть в выборке {xk} содержится N значений ряда, то есть 1≤k≤N. Сравниваем два соседних значения xk и xk+1. Находим число m1 случаев в выборке, когда  xk < xk+1 и число случаем в выборке m2, когда xk+1 < xk. Если все xk различимы, то есть, что нет  равных значений  xk. Тогда, m1+m2 =N, а p2,1 = m1/N, а p2,2 =m2/N.  Перестановочная энтропия порядка n=2, равна: Н2 = - p2,1Log2p2,1 - p2,2Log2p2,2. 

Перестановочная энтропия порядка n=3, соответственно, определяется следующим образом. Находим число m1 случаев выборке, когда  xk < xk+1< xk+2, m2, когда xk+1 < xk< xk+2 и так далее. Число таких перестановок в данном случае будет 3! =6. Тогда 
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Соответственно, перестановочная энтропия выборки порядка n, определяется так:


[image: image54.wmf]N

m

n

j

j

=

å

=

!

1

, 
[image: image55.wmf]N

m

p

j

j

/

=

 и 
[image: image56.wmf]å

=

-

=

!

1

2

n

j

j

j

n

p

Log

p

H

.

(3.6)
Здесь, как и в случае классической энтропии Шеннона, перестановочная энтропия выражается в битах. Разумеется, ее можно выражать и в натах, и в датах, но нужно учитывать, что биты являются общепринятой размерностью для шенноновских энтропий. 

Каждая из этих энтропий и все они вместе, дают нам оценку меры сложности ряда, то есть их обычно рассматривают как параметры сложности, наряду с вышерассмотренными энтропиями, фрактальными размерностями, о которых будет идти речь ниже, энтропией Колмогорова и показателями Ляпунова. Последние два были введены для типичных, предположительно эргодических динамических систем и имеют глубокие связи между собой, позволяющие вычислить один из них по другому [7,8], но имеют, как уже отмечалось, определенные ограничения в случае их применения к реальным рядам наблюдений. Как было показано в ряде работ (см., например, [9,10]), перестановочная энтропия также имеет с этими двумя параметрами сложности глубокую связь, но имеет то преимущество, что не подразумевает гладкости ряда, метод ее расчета является достаточно робастным, и она вполне применима к реальным рядам наблюдений. 
При практической работе с перестановочной энтропией возникает вопрос о ее необходимом и достаточном числе порядков n при работе с конкретными рядами и выборками. Очевидным ограничением является соотношение n! < N, где N – объем выборки. Практика показывает, что приемлемые по точности получаются при N > 2n!
Учебная программа Приложение 2. пункт 2.3.Перестановочная Энтропия демонстрирует алгоритм расчета перестановочных энтропиий до 5-го порядка. Для выборок, представленных на рис.3.2, рис.3.3 и рис.3.4 


15.06/99      17.06.99
19.06.99х
H2 =     0.993606       0.980567
0.969297 H2max = 1.000

H3 =      2.28128        2.16469   
2.05563 
 H3max = 2.585

H4 =      3.93184  
     3.60646  
3.53690   H4max = 4.585

H5 =      5.11380  
     4.80577  
4.67267   H5max = 6.907
3.3.4. Энтропия Реньи
Выше мы уже упоминали об обобщении Реньи энтропии Шеннона. Здесь мы рассмотрим это обобщение более подробно. 

Пусть некий объект (фрактал, аттрактор) вложен в n - мерное эвклидово пространство. Часть пространства занятого объектом покроем равными гиперкубами с ребром ε. Пусть mi – элемент «массы» или «значение» (число точек, поток вектора, почернение, амплитуда процесса и т.д.) в i-том гиперкубе при данном покрытии. Тогда, соответствующая вероятность, равна:  pi = mi/m, где   
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- полная «масса» исследуемого объекта (ряда, магнитограммы, ССD изображения, аттрактора и т.д.), N(a) – общее число ячеек, покрывающих объект. Ясно, что
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Обобщенная энтропия Реньи порядка q определяется так:
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Частные случаи энтропии Реньи. 

1.Если наш объект однороден, то есть все mi  равны между собой, то Rq(a)= lnN(a). То есть энтропия Реньи любого порядка q в случае однородного объекта равна логарифму числа ячеек разбиения. Покажем это. Из (3.7) получаем, m= N(a)·mi , откуда pi = 1/N(a). Подставляя в (3.9), получаем 
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2. Если q=0, то, из формулы (3.9) получаем тот же результат: 

R0(a)= lnN(а). 






(3.10)

Таким образом, энтропия Реньи нулевого порядка равна энтропии Реньи однородного объекта.

3.  Пусть q=1. Подставляя q=1 в (3.9), и раскрывая неопределенность по правилу Лопиталя, поучаем:
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(3.11)

что с точностью до основания логарифмов (то есть постоянного множителя) совпадает с энтропией (информацией) Шеннона. В этой связи энтропию Реньи первого порядка называют информационной энтропией. 

4. Пусть  q=2. Квадрат вероятности (pi)2 – можно рассматривать как вероятность корреляции «значений» нашего объекта на расстоянии ε. Тогда сумма
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аналог корреляционного интеграла. Поэтому энтропию Реньи второго порядка
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называют также корреляционной энтропией.


В заключение этого раздела отметим следующее. Рассмотренные выше выборочные энтропии Шеннона для временных рядов, при надлежащем определении выборок, не чувствительны к разрывам в данных измерений и вообще к вариациям шага по времени. В этом плане энтропийная параметризация временного ряда выгодно отличается от любого типа фильтрации, которая к разрывам в данных обычно очень чувствительна. Такая параметризация особо предпочтительна для стохастических и автономных временных рядов, поскольку не требует предположений о гладкости и непрерывности. Данные экспериментов и наблюдений, вообще говоря, представляют собою достаточно произвольную выборку из вариаций параметра некоторого стохастического процесса. Сама вариация может быть не гладкой и, даже, разрывной. Процедура измерений вносит, дополнительно, свои разрывы и свою стохастичность, связанную с ошибками и спецификой измерений. Как уже отмечалось, применение методов, основанных на теории гладких функций, к анализу рядов такого рода сопряжено с определенными трудностями. Расчет выборочных энтропий Н1, Н2 и перестановочной энтропии разных порядков в ряде задач оказывается очень полезным.  

3.4. Энтропия видеоизображений.
Наряду с временными рядами, видеоизображения являются важнейшим источником информации в астрофизике и геофизике. Раньше это были фотографические снимки, аналоговая информация которых (распределение по снимку величины почернения) переводилась в цифровые массивы. Далее производились специальные процедуры трансформации этих числовых значений величин почернения в прямые интенсивности световых потоков, вызвавших данные почернения (абсолютная фотометрия) и затем эти данные анализировались тем или иными численными методами. 

С внедрением в технику наблюдений цифровой регистрации изображений все необходимые трансформации первичных сигналов осуществляются, как правило, аппаратурно или программно в реальном времени, и на выходе мы имеем блоки данных в определенном формате
, содержащие числовые массивы в той или иной физической размерности, а также всю сопроводительную документацию (метаданные). В метаданных указываются назначение и характер данных, дата и время регистрации, тип и характеристики регистрирующего прибора, точность измерений, условия получения данных, информация о фотометрической и пространственной калибровке,  и ряд других параметров. Далее под видеоизображением мы будем понимать такой блок данных.  
Чтобы количественно охарактеризовать структурные и статистические особенности изображений, разных фрагментов одного изображения или разные изображения одного временного ряда, необходимо иметь удобные и легко вычисляемые количественные параметры, отражающие эти особенности. Энтропии Шеннона, аналогичные рассмотренным выше Н1, Н2, а также перестановочная энтропия, вычисляемые на двумерном покрытии хорошо подходят для этих целей. Они позволяют количественно оценить изменения в структурах и статистике, определить направление и темп их эволюции наблюдаемой системы, пролить свет на скрытые физические процессы, видимой манифестацией которых такие структуры являются. 

Анализируемое изображение мы рассматриваем, далее, как выборку из временного ряда аналогичных изображений (2D ряд). В отличие от выборки из рассмотренных выше скалярных временных рядов (1D ряд), ряды 2D и 3D, применяемые в астрономии
, позволяют, в зависимости от решаемой задачи, делать более широкий выбор вероятностной меры pi. Здесь мы ограничимся рассмотрением выборок из 2D ряда и на конкретном примере рассмотрим введение некоторых вариантов покрытий и вероятностных мер. Обобщение на 3D не представляет труда.
 
В качестве данных для такого примера возьмем несколько последовательных магнитограмм двух солнечных активных областей (далее АО): NOAA 10486 и NOAA 10488. Магнитограммы были получены космической научной платформе Solar and Heliospheric Observatories (SOHO) с помощью Michelson Doppler Imager (MDI) [11]. 
Активная область NOAA 10486 (далее AO 10486) появилась на видимой полусфере Солнца 23 октября 2003 как сложная βγδ – конфигурация. В течение всего периода наблюдений вплоть до ее исчезновения за западным лимбом 6 ноября, 10486 оставалась сложной βγδ структурой. Область изменялась очень быстро и продуцировала высокий уровень вспышечной активности. За время прохождения по видимой части диска в этой АО произошло восемь вспышек Х класса и множество вспышек класса М. AR 10486, таким образом, является одной из наиболее мощных АО 23 солнечного цикла. 

Активная область NOAA 10488 (далее АО 10488) появилась в центре солнечного диска 26 октября примерно в 9-10 часов как новый быстро возникающий и развивающийся магнитный поток в северной полусфере всего на 5 градусов восточнее АО 20486. К 27 октября 10488 становится уже сложной βγδ – областью и вплоть до 31 октября (конец анализируемых данных) она остается растущей группой. За анализируемый в этой работе период в 10488 наблюдались только три события М класса и одно класса Х.
Выбор этих двух объектов не случаен. АО 10486 находилась на высоком уровне структурной сложности, выражающейся в сильной перепутанности магнитных потоков. Фаза структурной эволюции соответствовала стагнации с элементами депрессии и относительного упрощения, особенно перед заходом за солнечный лимб. Напротив, АО 10488 находилась на фазе роста и бурного усложнения структуры. Таким образом, эти две АО позволяют продемонстрировать возможности энтропии, как удобного параметра для количественной характеристики фазы и направления эволюции сложной системы.
В наших примерах весь солнечный диск проектируется на матрицу 1024х1024 пикселя, (рис. 1). Пусть у нас имеется К таких изображений. С помощью специальных процедур «вырезаем» из диска нужную нам АО размером m на n  пикселей  (рис.2). 
Пусть Bmax – максимальное значение величины поля в данном ряду магнитных карт, Bmin - уровень дискриминации (например, точность измерений магнитометра), ΔВ – интервал выбранной нами шкалы покрытия по полю. Тогда L = (Bmax - Bmin)/ΔВ – число «квантовых» уровней величины поля для данной шкалы. Пусть, далее, Пусть Мns = m·n – полное число отсчетов поля на магнитной карте. Если оценивается энтропия полярности, то Мn или Мs - полное число отсчетов в соответствующей полярности. Для северной полярности рi = ni/Мn, где ni – число отсчетов, в которых значение поля этой полярности соответствует i–му уровню (населенность i-го уровня); рi – относительная населенность i-го уровня, или вероятность обнаружить значение поля в интервале Вi+1 - Bi  на данной магнитной карте. Тогда, амплитудная энтропия Шеннона для северной полярности, выраженная в битах, равна:
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(3.14)
Из этой формулы понятно, что значения энтропии заключены в пределах: 0< Н1<ln(Мns) /ln2.  Нуль - соответствует случаю, когда все поле на карте имеет везде одно и то же значение (то есть, случай вырожденного распределения - представлен только один уровень), ln(Мns) - случаю, когда на карте представлена только одна полярность и каждому уровню соответствует одинаковое число отсчетов (равномерное распределение по полю). Для южной полярности можно записать аналогичную формулу.

Мы можем и другим способом определить вероятностную меру pi. Рассмотрим в качестве «естественного» покрытия элементы ССD матрицы. Пусть площадка в центре солнечного диска, соответствующая одному пикселю, равна σ см2. Полагаем, что все наши измерения магнитного поля уже исправлены за эффекты проекции, то есть, «приведены к центру диска». Тогда магнитный поток Fij в продольном поле в пикселе (i,j) равен Fij = σ Bij мкс. Эту величину будем рассматривать в качестве «веса» данного элемента покрытия. Пусть Fmax – максимальное значение модуля потока в рассматриваемой выборке. Тогда pi = Fij/Fmax относительный «вес» данного пикселя. Соответственно, энтропия Н2n северной полярности равна:
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(3.14)
Аналогично ( с учетом знака!), может быть вычислена энтропия южной полярности.


Энтропия Реньи порядка q той и другой полярности можно вычислить по формуле (3.9). В Приложении 2 имеется листинг учебной программы (Реньи_2), иллюстрирующей расчет энтропий Реньи нулевого, первого и второго порядка для рассматриваемых примеров. Результаты вычислений представлены на рис.3. Мы не будем здесь детально анализировать эти результаты. Это потребовало бы углубиться в соответствующую предметную область, что выходит за рамки данного курса. Отметим лишь некоторые важные моменты, имеющие значение для анализа данных из любой области.  

          Энтропию Реньи нулевого порядка R0 называют обычно структурной энтропией, так как
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Рис.1. MDI магнитограмма солнечного диска

эта энтропия несет информацию о том, как исследуемый объект заполняет собой пространство вложения. В данном случае это просто логарифм числа пикселей, то есть площадь, занятая той или другой полярностью при выбранном уровне дискриминации (отсечки) по полю. При получении результатов, представленных на рис.3, уровень отсечки был взят равным +/-500 гс, то есть рассматривались только умеренные и сильные поля. Для той и другой АО выборки представляют фрагменты рядов из, примерно, 70-и последовательных магнитограмм с интервалом 96 минут, то есть временной интервал выборок составляет около пяти суток. 

Две верхние панели рис.3 представляют временные вариации энтропии Реньи нулевого порядка N и S полярностей в той и другой АО. Из рисунка видим существенные различия в динамике этих двух АО. Если в NOAA 10488 наблюдалось вначале быстрое и, практически синхронное, наращивание структур двух полярностей, сменившееся затем выходом на плато, то  в NOAA 10486 динамика N и S структур существенно различалась и, вцелом, была отлична от динамики NOAA 10488.
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Рис.2. Пример шести MDI магнитограмм NOAA10286 с временными интервалами порядка  суток.

Две средние панели рис.3 показывают временные вариации энтропии Реньи первого порядка R1. Исторически так сложилось, что эту энтропию называют информационной, так как она рассчитывается по формуле, похожей на формулу информационной энтропии Шеннона (см. предыдущий раздел). Ее величина дает количественную меру степени хаотичности распределения «массы» рассматриваемого объекта и позволяет проследить динамику переходов хаос-порядок и порядок-хаос. В рассматриваемом случае мы можем сравнить в этом плане, как динамику полярностей в одной АО, так и двух разных АО.  

Две нижние панели рис.3 демонстрируют временные вариации энтропии Реньи второго порядка. Как уже отмечалось в предыдущем разделе, эту энтропию называют корреляционной, так как она дает меру для оценки пространственной корреляции элементов структуры исследуемого объекта. В рассматриваемом случае это мера коррелированности по положению магнитных силовых трубок одной полярности. Рисунок позволяет проследить временные вариации этой величины, как в разных полярностях, так и в двух АО.
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Рис.3. Временные вариации энтропии Реньи порядка q = 0, 1 и 2 в двух солнечных активных областях. По оси абсцисс даты и время октября 2003г., по оси ординат – энтропии полярностей.


Как видим, расчет энтропий Реньи позволяет получить важную информацию о структуре объектов и их динамике. Применение фрактального анализа в исследовании структуры и динамики солнечных магнитных полей стало, в последние годы, важным и эффективным направлением в солнечной физике (см. например, [12 – 13] и другие публикации на эту тему).
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Глава 4. Фракталы и их свойства

4.1. Геометрические фракталы
Как уже отмечалось ранее, термин «фрактал» (лат. fractus – изломанный, дробный) был введен Бенуа Мандельбротом в 1975г [1]. Однако, как предмет исследования, объекты такого рода изучались гораздо раньше. Так Карл Теодор Вильгельм Вейерштрасс (работы 1895г) привел пример непрерывной функции, не имеющей производной ни в одной точке. Еще один пример подобной функции, ставший классическим, привел Лебег [2]. Рассмотрим пример Лебега более подробно.
4.1.1. Парадокс Лебега и производные Гельдера.


 Рассмотрим равносторонний треугольник АВС (рис.1). Соединим середины трех сторон двумя отрезками, как это показано на (рис.1). Очевидно, что AB+AC = BD+DE+EF+FC. Продолжаем этот процесс и приближаем ломанную к стороне ВС. Если ВС есть предел ломанной, то АВ+АС=ВС. В чем причина парадокса?

[image: image73.png]



Рис.1. Парадокс Лебега. Рисунок из книги Лебега [2].

Здравый смысл подсказывает, что наша «пила» приближается к ВС по положению, но не по направлению. Фактически, при приближении к пределу, элементы «пилы», оставаясь самоподобными, измельчаются, и производная становится неопределенной. Таким образом, все дело в гладкости. Для оценки степени гладкости функций О.Л.Гельдером (1889г) была предложена такая процедура. Зафиксируем некоторое произвольное значение аргумента x’ функции f(x) и рассмотрим  отношение: 
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(4.1)

Если на всей области определения функции f(x) отношение (4.1) ограничено сверху, то говорят, что функция f(x) удовлетворяет условию Гельдера в точке x’ с показателем g и коэффициентом H(x'). Объекты с гельдеровскими показателями g < 1 называются фрактальными объектами. 


В дальнейшем мы познакомимся с другими подходами, видами и определениями фрактальных объектов, но данное определение является ценным в плане рассмотрения различных природных объектов и стохастических временных рядов. Предел

                                                h(x)=df/(dx)g                                                    (4.2)

если он существует, называется гельдеровскими производными. Их две, так как согласно (4.1), в каждой точке х' может существовать производная справа и слева и эти производные могут быть, вообще говоря, неравны. В качестве примера можно привести броуновский процесс, в котором смещение dx(t)~(dt)1/2. В этом случае показатель Гельдера g=1/2. То есть функция x(t) имеет только «половину» производной.

Подобные непрерывные, но нерегулярные функции, не имеющие обычных производных, были хорошо известны математикам 19 века и вызывали у них сложные чувства. «С омерзением и ужасом я отворачиваюсь от этой зловредной язвы – непрерывных функций, нигде не имеющих производных», писал Эрмит Стилтьесу в 1893г. Однако те математики, которые творили этих «монстров», считали их важными «прецедентами», свидетельствующими о том, что в недрах чистой математики имеются неиссякаемые возможности для описания самых сложных и необычных структур с помощью простых моделей. Тем самым, часто не до конца осознано, они подтверждали известный феномен необычайной эффективности математики в приложении ее к естественным наукам. Ведь эти «монстры» говорили о том, что явления, процессы или объекты, на первый взгляд, необычайно сложные, могут быть сведены к простым моделям, часто содержащим всего несколько элементов и итеративных правил. «Я намерен показать, - пишет в этой связи Б.Мандельброт (2002)[1] – что за упомянутыми безумными творениями лежат необъятные миры, которых так и не увидели ни их создатели, ни несколько поколений последователей, - миры, которые будут небезынтересны тем, кто воспевает Природу, стремясь ей подражать». 

Ниже, для примера, рассмотрим несколько таких объектов. 
4.1.2. Н - фрактал

Рассмотрим другое определение фрактального объекта. Пусть у нас имеется некоторый исходный геометрический элемент и итеративное правило, воспроизводящее этот элемент на разных масштабах. Таким путем мы можем получить целое семейство объектов, которое обычно называют геометрическими или конструктивными фракталами. Некоторые из них можно получить с помощью уже упомянутой программы Fractint, с другими можно познакомиться во множестве монографий и учебных пособий по фрактальному анализу. Здесь мы частично следуем наиболее, на наш взгляд, ясному изложению этой темы, которое содержится в монографии Д.А. Морозова (2002) [2]. Оттуда же взяты некоторые рисунки.
         Одним из простейших объектов такого типа является так называемый Н-фрактал рис.2.

[image: image75.emf]
Рис.2. Н-фрактал

Исходным геометрическим элементом в этом случае является нечто, похожее на букву Н. Итеративное правило заключается в воспроизводстве этого элемента. Делается это так. На концах единичного горизонтального отрезка, расположенного в центре рисунка, на первом шаге помещаем два более коротких отрезка, перпендикулярно к нему. Далее, эта операция повторяется с двумя более короткими отрезками и так далее. Теоретически эту процедуру можно продолжать до бесконечности. В итоге полученная фигура является фракталом, в котором один и тот же элемент повторяется многократно на разных масштабах. Этот фрактал демонстрирует одно из важнейших свойств геометрических (конструктивных) фракталов – их масштабную инвариантность.

4.1.3. Канторова пыль

Другим примером конструктивного фрактала является очень интересный фрактал Кантора. Способ его построения показан на рис.3. Из единичного отрезка удаляется его средняя треть. С оставшимися двумя отрезками проделывается та же процедура, и так далее. Как видно из рисунка, после трех шагов получаем 23 = 8 отрезков. После N шагов, соответственно, n = 2N отрезков. После первого шага длина одного отрезка равна 1/3, после второго – 1/9, после третьего – 1/27 и  так далее. Соответственно, на N – том шаге длина одного отрезка равна a = (1/3)N. Общая длина всех отрезков на N-том шаге равна 2N·(1/3)N = (2/3)N. Устремляя число шагов N в бесконечность, видим, что общая длина фрактала Кантора стремится в ноль. Иными словами, и размерность Лебега или топологическая размерность фрактала Кантора равна нулю.  

Но можно ввести еще одну размерность, которая будет не нулевой. Рассуждаем следующим образом. Пусть у нас имеется отрезок единичной длины. Разобьем его на n равных частей длиной а. Тогда n·a = 1, или n=1/a . Пусть имеется квадрат со стороной равной 
[image: image76.emf]
Рис. 3.  Построение канторова множества «удаленной средней трети»: делим отрезок на три равных части и удаляем среднюю треть, затем то же проделываем с оставшимися двумя третями и так далее.

Равной единице. Разобьем его на n равных квадратов со стороной а. Тогда n·a2 = 1, или n = 1/a2. Для куба n = 1/а3. В общем случае n = 1/ad, где d – размерность объекта, для которой можно записать: 
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(4.2) 
Введенная таким образом размерность является частным случаем размерности Хауздорфа. Ее часто называют также фрактальной размерностью.

В нашем случае число отрезков n на N-том шаге равно n = 2N, а длина отрезка на N-том шаге, соответственно, равна  a = (1/3)N. Подставляя эти значения в формулу (4.2), получаем d=log(2)/log(3) = 0.63… Как видим, размерность фигуры Кантора не является целым числом. Это дробь, значение которой заключено между двумя целыми размерностями: 0 – размерностью точки, и 1 – размерностью линии. Образно говоря, фрактал Кантора еще не точка, но уже не линия. Фрактал Кантора обладает множеством интересных свойств, с которыми можно познакомиться в разных монографиях по фрактальному анализу.

4.1.4. Кривая Коха
Интересным примером фрактального объекта является кривая Коха. Особенность этой кривой заключается в том, что она нигде не имеет касательной. Строится она следующим образом. Как и в случае фрактала Кантора, из единичного отрезка вырезаем среднюю третью часть. Но, в отличие от фрактала Кантора, заменяем ее на две стороны равностороннего треугольника, с длиной стороны, равной одной трети отрезка (см. рис.4, шаг N = 1).  Число отрезков в фигуре n = 4, а длина отрезка а = 1/3. На следующем шаге (см. рис.4, шаг N = 2), n = 42, а длина отрезка равна a = (1/3)2. На N-том шаге, соответственно, n=4N, а длина отрезка а =(1/3)N. Подставляя эти значения в формулу (4.2), получаем значение фрактальной размерности кривой Коха d = log(4)/log(3) = 1.26… 
[image: image78.jpg]



Рис. 4. Построение триадной кривой Кох: n = 1 – основной генерирующий элемент, n = 2 – заменяем все четыре отрезка основного элемента на генерирующий элемент в соответствующем масштабе, n = 3, n =4 и n = 5 – следующие аналогичные итерации.

Размерность кривой Коха, как видим, тоже дробная, но ее значение заключено между 1 -размерностью линии и, 2 – размерностью плоскости. То есть она вышла за размерность линии и, частично заполняет плоскость. Кривая Коха самоподобна, как мы видим, любой ее фрагмент представлен на разных масштабах. 


Есть много вариаций на тему кривой Коха. Мы можем взять равносторонний треугольник, квадрат или другой многоугольник и на каждой его стороне «вырастить» фигуру Коха. Получается множество разнообразных красивых объектов. 

4.1.5. Фрактал Минковского


Подобным образом строится и фрактал Минковского. На рис.5 представлен исходный элемент (основа) и фрагмент этого фрактала. Повторяя шаг за шагом процедуру, аналогичную рассмотренным выше для кривой Коха и пыли Кантора, мы получаем фрактал Минковского, рис.6. На тему этого фрактала тоже можно найти множество разных вариаций. Снова воспользуемся формулой (4.2) для вычисления фрактальной размерности. Здесь n =8,  

[image: image79.emf]
Рис.5. Основа и фрагмент для построения фрактала Минковского.

[image: image80.emf]
Рис.6. Фрактал Минковского.

 а длина отрезка а =1/4. Соответственно, d = log(8)/log(4) = 1.5. Это значение размерности, также как и значение размерности фрактала Коха, лежит между нулем и единицей, но по величине размерность фрактала Минковского больше размерности фрактала Коха. Иными словами, фрактал Минковского более плотно заполняет двумерье.

4.1.6. Фракталы Серпинского
Двумерным аналогом фрактала Кантора является показанный на рис.7 прямоугольный ковер Серпинского. В единичном квадрате удаляется малый квадрат на пересечение прямоугольников, шириной которых является центральные трети сторон (рис.7, левая панель). На оставшихся восьми квадратах процедура повторяется (рис.7, вторая панель), и так далее. Таким образом, здесь а = ¼,  и n = 8. Из формулы (4.2) получаем d = 1.89… Такое значение размерности говорит о том, что прямоугольное решето Серпинского существенно плотнее заполняет плоскость, чем фракталы Коха и Минковского. 

Этот вариант ковра Серпинского легко обобщается на единичный куб Серпинского – эдакий куб сыра, с большой кубической дыркой в центре и множеством кубических дырок разных размеров во всем остальном объеме. Нетрудно сообразить, что, этом случае, n = 26,  a =1/3 и d = 2.96… Как видим, размерность куба Серпинского близка к размерности объема 3. Нетрудно также обобщить этот результат на k –мерный куб Серпинского: n = (3k – 1), 

а = 1/3, соответственно, d = log(3k – 1)/log(3). Это значение размерности всегда чуть меньше размерности пространства вложения k, так как k-мерный куб Серпинского достаточно плотное тело с небольшими пустотами. 
[image: image81.emf]
Рис.7. Прямоугольный ковер Серпинского (n=8, a=1/3, d=log(8)/log(3)=1.89…) 
Другой вариант ковра Серпинского показан на рис.8. Здесь исходным элементом является равносторонний единичный треугольник (рис.8а). На первом шаге середины сторон соединяются отрезками, и удаляется образованный ими центральный треугольник (рис.8б).  
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Рис. 8. Построение треугольного ковра Серпинского.

То же самое проделываем с каждым из трех сплошных треугольников (рис.8в) и, продолжая итерации, получаем множество треугольников в треугольниках (рис.8г). В этом случае n=3, a=1/2, d = log(3)/log(2) = 1.58…  
4.2. Природные фракталы


В случае конструктивных фракталов, как мы видели из предыдущего раздела, параметр, количественно характеризующий меру заполнения фрактальным множеством пространства вложения - его фрактальная размерность - вычисляется просто. Сложнее обстоят дела с подобной параметризацией природных фракталов. Здесь, как правило, отсутствует точное самоподобие, - вместо строго геометрического самоподобия элементов фрактала наблюдается лишь их топологическое или статистическое самоподобие, то есть самоафинность (Мандельброт, 1988) [3]. Кроме того, глубина иерархии масштабов всегда конечна.  


4.2.1. Размерность Хауздорфа. Бокс алгоритм. Скейлинг.

Чтобы разобраться, как параметризуют такие фракталы, рассуждаем следующим образом. Чтобы измерить длину, мы, обычно, берем некоторый масштаб a и прикладываем его к объекту измерений N раз. Величина N(a) ~a-1 и есть примерная (с точностью a) длина нашего объекта, выраженная в масштабе (шкале) a. Чтобы измерить площадь – мы покрываем ее квадратами со стороной a. Тогда, число таких квадратов N(a) ~a-2 есть площадь нашего объекта. Для объема мы получаем, соответственно, N(a) ~a-3. Для d - мерного пространства получаем, соответственно, N(a)~a-d. Коэффициент пропорциональности в этих соотношениях всегда есть некоторая конечная постоянная. 


Точный размер объекта может быть получен при переходе к пределу:

lima->0  N(a)ad 
   




(4.3)

Вопрос в том, всегда ли такой предел существует и, если да, то всегда ли при этом d – является целым числом? 

Как мы уже знаем, d является целым, если объект непрерывен, то есть всюду плотно заполняет собою пространство вложения. Если же это не так, а для природных объектов, это не так всегда, то предел (4.3) при целых d может не существовать. 

Хрестоматийный пример - определение длины побережья Англии, определенная Ричардсоном, о котором подробно можно прочитать практически во всех книгах по фрактальному анализу. Ричардсон, по-видимому, был первым, кто показал, что, бывают случаи, когда при целых d предел (4.3) не существует, но существует при не целом d:     

Lima->0Nad = Const      0 < Const < ∞



(4.4)

d – это тот самый показатель, при котором произведение Nad остается конечным и отличным от нуля. Такая размерность, в силу своего дробного характера, называется фрактальной. 

Немецкий математик Феликс Хаусдорф (1868 – 1942) обобщил и обосновал идею Ричардсона о дробных размерностях. Размерность Хаусдорфа d обычно задают  выражением 
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(4.5)

где N - минимальное число элементов размера a, необходимое для покрытия рассматриваемого множества. 

На рисунке, взятом из книги Е. Федера (1991) [4], показана техника получения фрактальной размерности побережья южной части Норвегии. Покроем рассматриваемый объект квадратными клетками. Пусть эти клетки имеют размеры a*a, а N(a) – число таких клеток, необходимых для того, чтобы покрыть рассматриваемый участок береговой линии на карте. Такой способ оценки размеров объекта обычно называют «бокс алгоритмом». В случае рассматриваемой береговой линии, N(a) примерно равно числу шагов, которые нужно, чтобы пройти по карте вдоль этой линии циркулем с раствором a, как это делал Ричардсон, измеряя береговую линию Великобритании. Понятно, что, уменьшая размер a, мы увеличиваем число N(a). Если бы длина береговой линии Великобритании или Норвегии имела определенную длину, то величина L(a)=N(a)*a, при уменьшении a, стремилась бы к некоторой постоянной величине LN. На самом деле это не так. С уменьшением a величина L(a) неограниченно возрастает.
Ричардсон построил график Log(L(a)) – Log(a), и показал, что все точки ложатся на прямую, с коэффициентом наклона k=1-d. То есть, L(a)=b*a1-d. Здесь значение размерности d не является целым числом и, потому, называется фрактальной размерностью. Процедуру многократного измерения длины, площади или объема с помощью разных по величине элементов покрытия обычно называют скейлингом, а график Log(L(a)) – Log(a), - графиком Ричардсона. 
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Для рассмотренного участка побережья Норвегии эта величина равна dN=1.52+/-0.01, для побережья Великобритании – dG=1.3... Если мы возьмем окружность, то получим d=1. Для разных побережий d, как мы видим, принимает различные значения, лежащие в пределах от 1 до 2. То есть побережья, с геометрической точки зрения, это уже не одномерные объекты, но еще не двумерные. В данном случае, параметр d, будучи чисто геометрической величиной, отражает физику геологических процессов, которые привели к образованию той или иной формы береговой линии. Это, безусловно, является ценным для практических приложений, так как дает в руки исследователей безразмерный параметр,   

Рис.9. Побережье южной части Норвегии из книги Е.Федера [4]. Изображенная вверху квадратная решетка имеет шаг a ~ 50 км.
позволяющий классифицировать сложные геологические процессы. Пример с береговой линией является типичным примером параметризации сложных объектов или процессов с помощью фрактальных размерностей.

Резюмируем этот раздел. Для фрактальной параметризации различных природных самоафинных объектов, таких как, например, береговые линии, обычно применяется так называемый «бокс алгоритм». То есть, подсчитывается минимальное число клеток заданного размера N(а), покрывающих участок побережья. Затем стоится график Ричардсона: log N(a) от log(1/a). Если в этих координатах мы получали прямую, то это означает, что объект обладает масштабно инвариантными (скейлинговыми) свойствами, а тангенс угла наклона прямой дает нам размерность объекта, - вообще говоря, фрактальную. В случае таких природных объектов, в отличие от рассмотренных «идеальных» математических фракталов, отсутствуют в явном виде  порождающие их исходный элемент и итеративное правило. Тем не менее, масштабно инвариантное (скейлинговое) поведение явно имеет место. Такой скейлинг в литературе часто называют стохастическим скейлингом, а объекты, соответственно, стохастическими или самоафинными фракталами (Мандельброт, 1988) [3]. 
4.2.2. Соотношения «масса-радиус», «периметр-площадь» и «площадь-объем»

Массовая размерность

Далеко не всегда при определении фрактальной размерности природных объектов удобно применять бокс алгоритм. Рассмотрим, например, сферический комочек пуха, фотографию шарового или рассеянного звездного скопления или другие подобные объекты. Для таких объектов удобнее рассматривать связь между радиусом и массой объекта, заключенного под этим радиусом. 





M ~ Rd





(4.6)
Для сплошной однородной плоской фигуры, как известно, d = 2. Например, масса диска с плотностью ρ0 = Сonct  и с площадью S=πR2. Для однородного трехмерного тела, соответственно, d = 3. Однако для пуха, поролона или звездного скопления этот показатель может быть не целым. Манфред Шредер [6] в уже цитированной книге «Фракталы, хаос, степенные законы» пишет, что для пуха этот показатель равен ~ 1.6 и чем он меньше, тем пух дороже. Размерность, определенная по такому правилу называют «массовой» или «емкостной» размерностью, так как она определяется через подсчет количества элементов объекта, находящихся внутри сферы или круга заданного радиуса. 

Возникает вопрос, равна ли фрактальная размерность, определенная по такому правилу, размерности Хауздорфа? 

Рассмотрим треугольный ковер Серпинского (рис.8). Из точки пересечения медиан опишем окружность, проходящую через вершины треугольника. Сторона треугольника а ~ R. Переходя к следующему шагу, мы удваиваем масштаб, при этом количество треугольников, а, следовательно, и их площадь увеличивается не в четыре, а в три раза. Таким образом, когда радиус круга удваивается, суммарная площадь треугольников S возрастает в три раза, а не в четыре, S ~ R3/2. Если все треугольники изготовлены из материала с однородной плотностью, то их масса М ~ S и, таким образом, M ~ R3/2; d0 = log 3/ log 2 = 1.58… В данном случае массовая размерность, совпадает с размерностью Хаусдорфа. 

Рассмотрим квадратный ковер Серпинского. Здесь при увеличении описанной окружности в три раза, площадь фигуры увеличивается в четыре раза. d0 = log8 / log3 = 1.89…, что также совпадает с размерностью Хауздорфа. Можно показать, что и для других самоподобных (идеальных) фракталов эти размерности совпадают. Однако, в случае природных фракталов, как показал М. Шредер (2001) [5], это не всегда так. Мы не будем более подробно останавливаться на этом вопросе, и заинтересованных читателей отсылаем к книге М. Шредера. Отметим лишь, что на практике оценка массовой размерности таких природных объектов, как различные дендроидные структуры, пористые среды, среды, в которых присутствуют агрегаты кластеров на разных масштабах  и  других подобных объектов, оказывается очень полезной и информативной. Массовая размерность позволяет количественно оценивать физические и химические характеристики процессов, ведущих к образованию структур, дает информацию относительно получения новых материалов с заданными свойствами и так далее.
Соотношения «периметр – площадь» и «поверхность – объем»

Сейчас рассмотрим соотношения «периметр – площадь» и «поверхность – объем» и их связь с фрактальной размерностью. Этот способ определения размерностей объектов также очень полезен с практической точки зрения. 


Как известно, у плоских эвклидовых фигур – окружностей, квадратов, многоугольников, отношение периметра L к корню квадратному из площади S – есть величина постоянная:






L/(S)1/2 = Const                               

(4.7)
Если периметр представляет собою фрактальный объект, это может быть береговая линия, стохастический временной ряд и так далее, и его длина зависит (по степенному закону) от масштаба  a, с помощью которого эта длина измеряется, то, как показал Мандельброт [1], соотношение (4.7) для таких объектов можно записать в виде: 






L1/d/(S)1/2 = Const ,                      


(4.8)
где d – фрактальная (Хауздорфова) размерность. Таким образом,






S ~ L2/d                    

       


(4.9)
Этим соотношением можно воспользоваться, для определения фрактальных размерностей различных природных объектов. 
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Таким способом, например, автором в 1994г [7] была определена Хауздорфова размерность теней солнечных пятен. Она оказалась равной d0 = 1.35+/- 0.03, что соответствует размерности так называемых «эластичных скелетов», возникающих в перколяционных структурах плазменной турбулентности [8]. Оказалось также, что эта размерность равна фрактальной размерности границ облаков в земной атмосфере. Интересно отметить, что градовые облака имеют, как правило, большую размерность. Таким образом, было получено дополнительное подтверждение о магнитно-турбулентной природе солнечных пятен.
Подобным образом измеряют фрактальную размерность бассейнов рек и других объектов. Подробности можно посмотреть в книге Е. Федера [4]. Рассуждая аналогично, можно показать, что площадь поверхности S, если поверхность имеет фрактальную природу, связана с объемом V ~ R3, соотношением:




S ~ Rd-3
               
(4.10)
Где R – радиус сферического элемента покрытия. Это соотношение часто используется, для определения фрактальной размерности поверхностей различных геологических образцов по измерению молекулярной адсорбции. Множество примеров применения этого соотношения для оценки фрактальной размерности поверхностей можно найти в книге Е. Федера [4].

Рис.10. Соотношение площадь S –длина 
периметра L для солнечных пятен
4.2.3. Информационная размерность. 

Как мы уже знаем, выборочная энтропия Шеннона определяется из соотношения 
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(4.11)
где a – элемент покрытия. При уменьшении размеров покрытия a -> 0, и роста числа элементов этого покрытия N(a) -> ∞ , энтропия Шеннона, как мы помним, неограниченно возрастает H(a) -> ∞. Однако, предел 
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(4.12)
может существовать. Если такой предел действительно существует, то им определяется величина d1, которая получила название информационной размерности. В том случае, если предела (4.12) не существует, вводят понятие верхней и нижней информационной размерности:
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(4.13)
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(4.14)
Мы знаем, что энтропия достигает своего максимального значения при равенстве вероятностей pi  = 1/N(a). В этом случае из формулы (4.12) получаем 
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(4.15)
Что, с точностью до основания логарифмов (что не существенно) совпадает с формулой (4.5) для размерности Хауздорфа, то есть, в этом предельном случае, d1 = d0.

В теории динамических систем предел (4.15) называют фрактальной размерностью или емкостью аттрактора. Если же предела (4.15) не существует, то говорят о нижней и верхней емкости аттрактора в смысле (4.13) и (4.14), соответственно.

4.2.4. Корреляционная размерность.

Важную роль в различных приложениях играет, так называемая, корреляционная размерность, которую мы будем обозначать d2. Она определяется через корреляционный интеграл:
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(4.16)

Здесь N – число выборок, Xi, Xj – векторы положения точек i и j, η(Y) – функция Хевисайда (функция принадлежности к интервалу a). Значение С(a) определяет относительное число пар точек, расстояние между которыми не больше  a. Если предел
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(4.17)

существует, то его значение d2, называется корреляционной размерностью. 

Подводя краткий итог, отметим следующее. Хауздорфова размерность d0 – характеризует «пористость» или плотность объекта, то есть то, как объект заполняет собою пространство вложения. Эта размерность может быть найдена разными способами, в зависимости от конкретной задачи. Это важная характеристика любого объекта и потому определение этой размерности чаще всего встречается в приложениях.

Информационная размерность d1 – играет важную роль в анализе нелинейных динамических систем, особенно при описании потери информации в ходе эволюции хаотических систем. В этом плане она связана с показателями Ляпунова и энтропией Колмогорова [9]. Однако она важна и в других приложениях, так как является важным количественным параметром системы, характеризующим меру его хаотичности. Если система изменяется со временем, и эти изменения влекут за собой изменение ее информационной размерности, это свидетельствуют о таких изменениях ее физического состояния, которые являются, или подобны фазовым переходам, то есть переходам типа хаос-порядок или наоборот. Таким образом, информационная размерность позволяет количественно отслеживать направление и темп эволюционных процессов в системе таких, например, как самоорганизация в системе структур разных уровней или их распад и общая хаотизация.

Корреляционная размерность d2; – ее теоретическая значимость обусловлена тесной связью с корреляцией. Она определяется корреляцией элементов фрактального множества, - вероятностью найти на расстоянии a от данного элемента множества один или несколько элементов того же множества и потому является мерой иерархического скучиванья элементов фрактала, то есть характеризует упорядоченность внутренней структуры объекта.

4.3. Мультифракталы
В рамках конструктивных фракталов, мультифрактал можно определить, как «нагруженный» фрактал, в котором каждому элементу аi ставится в соответствие некий «вес» или вероятность pi. Для количественного описания мультифракталов рассчитывается спектр размерностей,  соответствующих особенностям данного мультифрактала.
Понятие мультифрактала применимо и для природных фракталов. Признаком мультифрактальности для природных объектов является обнаружение различного скейленгового поведения на разных масштабах или наличие мультифрактального спектра размерностей. Таким образом, ключевым для обнаружения в природных объектах мультифрактальных структур и для количественной параметризации таких структур является умение рассчитывать мультифрактальный спектр размерностей. Этим мы и займемся в данном разделе.

4.3.1. Понятие мультифрактала

Рассмотрим сначала в качестве примера, самоподобное множество, порожденное сегментами одинаковой длины с одним показателем скейлинга – размерностью Хауздорфа. Далее, каждому отрезку этого множества ai припишем свой собственный вес pi. Размерность Хауздорфа задается, как мы помним, выражением:
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которое вытекало из следующего соотношения:
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Где с – некоторая постоянная. Следует отметить, что предел (4.19) может существовать лишь узких пределах значений d. Стоит изменить хоть немного значение d и произведение Nad начет стремиться либо в ноль, либо в бесконечность.  


На n-том уровне самоподобного множества число элементов равно N0n, где N0 – число элементов генератора, соответственно, длина отрезка на n-том уровне равна a0n, где a0 – длина отрезка генератора, если все отрезки имеют одинаковую длину. Тогда (4.19) можно записать так:
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Это предполагает, что N0a0d = 1, то есть
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То есть в случае строгого самоподобия необходимость в предельном переходе отпадает.
Если отрезки а имеют разную длину, то (4.20) записывается так:
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Разумеется, при этом 
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Для «нагруженного» фрактала, вместо (4.22), рассматривают такой предел:
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и находят такие q и τ, при которых предел (4.24) остается конечным, то есть 
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Из (4.25) видно, что может существовать множество τ = τ(q) показателей τ и q, при которых это равенство выполняется, то есть, имеем целый континуум фрактальных размерностей. 

4.3.2. Спектр размерностей Реньи.
В случае, если все аi равны между собой (что, из-за перехода к пределу, не влияет на общность рассудений) из (4.24) получаем:
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Заметим, что при q = 0, это выражение переходит в (4.18), то есть, в этом случае τ = d0 – Хауздорфовой размерности. То есть, τ – можно рассматривать, как некую новую обобщенную размерность, которая при q = 0, переходит в Хауздорфову.


Рассмотрим предел
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где Rq(a) – энтропия Реньи (3.9). Сравнивая (4.26) и (4.27), получаем  τ = (1-q)d. Таким образом, мультифракталы можно описать обобщенными фрактальными размерностями Реньи dq, или, что эквивалентно, показателями  τ = (1-q)dq.
Из (4.27) можно получить, как частные случаи, первые три размерности Реньи. В самом деле, полагая (4.27) q = 0, получаем размерность Хауздорфа (4.18). Предельный переход q -> 1, (3.13), дает нам информационную размерность (3.12 – 14). При q = 2, получаем корреляционную размерность (4.17), так как величина
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стоящая, при данном q, в (4.27), и есть корреляционная сумма (4.16), если учесть, что рi2 описывает совместную вероятность пары соседних точек находиться в заданном элементе покрытия и, таким образом, при q = 2, формула (4.27) переходит в (4.17).  

В формуле (4.27) порядок q может принимать значения в интервале +∞ < q <-∞. Не трудно показать (см. например, [6]), что dq – монотонно не возрастающая функция q, то есть, при q < q’, dq ≥ dq’. Знак равенства возникает лишь в исключительных случаях идеальных самоподобных фракталов, например, все размерности dq равны для канторова множества [6]. Вся совокупность величин dq рассматриваемого объекта называется спектром размерностей Реньи данного объекта.


Каждая из этих размерностей может быть определена множеством разных способов. Но вычисление обобщенных выборочных энтропий Реньи с последующим предельным переходом, представляет нам общий и достаточно универсальный алгоритм для определения этих, важных в плане приложений, величин. В ряде работ речь идет о вычислении всего спектра размерностей Реньи. Но это, в основном, теоретические работы. Для многих практических приложений, как уже отмечалось, первых трех размерностей Реньи с их простотой вычислений и геометрической и физической наглядностью оказывается вполне достаточно для многих практических приложений. 

Отметим еще один важный момент. Наше знакомство с различными определениями и применениями энтропий в главах 1 – 3, позволяет нам при исследовании объектов или процессов осмысленно вводить вероятностную меру pi и вычислять энтропии Реньи применительно к исследуемому объекту в рамках поставленной задачи. Это, в свою очередь, теперь позволяет нам рассчитывать мультифрактальный спектр размерностей Реньи и, физически адекватно, интерпретировать получаемые результаты. 
4.3.3. Бокс-алгоритм для расчета мультифрактальных спектров  

Для практических расчетов главным является корректный способ определения иерархии вероятностных мер и расчет на их основе энтропий Реньи. В общих чертах мы уже касались этого вопроса в предыдущем разделе. Сейчас мы уделим немного больше внимания практической стороне вопроса. 

Дело в том, что формула (4.27) мало пригодна для практических расчетов в силу ряда неопределенностей, связанных с предельным переходом a→0. Однако, как впервые было показано в работе [11] (Meisel et al., 1992), можно наложить некоторые ограничения на процедуру выбора иерархии покрытий. Эти ограничения вполне приемлемы, как с теоретической, так и с практической точек зрения. В этом случае задача создания компьютерного алгоритма для определения спектра размерностей Реньи существенно упрощается. Эти ограничения состоят в требовании дискретизации масштабов и равенства всех элементов покрытия на каждом масштабном уровне. Форма элементов покрытия особой роли не играет. Точную формулировку этого прямого метода определения фрактальных размерностей - метода подсчета клеток, применительно к практическим расчетам спектров обобщенных размерностей Реньи можно найти в уже цитированной работе [11]. Однако в этой статье приводятся результаты тестирования метода только на модельных объектах типа кривой и снежинок Коха, то есть, для получения размерностей конструктивных фракталов.  Однако, результаты этой работы были обобщены в дальнейших исследованиях (см. [6], там же библиография) и, в итоге, дали метод практического расчета фрактальных размерностей самых разнообразных наблюдаемых структур. В рамках этого подхода задаются меры pi на  последовательности покрытий структуры наборами конечного числа Rq(а) равных элементов конечного размера а. Далее, строится график Ричардсона и, методом наименьших квадратов проводим прямую, если это имеет смысл, то есть, если при заданной мере наблюдается скейлинговое поведение. Определяем, далее, тангенс наклона зависимости ln(Rq(а)) от ln(1/а). Это и будет величина фрактальной размерности Реньи порядка q. 
Суть метода заключается в следующем. Пусть {pi0} – есть мера, рассчитанная по упомянутому выше (a0 , N0 ) покрытию (i = 1,…… ,N0). Из этого покрытия формируем новое с равными ячейками, размером (аk)m, где m – размерность пространства вложения, ak = 2,3,4, …, k = 1,2,3…M. Число больших ячеек Nk равно целой части отношения N0/(аk)m, а мера большой ячейки равна сумме мер входящих в нее ячеек предыдущего масштабного уровня, в силу аддитивности меры. Таким образом получаем ряд покрытий с размерами ячеек {аk} и мерами {pik ,i=1,2.3…,Nk }.

Обычно, для каждого такого разбиения рассчитывается обобщенная корреляционная функция 
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для интересующего набора q. Далее строим для каждой такой обобщенной корреляционной функции аналог графика Ричардсона в двух логарифмических осях (ln(аk), ln(Сk(q)). Определив его наклон по методу наименьших квадратов, получаем оценку экспоненты обобщенной корреляционной функции ((q), которая с размерностями Реньи (4.27) связана, как выше было показано, простым соотношением 






τ(q)=(q-1)dq 
 



          
(4.22)

Но можно рассчитывать энтропии Реньи порядка q и определять непосредственно размерности Реньи dq непосредственно из графика (log(1/аk), Rq(ak)).
Продемонстрируем технику расчета первых трех размерностей Реньи на примере ряда чисел Вольфа и рядов 5-ти минутных данных GOES по рентгеновскому потоку от Солнца. Здесь будет применен метод огрубленных покрытий в самом простом его варианте. На следующем занятии метод будет развит и обобщен на случай обработки видеоизображений. 


Алгоритм расчета в его данном конкретном приложении заключается в следующем. Находим максимальное и минимальное значение для рассматриваемой выборки. Делим этот интервал на некоторое достаточно большое число N0 минимально возможных подинтервалов a0. Величина a0 = (max(W) –min(W))/N0 не должна быть меньше точности исходных данных. 

На практике выбор N0 и, соответственно, a0, является достаточно тонким моментом, от которого могут сильно зависеть как величины, так и достоверности вычисляемых  размерностей. Необходимо добиваться, чтобы достоверность аппроксимации (R2 по Пирсону) прямыми линиями данных на графике (log(1/a), Rq) составляла не менее 0.9. Опыт показывает, что, чаще всего это достигается при выборе минимального покрытия a≥4m.

В нашем демонстрационном варианте программы N0 = 200, что, примерно, соответствует a0 ~ 1W для большинства циклов Вольфа. Далее мы вычисляем значения трех энтропий Реньи на покрытиях, со все более и более грубыми ячейками a = 4a0, 6a0 … Таким образом получаем данные для построения графиков, аналогичных графику Ричардсона (log(1/a), Rq) сразу для всех трех энтропий. Затем, методом наименьших квадратов подбираем оптимальные аппроксимирующие прямые для всех трех энтропий и определяем тангенсы их углов наклонов, которые и дают нам значения соответствующих фрактальных размерностей. Достоверность аппроксимации R2 прямыми, как уже отмечалось, должна быть не меньше 0.9.

Здесь очень важен не только количественный, но и визуальный контроль результатов. Если разброс точек на графиках большой, или сами графики не могут быть аппроксимированы прямыми, то скейлинговое поведение в данных отсутствует, и фрактальные размерности не могут быть определены. Фактически, это означает отсутствие существования предела   lima->0 Rq/log(1/a).
Ниже Приложении 2 имеется листинг демонстрационной программы, реализующий описанный здесь алгоритм огрубленных покрытий. Визуальный контроль осуществляется путем вывода на дисплей графиков (log2(1/a), Rq), что позволяет сразу оценить степень масштабной инвариантности (скейлинговость) рассматриваемых данных. 

Результаты расчетов – таблица значений трех энтропий Реньи R0, R1, R2, как функции размера ячейки покрытия, а также значения трех фрактальных размерностей Реньи d0, d1, d2 – выводятся в специальный файл для дальнейшего анализа. 
4.3.4. Бокс алгоритм для CCD изображений
Мы продолжим рассмотрение метода огрубленных покрытий, как базового инструмента для вычисления первых трех размерностей Реньи в приложении к  экспериментальным или наблюдательным данным. В данном разделе мы обсудим приложение этого метода для вычисления размерностей на двумерных покрытиях. Такие покрытия являются основными при работе с цифровыми видео изображениями. Идея метода остается прежней: покрываем анализируемое изображение двумерной сеткой с минимально возможными ячейками, от почернений переходим к вероятностям по обсуждавшейся ранее схеме и, из полученных распределений вероятностей, вычисляем три энтропии Реньи – R0, R1, R2. Затем огрубляем покрытие, объединяя несколько ячеек исходного покрытия, и снова проделываем ту же процедуру. Действуя так и далее, получаем последовательность значений трех энтропий Реньи, соответствующих набору огрубленных покрытий. Если изображение обладает скейлинговыми свойствами, то, в координатах (log(1/а), Rq), получим три последовательности точек, соответствующих каждой из энтропий, которые должны быть хорошо (с достоверностью аппроксимации по Пирсону R2 ≥ 0.9) представлены линейными законами. Тангенсы углов наклона этих прямых дадут, значения размерностей d0, d1 и d2, соответственно.

Сама идея вычислений, и алгоритм ее реализации, в принципе, просты и понятны. Тем не менее, реализация их на практике сталкивается с рядом трудностей: значительные, даже для современных быстродействующих ЭВМ, объёмы вычислений, проблема краевых эффектов при огрублении разбиений и др. Все это трудности чисто технического характера и они могут быть успешно преодолены. Вместе с тем, нужно отметить, что трудно, да, пожалуй, и нецелесообразно, разрабатывать программную реализацию данного алгоритма достаточно универсальную, чтобы она была применима к любым изображениям. Широкий класс решаемых задач, существенная специфика исходных данных при достаточной прозрачности алгоритма, приводят к выводу, что целесообразнее строить специальные программы для реализации конкретных задач с учетом специфики конкретных данных. Такие специальные программы могут более просто реализовывать алгоритм и работать быстро, точно и надежно. 

Мы не станем, поэтому, разбирать листинг программы для конкретного примера – расчет размерностей магнитного поля солнечной активной области. Вместо этого, мы сосредоточим наше внимание на анализе уже полученных в этом примере результатов, так как на них можно продемонстрировать некоторые типичные возможности и проблемы, возникающие при работе с изображениями. Рассмотрим, в качестве примера, магнитограмму солнечной активной области NOAA 6659 (рис.1) 
[image: image104.png]



Рис.1. Магнитограмма (продольное поле) солнечной активной области
NOAA 6659 9 июня 1991г.
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Рис.2. Определение Хауздорфовой размерности северной и южной полярностей 

NOAA 6659
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Рис.3. Информационные энтропии северной и южной полярностей NOAA 6659
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Рис.4. Корреляционные энтропии северной и южной полярностей NOAA 6659
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Рис.4. Информационная размерность северной и южной полярностей NOAA 6659 на интервале log(a) = (0.0 - 3.5).

На рис.1. представлена магнитограмма радиальной компоненты магнитного поля солнечной активной области АО 6659, полученная в Хуайроу (КНР) 9 июня 1991г в 5ч 29м. Серый фон соответствует нулевому полю, темные области – полю северной полярности разных напряженностей, светлые, соответственно, полю южной полярности.

 На рис.2 точками представлены значения энтропий Реньи нулевого порядка северной R0n и южной R0s полярностей. На всем исследованном интервале покрытий наблюдается строгое самоподобие. Аппроксимирующие прямые представляют данные с очень высокой степенью достоверности (R2 ~ 1). Таким образом, разницу в размерностях северной и южной полярностей, равную 0.144, следует считать реальной, с точностью до +/-0.01. 

Существенно иную картину мы видим на рис.3, на котором представлены энтропии Шеннона для этой же магнитной карты. Здесь, в отличие от R0n,s наблюдается  явно выделенный масштаб в области log(а) ~ 3. Это соответствует на Солнце линейным размерам ~ 1.183 мегаметра или 118.3 километра. Обнаружение такого характерного масштаба в магнитном поле, не является неожиданным. Этот наблюдательный факт еще раз подтверждает современные представления о том, что сильные локальные магнитные поля на Солнце состоят из тонкоструктурных элементов – магнитопотоковых трубок. Новым является то, что получена количественная оценка характерного размера такой трубки.  Скейлинг и размерности на интервале log(а) от 0 до 3, представлены на рис.4. Из рисунка видим существенное различие в величинах информационных размерностей северной и южной полярностей при высоком уровне самоподобия. 

Ту же картину, но менее отчетливо, мы наблюдаем и на рис.4, на котором представлены корреляционные энтропии. Однако, в этом случае можно даже говорить о второй скейлинговой зоне в области log(а) от ~ 3.6 до ~5.6. Если эти две скейлинговые области рассматривать отдельно, то обнаружим, что их корреляционные размерности различны. Для северной полярности имеем D2n1 = 1.990, (R2 = 1), D2n2 = 1.742,  (R2 = 0.992).  Для южной полярности, соответственно, D2s1 = 2.006, (R2 = 1), D2s2 = 0.896,  (R2 = 0.969). 

Эти результаты были получены в качестве дополнительных количественных критериев для тестирования теоретических мгд моделей солнечных активных областей. 
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Глава 5. Специальные методы расчета фрактальных размерностей временных рядов
Учитывая особую актуальность исследования временных рядов для анализа данных, в этой главе приводим некоторые, проверенные практикой, методы расчета фрактальных размерностей, которые могут оказаться в этом плане полезными. Здесь обсуждаются четыре таких метода: это так называемый метод нормированного размаха, он же метод Херста, он же R/S анализ; простой и быстрый алгоритм, для оценки размерности Хауздорфа, предложенный Хигучи; алгоритм, предложенный Гассбергером и Прокачча (1983) для оценки корреляционной размерности аттракторов динамических систем и, относительно недавний (2002г.), перспективный метод, основанный на расчете перестановочных энтропий, о которых мы упоминали в третьей главе. 

5.1. Элементы R/S анализа.

5.1.1. Эмпирический закон  Херста.

Одним из достаточно простых и эффективных методов анализа временных рядов является, так называемый, R/S – анализ. Этот подход с успехом применяется для оценки текущих состояний и тенденций на товарных, фондовых и других рынках, на основе анализа соответствующих биржевых рядов. Этим методом анализируются ряды метеорологических и геофизических наблюдений – колебания температуры, давления, количества выпавших осадков, вариации магнитного поля Земли и др. В книге Енса Федера «Фракталы» (1991) [1] R/S анализу посвящена 8 и 11 главы, где можно найти исторические и математические подробности этого метода.

Херст был гидрогеологом и проработал около сорока лет в районе Нила. Он занимался проблемой контроля уровня воды в водохранилище в районе старой (1907г.) нильской плотины. Задача состояла в том, чтобы найти такой оптимальный сток, при котором уровень воды в водохранилище всегда находился бы между максимальной и минимальной фиксированной отметкой. Для этого нужно было изучить статистику вариаций притока воды, который в свою очередь, зависел от частоты и интенсивности дождей в бассейне Нила. В итоге он открыл новый метод анализа стохастических временных рядов, так называемый метод нормированного размаха или R/S – анализ. Метод устойчив, содержит минимальные предположения о системе, продуцирующей ряд, и его с успехом можно использовать для параметризации и классификации временных рядов.


Суть метода в следующем. Пусть v(n) – приток, то есть объем воды, поступивший в водохранилище в n–том году. Пусть mv – сток, то есть объем воды, сброшенный из водохранилища за год. Этот объем должен равняться среднему притоку за год. Но, дело в том, что величина этого среднего значения зависит от того, за сколько лет (N) мы берем это среднее. Средний приток за N лет равен:
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Это среднее должно равняться объему, ежегодно спускаемому из водохранилища. В водохранилище при этом накапливается остаток dv(n) – накопившееся отклонение притока v(n) от его среднего значения mvN:





[image: image110.wmf])

)

(

(

)

,

(

1

N

n

i

mv

i

v

N

n

dv

-

=

å

=



[image: image111.wmf]            

(5.2)

Разность максимального и минимального значений этой величины на интервале N называется размахом R. При заданном стохастическом притоке v(n), она должна быть меньше емкости водохранилища. 
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(5.3)

Размах R(N) зависит от периода N и, с ростом этого периода, не может убывать, более того, можно ожидать, что он будет расти. Если R(N) разделить на стандартное отклонение S(N) за тот же период N, 
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(5.4)

то получим безразмерную величину R/S, так называемый нормированный размах. Херст нашел, что для многих природных стохастических рядов 







R/S = (aN)H




(5.5)

Где показатель H был назван впоследствии показателем Херста, а – некоторая константа. Формула (5.5) называется эмпирическим законом Херста. 


Для случайного процесса с некоррелированными значениями и конечной дисперсией 







R/S = (πN/2)1/2



(5.6)

Для большинства случайных природных процессов Н > 1/2. Это означает, что значения в природных рядах не являются независимыми. Текущее значение зависит от предыдущих значений, то есть от «истории» процесса. О таких рядах говорят, что они обладают «памятью». Причем это не кратковременная «марковская» память, когда только один два предыдущих отсчета влияют на текущее значение. Показатель Херста реагирует на так называемую долговременную или «длинную» память, когда недавние события могут иметь влияние на текущее состояние (короткая память), но заметный вклад вносят также и события отдаленные (длинная память). Память о весьма отдаленных событиях, как показывает анализ, может сохраняется в рядах длительное время, иногда навсегда. Система, которая дает статистику Херста, есть результат длинного ряда взаимосвязанных событий. Таким образом, в таких рядах события не симметричны относительно текущего момента, то есть время имеет направление или, как говорят, имеется «стрела времени». Это, в частности означает, что такие стохастические ряды в определенной мере прогнозируемы. Влияние настоящего на будущее может быть выражено корреляционным соотношением

С = 22H-1 – 1,




(5.7)

где С – мера корреляции. 


Для случайного процесса (процесса без памяти), как мы знаем, Н = 1/2 и правая часть (5.7) обращается в нуль. Настоящее не влияет на будущее. 

При 0.5 < H < 1, имеется устойчивый тренд и ряд обладает памятью. Такие ряды называют устойчивыми или персистентными, поскольку если на данный момент есть какая то тенденция (рост или убывание), она сохранится и в будущем. Сила персистентности увеличивается, при приближении Н к 1. Напротив, чем ближе Н к 0.5, тем больше зашумлен ряд и тем меньше выражен тренд. С этим все более или менее ясно.

Но вот интервал 0.0 < H < 0.5 более загадочен. Получается, что существуют ряды, более случайные, чем просто случайный ряд. На самом деле такие ряды демонстрируют возврат к среднему, то есть, если на данный момент существует в ряде некая тенденция, то существует вероятность ее переворота на противоположную. При этом, эта вероятность тем выше, чем меньше Н. Такие ряды называются эргодическими или антиперсистентными.
Персистентный временной ряд можно рассматривать, как обобщенное броуновское движение, кода существует корреляция меду событиями на временной шкале. Для классического броуновского движения фрактальная размерность равна 2. Как показал Мандельброт (2002) [2], величина, обратная Н, есть фрактальная размерность для объектов, вложенных в двумерье. То есть d0 = 1/H. Классическое броуновское движение генерирует случайный ряд, для которого Н = 0.5 и, таким образом, d0 = 2. Для обобщенного броуновского движения, которое генерирует персистентные ряды, Н > 0.5 и, соответственно, d0 < 2.

5.1.2. Оценка показателя Херста.

 Полезность подхода Херста для анализа временных рядов не вызывает сомнений, поэтому рассмотрим сейчас простой метод оценки показателя Херста. Прологарифмировав (5.5), получаем




log(R/S) = H*(log(N) + log(a))



(5.8)

Если в двойных логарифмических координатах найдем тангенс угла наклона прямой, которая аппроксимирует наши данные, то это и будет показатель Херста. При этом всегда следует контролировать достоверность такой аппроксимации.


Программа, реализующая этот алгоритм очень проста, и приводить ее здесь нет смысла.
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Рис.1. Диаграмма Херста для случайного ряда.


На рис.1 показана диаграмма Херста для ряда, полученного с помощью компьютерного датчика случайных чисел. В правом углу рисунка представлено уравнение аппроксимирующей прямой. Из него видно, что показатель Херста Н = 0.502, как и следует из теории. Достоверность аппроксимации данных прямой составляет по Пирсону R2 = 0.962.
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Рис.2. Диаграмма Херста для 19 цикла ряда Вольфа


На рис.2. представлена диаграмма Херста для 19 цикла ряда Вольфа. Волнообразное поведение данных свидетельствует о существовании на разных временных шкалах участков с разной степенью или, как говорят, силой персистентности. Начальный участок (левая прямая) дает H = 0.87. Весь ряд вцелом, - Н = 0.42. То есть  ряд Вольфа, в зависимости от временного масштаба, демонстрирует разные уровни персистентности.
5.2. Алгоритмы Хигучи и Гразбергера


5.2.1. Алгоритм Хигучи


Астрофизические и геофизические временные ряды генерируются сложными саморегулируемыми системами. Вследствие этого эти ряды, как правило, неоднородные и нестационарные и имеют фрактальную и мультифрактальную временную структуру. Характерной особенностью астрофизических нелинейных процессов, например, в солнечно-земной физике, являются процессы взаимодействия (захвата, подстраивания, слипания) различных мод, что может нарушать случайное распределение фаз и приводить к их кластеризации. Это важное свойство временных рядов не может быть обнаружено и изучено в рамках традиционного спектрального анализа. Флуктуации амплитуды в таких рядах обнаруживают свойство статистического самоподобия и могут рассматриваться как фрактальные объекты, подобно береговым линиям. 

Для вычисления фрактальных размерностей таких временных рядов можно использовать простой и быстрый алгоритм, предложенный Хигучи [3]. Кривую разбиваем на n  равных частей а, как мы это уже не раз проделывали. Длину кривой представляем в виде n-d, где d – Хауздорфова размерность, величина которой, находится, как и в случае с береговыми линиями, в пределах 1<d<2. 

Пусть анализируемый участок кривой (выборка) состоит из N отсчетов. Величина а = int[N/n], где функция int[x] – является функцией выделения целой части. Из исходного ряда f(t), в котором t принимает N дискретных значений, конструируем новые временные ряды f(m,a):
f(m,a) = f(m), f(m+a), f(m+2a),….f(m+int[N-m)/a]a);   m = 1,2…a.
(5.9)
Длина кривой в методе Хигучи определяется так:
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(5.10)
Далее вычисляем среднее значение L(a) по всем m и строим зависимость log(L(a)), от log(a). Далее, как обычно, аппроксимируем эту зависимость прямой линией по способу наименьших квадратов. Тангенс угла наклона этой прямой дает нам значение фрактальной размерности по методу Хигучи. 

Следует еще раз подчеркнуть, что рассчитанная таким образом размерность, находится в интервале от 1 до 2, и не имеет отношения к размерностям аттрактора, который может быть определен из этого же временного ряда. Для вычисления этих размерностей необходимо восстановить фазовое пространство динамической системы, погрузить в это пространство траекторию системы и затем применить бокс алгоритм или какой-либо иной метод для вычислений размерностей бассейнов притяжения фазовой траектории в этом пространстве. Такие размерности могут превышать 2, так как пространство погружения фазовой траектории может иметь существенно большее число размерностей. 
Более подробно об алгоритме Хигучи и других о подобных алгоритмах, таких, как алгоритм Катса и алгоритм Петерсона и о сравнении их достоинств и недостатков, можно прочитать в [4]  
5.2.2 Алгоритм Грассбергера – Прокачча

Для вычисления размерности аттрактора динамической системы из временного ряда какой-либо переменной этой системы, Гассбергер и Прокачча (1983) [5] предложили практичный метод, который базируется на расчете корреляционного интеграла Cm(a) (формула (4.16) из раздела 4.2). Таким образом, применение этого метода дает нам на выходе корреляционную размерность аттрактора или размерность Реньи порядка q = 2 то есть,  d2.
Метод основан на идеях Паккарда и др. (1980) [6] и Такенса (1983) [7] по восстановлению фазового пространства динамической системы по одной переменной. Идея заключается в том, что другие размерности минимального пространства вложения фазовой траектории можно обнаружить посредством анализа запаздывающих значений всего одной наблюдаемой переменной. Для динамических систем это возможно, так как текущие значения любой переменной являются детерминированными следствиями предыдущих значений остальных переменных системы. Например, текущее значение скорости звезды в рамках задачи N тел, есть следствие положений, скоростей и ускорений всех остальных звезд в предшествующие моменты времени. 

Вместе с тем непонятно, как установить подходящее временное запаздывание? Ответ, в принципе, прост: поэкспериментировать с разными временами лагами и найти тот минимальный, больше которого вид картины фазовых траекторией не меняется. Это простое правило связано с тем, что размерность аттрактора не изменится, если мы погрузим его в пространство более высокой размерности, чем его минимальное пространство вложения. Линия, как в двумерном, так и в трехмерном пространстве, остается одномерным объектом. Плоская фигура в трехмерном пространстве остается двумерным объектом. Точно также и аттрактор динамической системы (если наш временной ряд порожден именно такой системой), сохраняет свою размерность при увеличении размерности пространства вложения сверх минимальной. Это связано с тем, что в силу наличия памяти, точки фазовой траектории коррелируют и их кластеры сохраняются, независимо от того, в пространство какой размерности они погружены. 

Если же мы имеем дело со случайными временными рядами, то, в этом случае, будет равномерно заполняться пространство любой размерности.  Случайный ряд ведет себя в рамах этой процедуры как газ. Он равномерно распространяется по всему объему. Динамическая же система, с дальнодействующими силами, порождающими корреляции, дальний порядок и память в генерируемых ею временных рядах, подобна звездному скоплению. Его можно погрузить в пространство любой размерности, но, в силу своих внутренних связей, его размерность от этого не изменится.  

Итак, из исходного ряда, производим ряды с набором времен запаздывания, начиная с минимального. Исходный и запаздывающие ряды рассматриваем, как разные координаты нашего пространства размерности m и оцениваем значение корреляционного интеграла для пары точек в этих пространствах:
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(5.11)

где а – расстояние между парой точек в анализируемом пространстве, η – функция Хевисайда.

Мы ожидаем, что с ростом а, Сm(a) будет увеличиваться по закону

Сm(a) = аd2





(5.12)

Поэтому, далее, как обычно, строим зависимость (log (C(a)), log(a)) и пытаемся определить d2. То значение m, после которого значение d2 перестает изменяться и есть минимальное пространство вложения фазовой траектории – то есть, фазовое пространство системы, а соответствующее ему d2 – есть корреляционная размерность аттрактора.

В качестве примера рассмотрим аттрактор Эенона. Отображение Эенона определяется уравнениями:



x(t+1) = 1 + y(t) –ax(t)2,     
y(t+1) = bx(t)




(5.13)

Следующая короткая программа реализует это отображение для случая а = 1.4, и b = 0.3. Здесь листинг этой учебной программы на языке IDL приводится непосредственно в тексте, так как она небольшая и позволяет проиллюстрировать, как строится аттрактор Энона.
;АТТРАКТОР ЭНОНА

;Цель программы: демонстрация техники расчета аттрактора Henon.

;Это учебная программа, на которой можно показать, как из системы

;разностных уравнений Энона порождается хаотический временной ряд

;(динамический хаос), которому в пространстве переменных (x,y)

;соответствует вполне упорядоченная фигура - аттрактор Энона.

;изменяя управляющие параметры a и b, можно проследить за изменением аттрактора

pro Henon

fn='C:\.....\SamplData'; путь файлу Hen.txt' для записи результатов решений ур-й (5.13)
a=1.4

b=0.3

x = DBLARR(600)

y = DBLARR(600)

t =DBLARR(600)

for i=1,599 do begin

x(i)=1+y(i-1)-a*x(i-1)*x(i-1)

y(i)=b*x(i-1)

t(i)=i

endfor

openw,1,fn+'\Hen.txt'

printf,1,format='(2F8.4)',x,y

close,1

;строим график временного ряда X(t):

plot,t[1:50],x[1:50],PSYM=0,TITLE='Henon Time series X(t). (a=1.4,b=0.3)',XTITLE='t',YTITLE='X'

wait,2

;строим график временного ряда Y(t):

plot,t[1:50],y[1:50],PSYM=0,TITLE='Henon Time series Y(t. (a=1.4, b=0.3)',XTITLE='t',YTITLE='Y'

wait,2

;строим аттрактор Энона:

plot,x,y,PSYM=3,TITLE='Henon Attractor. (a=1.4, b=0.3)',XTITLE='X',YTITLE='Y'

;Записываем последний график в *.jpg формате в файл по адресу 'fn+Hennon2.jpg'

Hen=fn+'Hennon2.jpg'

openw,2,Hen

write_jpeg,Hen,tvrd()

close,2

end
Результат работы этой программы показан на рис.1 и рис.2:
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Рис.1. Первые 50 значений временных рядов Хенона.

Рисунок 1 демонстрирует достаточно стохастичное поведение временных рядов x(t) и y(t) отображения Хенона.
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Рис.2. Аттрактор Хенона, вычисленный по 600 значениям временных рядов x(t), y(t).

Рисунок 2 показывает, что за хаотичным поведением временных рядов, скрывается вполне упорядоченные фазовые траектории. 


Описанный алгоритм Грассбергера – Прокачча, при применении к ряду x(t) или ряду  y(t), дает значение корреляционной размерности d2 для аттрактора Хенона ~1.25 при m = 2. Дальнейшее увеличение m не влияет на величину D2. Точность при вычислении d2  равная ~0.02 достигается уже при длине ряда  ~600 значений, в то время как рассмотренный нами классический бокс алгоритм требует для этого не менее нескольких тысяч значений. 

Таким образом, в ряде случаев рассмотренные специальные алгоритмы расчета фрактальных размерностей могут оказаться предпочтительнее общего алгоритма огрубленных покрытий. Кроме того, эти методы могут служить хорошим контролем вычислений по общему алгоритму. Вместе с тем, что общий алгоритм вычислений фрактальных размерностей через энтропии Реньи более универсален и сразу позволяет рассчитывать весь спектр размерностей, что важно в случае мультифрактальных объектов.
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Фракталы и детерминированный хаос
В заключение взглянем на общую картину современного фрактального анализа, определим место в этой общей картине всего того, что мы с вами уже знаем и умеем, и подведем некоторые итоги. 

Как мы знаем, термин фрактал (от лат. fractus – изломанный, иррегулярный, фрагментарный) применяется к таким объектам в пространстве или процессам во времени, которые являются самоподобными или самоафинными и которые, на разных пространственно-временных интервалах, демонстрируют скейлинговое поведение. Фракталы и мультифракталы являются рекуррентно иррегулярными объектами в пространстве и/или во времени. Фрагменты фрактального объекта или временного ряда являются геометрически подобными (в случае конструктивных фракталов), типологически подобными или статистическими копиями целого, и по ним можно воспроизвести целое, путем серии сдвигов и растяжений. Фрактальный скейлинг наблюдается во многих природных процессах. Фрактальная геометрия предлагает фундаментально новый взгляд, как на неживые, так и на живые системы. Она рассматривает их как результат самоорганизации или самовыстраивания спонтанных самоподобных флуктуаций на протяжении длительного времени и на многих временных шкалах. Именно в результате таких процессов возникают системы, представляющие собой сложные рекурсивно построенные паттерны, организованные на множестве пространственных уровней и временных масштабов. 


Вообще говоря, под системой обычно понимают все, что имеет больше, чем одну часть. Такие разные объекты, как атом водорода, Земля со своим спутником Луной или Галактика являются системами. Говорят, что система является динамической, если состояние системы, включая взаимосвязи  и взаимодействия между ее частями, изменяется со временем по динамическим законам. Эти законы позволяют записать системы динамических уравнений, которые количественно описывают изменения системы со временем. Если взаимодействия являются нелинейными, и, соответственно, уравнения, описывающие динамику системы, содержат нелинейные члены, то такая система может показывать нелинейное поведение, то есть, поведение, при котором малые изменения в системе и их отдаленные последствия не пропорциональны. О таких системах говорят, что они демонстрируют нелинейную динамику. Например, в ряде систем, динамику которых можно описать законами классической механики, малые изменения  начальных условий приводят к не малым расхождениям фазовых траекторий за конечные времена.


Даже простые системы с нелинейной динамикой часто демонстрируют очень сложное поведение, известное как хаотическое. Парадокс такого хаоса заключается в том, что он детерминированный, то есть он является результатом динамики, которая управляется детерминированными, а не вероятностными законами. Вследствие чрезвычайной чувствительности к начальным условиям и системным параметрам, такие нелинейные системы могут проявлять полностью случайный характер. Однако, принципиально важно то, что существует порядок, лежащий в основе такого поведения. 

Например, компьютерный генератор случайных чисел представляет собою вполне упорядоченную детерминированную процедуру. В месте с тем, последовательность нулей и единиц, генерируемая таким датчиком, ничем не отличается от такой же последовательности, полученной из реального случайного процесса, имеющего два исхода, например, подбрасывание монеты. Обе последовательности обладают одинаковыми вероятностно-статистическими свойствами. Таким образом, случайность - есть понятие относительное и контекстно зависимое. Определение случайности, как отсутствие всякого порядка теряет смысл. Возникает идея, что за всяким случайным поведением может прятаться довольно простой детерминированный процесс и нужно только найти способ, как его найти. 

Системы детерминированного хаоса, в отличие от наблюдаемых в природе случайных процессов, могут быть легко контролируемы и перенастраиваемы. Таким образом, теория нелинейной динамики и динамического хаоса предоставляют нам методы анализа и моделирования природных хаотических явлений и снабжают нас эффективными способами количественного описания внутренней динамики и фрактальной структуры реальных систем. 

Если мы проследим в течение длительного времени за поведением фазовой траектории динамической системы, то обнаружим, что системы  большую часть времени проводят в области одного или более одного центров или бассейнов притяжения фазовых траекторий – аттракторов. Эти области можно рассматривать, как равновесные или квазиравновесные состояния системы в  ее фазовом пространстве. 

Системы, порождающие динамический хаос имеют хаотические или странные аттракторы. Здесь теория хаоса напрямую связана с фрактальной геометрией, поскольку все странные аттракторы являются фракталами. Построение фазового пространства для систем с неизвестной динамикой является непростой задачей. Наблюдаемые переменные, характеризующие систему, такие, как амплитуды сигналов, продуцируемые системой в последовательные моменты времени, как бы погружены в многомерное фазовое пространство, определяемое самой системой. Кроме того, процессы в хаотических системах часто продуцируют структуры и/или сигналы, которые также являются фракталами в обычном пространстве и во времени. 

Фракталы в астрофизике.

Эволюционные процессы, происходящие в космосе, демонстрируют  бесконечное разнообразие переходов от хаоса к порядку через самоорганизацию и возникновение диссипативных структур самых разных пространственно временных масштабов от галактик и звезд, до планетных систем и живых существ. Приведу лишь несколько примеров широко обсуждаемых систем такого рода. 

С бортов КА было зарегистрировано интересное явление, наблюдаемое в кольцах Сатурна – кратковременное появление радиальных структур, так называемых «спиц». Длина их обычно порядка 10000 км, ширина - ~ 1000 км. Типичное время жизни этих систем порядка нескольких часов, после чего они распадаются под действием дифференциальных движений колец, чтобы, через некоторое время, появится снова. Из-за не до конца понятой физики процессов, надежная динамика этих систем до сих пор не построена, но возникновение дальнего порядка и стохастическое поведение структур явно указывает на спонтанную самоорганизацию на нескольких пространственных масштабах.

Закон планетных расстояний и многочисленные резонансные соотношения в нашей планетной системе являются реликтами и отголосками процессов самоорганизации на широком диапазоне масштабов, проходивших в эпоху формирования Солнечной системы. Таким образом, Солнечная система является впечатляющим примером возникновения порядка из первоначального хаоса протопланетного облака.

Солнце демонстрирует огромное разнообразие спонтанно возникающих и, затем, диссипирующих магнитоплазменных структур [1]. Гранулы, супергранулы, сверхгранулы, факелы, протуберанцы, солнечные пятна, группы солнечных пятен – вот далеко не полный перечень спонтанно возникающих и исчезающих структур на Солнце. Для этих объектов обнаружено скейлинговое поведение, что говорит об их фрактальной природе. По данным работы [2], фрактальная (хауздорфова) размерность полутеней солнечных пятен d0 ~ 1.24. Размерность теней солнечных пятен в работе [3], полученная способом «контур – площадь», оказалась равной d0 ~ 1.35. Эти результаты важны для разработки моделей солнечных пятен, как фрактальных структур. В работе [4] рассмотрено статистическое самоподобие флуктуаций солнечной активности. Найдено, что амплитуда флуктуаций суммарной площади солнечных пятен dS, связана с их длительностью t, скейлинговым соотношением dS ~ t-2. Такой закон, возможно, обусловлен существованием «солитонного газа» в конвективной зоне Солнца, определяющем структурные особенности локальных солнечных магнитных полей разных пространственных масштабов.

Автоколебательная реакция Белоусова-Жаботинского стала классическим примером демонстрации самоорганизации диссипативных структур через так называемый дальний порядок, то есть корреляционные связи самоподобных структур в широком диапазоне масштабов. Но автоколебания давно известны на звездах, имеющих слой частично ионизованного гелия, что характерно для цефеид. Пространственно-временная самоорганизация происходит в цефеидах благодаря согласованности колебаний ионизационного равновесия во внутренних зонах и механических колебаний внешних слоёв звезды.

Спирально-кольцевая структура галактик является другим ярким примером самоорганизации диссипативных структур через дальний порядок. Сами галактики и крупномасштабные структуры Вселенной, как теперь понято, также являются следствием самоорганизационных процессов, проходивших во Вселенной на разных этапах ее эволюции. Можно сказать, что современная астрофизика, это эволюционная теория, изучающая образование и устойчивость упорядоченных структур из первоначально неупорядоченного космического хаоса. Б. Мандельброт [5] посвятил специальную главу обсуждению этой темы. Основные, достаточно современные представления о крупномасштабной структуре Вселенной, иерархическом скучиванье (масштабном скейлинге) и эволюции малых возмущений (флуктуаций), приводящих к образованию иерархии космических систем, можно найти в монографии [6]. 

Мы с вами уже говорили об идее «тепловой смерти Вселенной», к которой пришел Клаузиус, на основании второго начала термодинамики. Теория молекулярного хаоса, развитая Больцманом, находится в хорошем согласии с классической термодинамикой, подтверждает и объясняет ее со статистико-кинетических позиций. Классическая термодинамика и классическая кинетика не содержит идей спонтанного роста флуктуаций и появление систем в результате таких событий. Напротив, любые флуктуации в идеальном хаосе Больцмана неизбежно и быстро рассасываются, а появление значительных флуктуаций и вовсе невероятное событие. 

Теория динамического хаоса содержит иные идеи. В рамках этой теории появление хаоса рассматривается как следствие динамики системы. При этом переход порядок – беспорядок и обратно, равно возможен в таких системах. Развитый хаос в нелинейных динамических системах может быть по своим статистическим характеристикам близок к идеальному хаосу Больцмана, подобно тому, как последовательность нулей и единиц, порождаемая детерминированным датчиком случайных чисел, близка по своим статистическим характеристикам последовательности исходов при бросании монеты. И все же динамический хаос не тождественен молекулярному хаосу идеального газа. В динамическом хаосе всегда присутствуют взаимодействия и корреляции между элементами на разных масштабах. Эти взаимодействия могут, при определенных условиях, способствовать спонтанному росту флуктуаций в широком диапазоне масштабов и, как следствие, порождать различные упорядоченные структуры. Пространственно–временные корреляции нарушают однородность и бесструктурнсть материи и, путем самоорганизации через дальний порядок, порождают удивительные формы неживой и живой природы. Говоря образно, «идеальная» кинетика, без памяти и корреляций, и термодинамика «идеального» газа, с ее непререкаемым вторым началом, – это теория абсолютного хаоса или наука о диссипации, распаде и смерти структур, что, как мы помним, понял еще Клаузиус с его тепловой смертью мира. 
Современная кинетика открытых систем, с корреляциями и памятью, и неравновесная термодинамика, допускает не только рост, но и убыль энтропии в системе. Убыль энтропии в открытых системах приводит появлению дальнего порядка путем корреляции самопоафинных флуктуаций в широком наборе пространственно – временных масштабов. Таким образом, современная физика открытых систем или теория динамического хаоса, является наукой о творении космоса (греч. порядок, красота) из хаоса. Во Вселенной есть и то и другое. Таким образом, классическая кинетика и теория динамического хаоса не находятся в противоречии друг с другом, но описывают разные стороны единого процесса возникновения, эволюции и диссипации структур во Вселенной. Энтропии и мультифракталы это те инструменты, которые позволяют количественно описывать разные фазы эволюции космических систем.
Фрактальная геометрия и фрактальная размерность

Как мы уже знаем, фрактальная размерность есть мера того, насколько сложной является самоподобная фигура. Грубо говоря, это мера того, сколько «физических» или «конечных» точек содержится в данном множестве. Плоскость «больше», чем линия, в то время как треугольник Серпинского находится где-то между этими двумя множествами. С другой стороны, все эти три множества имеют одно и то же число бесконечно малых, «математических» точек, в том смысле, что все они имеют одну и ту же мощность, поскольку все являются несчетными множествами. Таким образом, фрактальная размерность дает некое новое, интуитивно понятное и менее абстрактное, по сравнению с традиционными кардинальными числами, представление о том, «как велико множество». В этом плане фрактальный подход можно рассматривать, как некое полезное дополнение к классической теории множеств. 


С другой стороны, фрактальная геометрия может рассматриваться как обобщение геометрии Евклида. Условно, мы можем рассматривать целые размерности, как степени длины, то есть, точка = длина0, линия = длина1, поверхность = длина2, объем = длина3. Показатель степени есть размерность. Фрактальная геометрия предполагает, что длина может иметь и любой дробный показатель степени. Такой дробный показатель степени называется, по аналогии с целочисленной евклидовой размерностью, фрактальной размерностью. 


Фрактальные объекты, как мы уже знаем, обладают свойством самоподобия, которое означает, что конкретная морфологическая ситуация повторяется на разных масштабах. Фрактальная размерность представляет меру скорости добавления дополнительных деталей при переходе от одного масштаба к следующему. Таким образом, фрактальную размерность можно рассматривать и  как некий квантор сложности.


Стоит обратить внимание еще на одну идею. Когда мы говорили о целых размерностях длины и полагали, что точка = длина0, линия = длина1 и так далее, мы имели ввиду «математическую» или «идеальную» точку, линию, поверхность и так далее. Однако в реальном мире не существует бесконечно тонких линий и поверхностей, точек нулевых размеров. Нет и строго трехмерных объектов, в них на определенных масштабах всегда найдутся пустоты. Идея перехода к пределу хороша до определенной степени. Реально обычно всегда существует конкретный масштаб, за которым предельный переход теряет смысл. Попытка в такой ситуации проникнуть в область меньших масштабов может привести нас к метафизике или схоластическим проблемам типа подсчета числа чертей на кончике иглы. 

Таким образом, бесконечно длинная и бесконечно тонкая линия, равно как и точка строго нулевых размеров или бесконечная плоскость нулевой толщины– есть лишь абстрактные модели реальных объектов, имеющие конечную область применения. Реальная «физическая» или «неидеальная» точка должна иметь размерность хотя бы «немножко» больше 0. Соответственно, линия – «немного» больше 1, поверхность – больше 2 и т.д. Соответственно, реальные тела, построенные из таких неидеальных объектов, будут иметь дробные размерности, значения которых будут тем больше, чем более сложным является составляющее их множество. Таким образом, идеальные конструкции Евклидовой геометрии часто лишь очень грубо описывают реальные тела [7] и фрактальная геометрия позволяет нам строить более адекватные модели реальных систем.

Самоподобие и математические фракталы.
Центральными идеями фрактальной геометрии являются идеи самоподобия и скейлинга – повторение набора одних и тех же структур на широком диапазоне масштабов. «Математические» или «идеальные» фракталы, типа Канторова множества, снежинок Кох, ковров Серпинского и другие,  предельно четко демонстрируют такое поведение. Мы уже немного поработали с такими объектами, и наверняка усвоили эти, в общем-то, достаточно простые и естественные идеи. Ценность математических фракталов состоит как раз в том, что они демонстрируют путь построения достаточно сложных и, порой хаотических объектов, с помощью набора всего нескольких элементов и простых рекуррентных правил, типа растяжений, поворотов, отражений и других топологических преобразований. Исследование уже известных математических фракталов и построение новых, снабжает нас множеством идей в плане построения адекватных моделей реальных физических систем. Этими вопросами занимаются как серьезные математики, так и большая армия любителей, в основном программистов. Интересующимся этими вопросами можно порекомендовать сайт «Мультифрактальная Вселенная»: http://worldmultimedia.biz/Science/. Там же можно найти ссылки на множество других сайтов.

Природные» фракталы и стохастическое самоподобие, мультифракталы и спектры размерностей.

В отличие от идеальных фракталов, реальные объекты в основном более сложны. Эта сложность связана с конечным интервалом масштабов самоподобия, суперпозицией, взаимосвязью сразу нескольких скейлинговых соотношений (мультифрактальность) и др. 

Одним из наиболее интересных и распространенных свойств природных объектов, является стохастическое самоподобие. Такого рода стохастический скейлинг обнаруживают, например, ряд чисел Вольфа,  ряды геофизических индексов, финансовые временные ряды, структура магнитного поля солнечных активных областей и др. Практически единственным надежным методом исследования структурных характеристик таких объектов является энтропийный подход, которому в нашем курсе уделено основное внимание. Вычисление последовательности энтропий Реньи и применение метода огрубленных покрытий позволяет найти не только мультифрактальный спектр таких объектов, но и определить интервалы масштабов, в которых обнаруживаются различные скейлинговые параметры. Анализ таких структурных свойств представляет особый интерес, так как свидетельствует о параллельном существовании в системе нескольких структурообразующих процессов.
Пример мультифрактального объекта был продемонстрирован в разделе 4.3. Магнитное поле солнечной активной области, продемонстрированное в этом примере, носит типично мультифрактальный характер и демонстрирует два масштабных интервала с разными скейлинговыми характеристиками.
Фрактальные размерности, связанные с длинами, площадями, массами. Фрактальные размерности аттракторов динамических систем.


За недолгую, впрочем, достаточно бурную, историю фрактальной геометрии накоплено множество разных способов определения фрактальных размерностей. Значительное число и разнообразие таких методов можно найти в уже цитированном сборнике [8]. По сути, любое скейлинговое соотношение, отражающее структурные особенности объекта исследования, определяет некую константу – показатель степенной зависимости,- которую можно рассматривать как фрактальную размерность. Любой способ, позволяющий обнаружить скейлинговую зависимость и найти значение показателя степени, можно с полным правом называть методом или способом вычисления фрактальных размерностей. 

Мы уже обсуждали целый ряд таких методов. Это метод «масса-радиус», «периметр-площадь», «площадь поверхности - объем» и другие. Эти способы широко используется при изучении плазменной турбулентности, для анализа фрактальной структуры грозовых облаков с мощными конвективными движениями, в вычислительных алгоритмах по моделированию кластеров коррелированных спинов в модели Изинга и др. Особый вопрос в том, связаны ли эти размерности с размерностью Хауздорфа и, если да, то как. Для ряда размерностей, полученных с помощью таких методов, эта связь установлена. Для других – либо не установлена, либо ее вообще не существует. Некую разумную классификацию фрактальных размерностей дает нам энтропийный подход. Размерности Реньи разного порядка имеют достаточно четкий смысл, определяемый соответствующими энтропиями Реньи. Это дает возможность говорить о емкостных (Хауздорфовых), информационных, корреляционных и других размерностях высших порядков.

Особо следует отметить определенное своеобразие методов анализа временных рядов, порождаемых сложными динамическими системами. Мы обсуждали на наших занятиях три таких специальных метода: R/S – анализ Херста, алгоритм Хигучи и метод Грассбергера – Прокачча. Показатель Херста и размерность Хигучи связаны с размерностью Хауздорфа. Размерность аттрактора динамической системы (если это не простой полюс или вырожденный цикл, а, так называемый «странный аттрактор»), есть корреляционная размерность состояний динамической системы. Этот мощный и информативный метод качественного анализа нелинейных динамических систем получил значительное развитие и имеет широкий круг приложений.

Фрактальная параметризация сложных систем.

Параметризация – это процедура определения параметров, количественно характеризующих систему. Параметризация необходима, прежде всего, для количественной идентификации систем и их состояний. Если система параметризована, то можно количественно описать ее временное поведение, различать подобные друг другу системы, идентифицировать различные состояния одной и той же системы, оценивать влияние внешних факторов и т.д. 

Особую роль при этом играют бинарные или кратные отношения между параметрами. Они называются феноменологическими или эмпирическими законами. Известно много таких законов. Например,  закон Гука связывает два параметра – длину пружины и силу упругости. Закон Ньютона Всемирного тяготения – четыре параметра: массы тел, расстояние между ними и силу их взаимного притяжения. Уравнение Менделеева - Клапейрона – три параметра: давление, объем и температуру и т.д. Можно сказать, что физика системы начинается с ее параметризации.

Феноменологическими параметрами, получаемыми в рамках подхода с использованием мультифрактального формализма, являются величины, именуемые размерностями. В качестве информационной основы при выборе таких параметров,  взяты представления о фрактальной симметрии и ее нарушениях в различных космических структурах или временных рядах. Параметры, полученные при таком подходе, способны, достаточно полно описать структурные особенности космических объектов, извлечь важную информацию о динамических системах, порождающих наблюдаемые временные ряды. Вся эта количественная информация об исследуемой системе позволяет выявлять феноменологические соотношения, характерные масштабы и времена, прогнозировать на их основе возможное будущее поведение системы. Кроме того, вся эта феноменологическая информация может служить как надежной количественной основой, так и достаточно жестким критерием при разработке физических моделей различных космических систем.
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� EMBED Equation.3  ���











� Это ссылка на прекрасную книгу П. Шамбодаля, в которой ее автору удалось удачно сочетать научную строгость с популярностью изложения основ классической термодинамики. Особое место занимает история становления и развития понятия энтропии в теплофизике. Несмотря на 1967 г издания, книга не потеряла своей ценности в качестве хорошего введения в предмет.





� Великий научный подвиг Л.Больцмана и его полная драматизма научная судьба привлекали внимание многих писателей, философов, историков науки. Один из ведущих современных специалистов в области кинетической теории и статистической физики, Карло Черченьяни, изучавший научное наследие Л. Больцмана в силу своей профессиональной деятельности, в полной мере осознал и оценил тот огромный прорыв в области теоретической физики, который был сделан благодаря  работам Боьцмана. Черченьяни проанализировал огромное количество документов, связанных с жизнью и научной деятельностью Л.Больцмана. Живой стиль изложения, большой фактический материал, положенный в основу, делают книгу Черченьяни интересной как ученым, работающим в области теоретической физики, так и всем, кто интересуется историей науки.





� Тr(А) – след матрицы (от англ. tract — след); иногда пишут Sp(A) (от нем. Spur — след). 


� Популярно об этих идеях можно почитать, например, в книге С.И. Доронина «Квантовая магия», которую можно найти в свободном доступе в интернете





� Название БИТ (BIT — аббревиатура от BInary digiT) было предложено американским математиком Джоном Тьюки в 1946 г. Тьюки избрал бит для обозначения одного разряда в двоичной системе исчисления. Хартли и Шеннон использовали бит как единицу измерения информации. Теперь, как мы знаем, это одно из главных понятий нашего времени.





� Бар Кохба – один из руководителей израильских повстанцев против римлян (132-135гг). По преданию Бар Кохба послал своего лазутчика в стан римлян, чтобы выяснить около какого горного прохода римляне сосредоточили свои войска. Лазутчик все выяснил, но был схвачен. Для устрашения римляне отрезали ему язык и руки и отправили обратно к Бар Кохбе. Все же Бар Кохба получил необходимую ему информацию. Он нарисовал ему карту местности и, поделив ее пополам, попросил указать кивком головы ту половинку, где сосредоточены войска. Затем эту половинку карты он снова делил пополам, и снова та же процедура. Таким образом, Бар Кохба точно выяснил, где именно стоят войска противника.





� Философски, идея смысла времени, как последовательности событий, восходит, по-видимому, к Лейбницу, который полагал, что само восприятие времени порождается изменениями и, если нигде никакие изменения не происходят, то говорить о времени бессмысленно - времени нет.  Намеки на такую природу времени можно найти и у античных авторов. Похожей точки зрения на природу времени придерживался В.И.Вернадский (Вернадский, 1975) [6], который полагал, что характеристики пространства-времени тесно связаны с рассматриваемой системой и процессами, происходящими в ней. В этом плане пространство-время Общей теории относительности Вернадский рассматривал лишь как частный случай такого общего подхода, когда объектом рассмотрения является такая система, как Вселенная. Как противоположную точку зрения на природу времени обычно рассматривают представления Ньютона о времени. Здесь время рассматривается как первичный атрибут мира, который представляет собою вместилище событий, подобно тому, как пространство является вместилищем объектов. Известно в этом плане высказывание А.Пуанкаре о том, что наука не изучает время, она изучает проявление природных процессов в ходе времени, которое от этих явлений абсолютно  независимо. Мы не станем здесь углубляться в эти вопросы. Отметим лишь, что на наш взгляд, эти представления есть лишь модели одного, но многоликого феномена времени, и подобно корпускулярно-волновому дуализму в оптике, в большей или меньшей степени применимы в той или иной конкретной ситуации.  


� Линейная независимость энтропий, определенных на ортогональных вероятностных пространствах обсуждается в работе (Коротеев, 2003) [4]. В этой работе рассматриваются также некоторые обобщения понятия энтропии, однако они не представляют прямого интереса для нашей темы и здесь они не обсуждаются.


� В последние годы для регистрации и передачи научных астрономических данных используется fits формат (Flexible Image Transport System). В июле 2008 года версия 3.0 FITS официально принята МАС в качестве стандарта для хранения, передачи и редактирования изображений и их метаданных. Полное описание fits-формата можно найти здесь: � HYPERLINK "http://fits.gsfc.nasa.gov/standard30/fits_standard30.pdf" ��http://fits.gsfc.nasa.gov/standard30/fits_standard30.pdf�





� В качестве третьей координаты в астрономических данных обычно фигурируют цветовые индексы.





_1328509673.unknown

_1331035021.unknown

_1334070935.unknown

_1334224717.unknown

_1334225233.unknown

_1334225503.unknown

_1334238229.xls
Диаграмма2

		0		0

		1		1

		1.585		1.585

		2		2

		2.585		2.585

		3		3

		3.17		3.17

		3.585		3.585

		4		4

		4.322		4.322

		4.644		4.644

		4.907		4.907

		5.17		5.17

		5.392		5.392

		5.615		5.615



R0n

R0s

log(a)

R0n, R0s

AO 6659 (09.06.91; 5:29)

D0n = 1.934
R2 = 0.9996

D0s = 2.078
R2 = 0.9998

17.044

16.909

16.06

15.924

15.474

15.333

15.069

14.921

14.483

14.328

14.07

13.923

13.893

13.738

13.531

13.275

13.155

12.823

12.834

12.488

12.512

12.154

12.276

11.857

12.041

11.556

11.808

11.355

11.586

11.138



l509096eS

		e		lg1/e		LFa		LFn		LFs		Ha		Hn		Hs		Sa		Sn		Ss		Ra		Rn		Rs		LFa		LFn		LFs

		1		0		26.38		24.67		25.853		17.978		17.044		16.909		16.475		5.345		11.13		15.862		18.521		16.111		26.38		24.67		25.853

		2		1		25.378		23.667		24.852		16.994		16.06		15.924		15.474		5.036		10.438		14.861		17.524		15.109		25.378		23.667		24.852

		3		1.585		24.789		23.076		24.265		16.405		15.474		15.333		14.885		4.848		10.036		14.273		16.943		14.519		24.789		23.076		24.265

		4		2		24.376		22.664		23.85		15.997		15.069		14.921		14.47		4.726		9.744		13.859		16.525		14.106		24.376		22.664		23.85

		6		2.585		23.788		22.073		23.263		15.408		14.483		14.328		13.882		4.54		9.342		13.271		15.944		13.517		23.788		22.073		23.263

		8		3		23.371		21.656		22.847		14.998		14.07		13.923		13.471		4.415		9.056		12.857		15.539		13.102		23.371		21.656		22.847

		9		3.17		23.2		21.541		22.65		14.817		13.893		13.738		13.295		4.495		8.8		12.686		15.108		12.984		23.2		21.541		22.65

		12		3.585		22.703		21.552		21.841		14.409		13.531		13.275		12.972		5.933		7.039		12.436		13.651		13.249		22.703		21.552		21.841

		16		4		22.114		21.063		21.163		13.999		13.155		12.823		12.688		6.229		6.458		12.215		13.401		13.05		22.114		21.063		21.163

		20		4.322		21.62		20.606		20.635		13.671		12.834		12.488		12.425		6.25		6.176		11.971		13.115		12.84		21.62		20.606		20.635

		25		4.644		21.18		20.194		20.166		13.344		12.512		12.154		12.184		6.234		5.95		11.772		12.865		12.685		21.18		20.194		20.166

		30		4.907		20.813		19.953		19.658		13.082		12.276		11.857		11.984		6.65		5.334		11.598		12.518		12.683		20.813		19.953		19.658

		36		5.17		20.367		19.575		19.125		12.819		12.041		11.556		11.786		6.848		4.939		11.418		12.278		12.574		20.367		19.575		19.125

		42		5.392		20		19.211		18.753		12.599		11.808		11.355		11.629		6.759		4.87		11.277		12.106		12.47		20		19.211		18.753

		49		5.615		19.666		18.849		18.456		12.379		11.586		11.138		11.451		6.543		4.908		11.114		11.994		12.244		19.666		18.849		18.456
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		0.0461

		-0.3117

		0.1977

		0.3082

		0.334

		0.099

		0.1818

		0.1693

		0.1124

		-0.1112

		-0.2567

		0.1827

		0.2167

		0.2833

		0.3794

		-0.2671

		0.1182

		0.166

		0.1062

		-0.134

		-0.1914

		0.0119

		-0.3217

		0.1785

		0.2755

		0.3815

		-0.2735

		0.0918

		0.1191

		-0.0764

		-0.3341

		0.1407

		0.2012

		0.236

		0.3339

		0.2254

		0.3675

		-0.0941

		0.1522

		0.0772

		-0.2294

		0.1153

		-0.0452

		-0.3735

		-0.0766

		0.0882

		-0.1637

		-0.0948

		-0.2669

		0.1974

		0.2692

		0.3807

		-0.2431

		0.1906

		0.3068

		0.3376

		0.0755

		0.1468

		0.0342

		-0.335

		0.1408

		0.2012

		0.236

		0.3338

		0.2261

		0.3678

		-0.0983

		0.1572

		0.0972

		-0.1648

		-0.092

		-0.2728

		0.2039

		0.2911

		0.3713

		-0.1964

		0.2404

		0.3668

		-0.0613

		0.1182

		-0.0594

		-0.3595

		0.0205

		0.0362

		-0.3144

		0.1934

		0.3015

		0.3517

		-0.0273

		0.0954

		-0.1465

		-0.1516

		-0.1152

		-0.22

		0.0977

		-0.1096

		-0.2596

		0.1873

		0.2334

		0.3284

		0.2559

		0.3611

		-0.087

		0.1439

		0.0433

		-0.3166

		0.1895

		0.295

		0.3646

		-0.1362

		0.2018

		0.2647

		0.3782

		-0.2007

		0.2397

		0.3669

		-0.0632

		0.1199

		-0.0528

		-0.3671

		-0.0294

		0.0423

		-0.2952

		0.2114

		0.324

		0.2741

		0.3362

		0.0917

		0.1703

		0.1259

		-0.0601

		-0.3595

		0.0205

		0.0362

		-0.3143

		0.1934

		0.3015

		0.3515

		-0.0262

		0.0949

		-0.1482

		-0.1461

		-0.1319

		-0.1747

		-0.0422

		-0.3393

		0.1225

		0.1651

		0.1018

		-0.1497

		-0.142

		-0.1445

		-0.1375

		-0.1583

		-0.0947

		-0.2677

		0.1984

		0.2725

		0.3816

		-0.2639

		0.1303

		0.1896

		0.1956

		0.2119

		0.2674

		0.3798

		-0.2263

		0.2204

		0.3502

		0.1017

		0.1872

		0.1896

		0.1902

		0.1923

		0.2

		0.2274

		0.3124

		0.3235

		0.1607

		0.2897

		0.3712

		-0.1951

		0.2405

		0.3667

		-0.0593

		0.1165

		-0.0662

		-0.3501

		0.0727

		0.0818

		-0.2048

		0.0417

		-0.2706

		0.1995

		0.2766

		0.3816

		-0.2764

		0.0791

		0.0995

		-0.1467

		-0.1514

		-0.1155

		-0.2191

		0.0952

		-0.1184

		-0.2357

		0.1392

		0.0471

		-0.3078

		0.2027

		0.3156

		0.3093

		0.2295

		0.3688

		-0.1144

		0.1764

		0.1733

		0.1286

		-0.0497

		-0.3712

		-0.0591

		0.0674

		-0.2295

		0.1158

		-0.0432

		-0.375

		-0.089

		0.1049

		-0.1046

		-0.2729

		0.2042

		0.292

		0.3701

		-0.1855

		0.2395

		0.3637

		-0.0239

		0.0949

		-0.1488

		-0.1443

		-0.1374

		-0.1587

		-0.0934

		-0.2705

		0.2016

		0.2834

		0.3789

		-0.263

		0.1333

		0.1956

		0.2169

		0.2828

		0.3796

		-0.2693

		0.1097

		0.1502

		0.0436

		-0.3168

		0.1893

		0.2946



х

у

Аттрактор Xeнона. (a=1.4, b=0.3)

1

1.076

0.5543

0.9972

1.1831

-0.1771

0.3694

-0.2938

-1.0364

0.6576

1.0262

1.1167

0.3072

0.5699

0.4277

-0.1685

-1.2345

-0.1763

0.2033

-0.8254

0.5345

0.4377

-0.125

-1.2683

-0.4483

0.5736

0.5318

0.2479

-0.7967

0.4671

0.171

-0.994

0.7012

1.0798

0.9148

1.1184

0.3206

0.5911

0.5089

0.1537

-1.0389

0.6589

1.0274

1.1132

0.33

0.6059

0.5644

0.3748

-0.3708

-0.8558

0.6091

0.7225

0.9442

1.2645

-0.8904

0.394

0.5535

0.3538

-0.4468

-0.638

0.0396

-1.0723

0.5951

0.9183

1.2718

-0.9118

0.3061

0.3971

-0.2547

-1.1138

0.4691

0.6707

0.7868

1.1129

0.7512

1.225

-0.3137

0.5075

0.2575

-0.7648

0.3842

-0.1507

-1.2449

-0.2554

0.2939

-0.5456

-0.3161

-0.8898

0.6581

0.8973

1.269

-0.8103

0.6354

1.0226

1.1252

0.2517

0.4893

0.114

-1.1167

0.4693

0.6706

0.7866

1.1125

0.7537

1.2259

-0.3278

0.524

0.324

-0.5492

-0.3066

-0.9093

0.6797

0.9703

1.2376

-0.6547

0.8015

1.2227

-0.2045

0.3941

-0.1979

-1.1983

0.0683

0.1207

-1.0479

0.6446

1.0049

1.1723

-0.091

0.318

-0.4884

-0.5052

-0.3839

-0.7334

0.3258

-0.3654

-0.8652

0.6243

0.778

1.0945

0.8529

1.2036

-0.29

0.4795

0.1442

-1.0555

0.6316

0.9832

1.2154

-0.4539

0.6725

0.8824

1.2607

-0.669

0.7991

1.2231

-0.2107

0.3997

-0.1761

-1.2236

-0.0981

0.141

-0.984

0.7048

1.0801

0.9136

1.1208

0.3057

0.5677

0.4195

-0.2003

-1.1982

0.0684

0.1208

-1.0478

0.6447

1.0051

1.1718

-0.0872

0.3165

-0.494

-0.4871

-0.4396

-0.5823

-0.1406

-1.1311

0.4082

0.5502

0.3393

-0.4989

-0.4732

-0.4816

-0.4584

-0.5275

-0.3158

-0.8924

0.6614

0.9084

1.272

-0.8795

0.4343

0.632

0.6519

0.7065

0.8914

1.266

-0.7544

0.7346

1.1675

0.3391

0.6241

0.6319

0.6339

0.6409

0.6665

0.7579

1.0414

1.0782

0.5356

0.9655

1.2374

-0.6503

0.8018

1.2222

-0.1978

0.3883

-0.2207

-1.1671

0.2424

0.2728

-0.6825

0.1391

-0.902

0.665

0.9219

1.2721

-0.9213

0.2638

0.3317

-0.4889

-0.5048

-0.3851

-0.7303

0.3173

-0.3948

-0.7857

0.4639

0.1569

-1.0259

0.6758

1.052

1.031

0.765

1.2295

-0.3814

0.5881

0.5775

0.4287

-0.1657

-1.2372

-0.1969

0.2245

-0.7649

0.386

-0.144

-1.2502

-0.2968

0.3495

-0.3487

-0.9096

0.6806

0.9732

1.2336

-0.6184

0.7984

1.2122

-0.0795

0.3162

-0.4959

-0.4811

-0.458

-0.529

-0.3113

-0.9018

0.6721

0.9447

1.263

-0.8768

0.4444

0.6519

0.7229

0.9426

1.2655

-0.8976

0.3656

0.5005

0.1453

-1.0559

0.6309

0.982

1.2175

0

-0.12

-0.2223

0.1043

-0.0864

-0.3138

0.1927

0.3005

0.3539

-0.045

0.1049

-0.1108

-0.257

0.1832

0.2186

0.2887

0.3747

-0.2276

0.2187

0.3482

0.1184

0.2155

0.2842

0.3787

-0.262

0.137

0.2029

0.2421

0.3468

0.1375

0.2496

0.3626

-0.0062

0.0916

-0.1622

-0.1001

-0.2554

0.1802

0.2073

0.2534

0.3661

-0.0435

0.1046

-0.112

-0.254

0.178

0.1992

0.226

0.3088

0.3349

0.0929

0.172

0.1324

-0.0347

-0.382

-0.1476

0.1905

0.2285

0.316

0.3109

0.2223

0.366

-0.0732

0.1293

-0.0154

-0.384

-0.1644

0.2113

0.2972

0.3619

-0.1125

0.1738

0.1632

0.089

-0.1935

0.0049

-0.3288

0.16

0.2398

0.3441

0.1576

0.2853

0.376

-0.2381

0.2012

0.3241

0.2722

0.3397

0.0694

0.1389

0.0035

-0.3753

-0.0884

0.1039

-0.108

-0.2642

0.1941

0.2577

0.3718

-0.1122

0.1738

0.1633

0.0891

-0.1931

0.0035

-0.3302

0.1558

0.2314

0.3253

0.2709

0.3418

0.0553

0.1226

-0.0586

-0.3609

0.0117

0.0337

-0.3178

0.1871

0.2909

0.3708

-0.1918

0.2405

0.366

-0.0514

0.1101

-0.0911

-0.3045

0.2052

0.3191

0.2955

0.2815

0.3225

0.1709

0.3067

0.3359

0.0864

0.1622

0.0945

-0.1748

-0.058

-0.3258

0.1669

0.2535

0.3673

-0.0577

0.1151

-0.0715

-0.3419

0.1109

0.1433

0.016

-0.3628

0.0032

0.0327

-0.3185

0.1858

0.2886

0.3736

-0.2168

0.2309

0.3609

0.0016

0.0919

-0.1624

-0.0993

-0.2574

0.1835

0.2197

0.292

0.3707

-0.1918

0.2405

0.366

-0.0513

0.11

-0.0913

-0.3041

0.2056

0.3196

0.2934

0.2884

0.3054

0.2492

0.3665

-0.1274

0.1918

0.2304

0.3208

0.2917

0.2935

0.2906

0.2989

0.2728

0.3399

0.0675

0.1365

-0.0056

-0.3813

-0.1393

0.179

0.1859

0.1773

0.1436

0.0094

-0.3704

-0.0501

0.0583

-0.255

0.1752

0.189

0.189

0.1879

0.1838

0.1686

0.1093

-0.1227

-0.2251

0.112

-0.058

-0.3605

0.0143

0.0343

-0.3171

0.1884

0.2932

0.3675

-0.1619

0.2268

0.3368

0.2054

0.3535

0.0644

0.1336

-0.0169

-0.3848

-0.1719

0.2192

0.3195

0.2955

0.2816

0.3222

0.1726

0.3095

0.3274

0.139

0.2513

0.3651

-0.0325

0.0984

-0.1352

-0.1871

-0.0019

-0.3354

0.1383

0.1962

0.2188

0.2885

0.375

-0.2304

0.2146

0.3432

0.1572

0.2846

0.3767

-0.2434

0.19

0.3057

0.3406

0.0547

0.1219

-0.0612

-0.3575

0.0322

0.0419

-0.3046

0.206

0.3198

0.2927

0.2906

0.2991

0.2722

0.341

0.0607

0.1285

-0.0363

-0.3808

-0.1371

0.1759

0.1743

0.1328

-0.0333

-0.3826

-0.1532

0.1979

0.2542

0.3674

-0.058

0.1154

-0.0704



Henon1

		0		1		1.076		0		-0.4		0

		-0.4		1.076		0.5543		-0.4		-0.7409		-0.4

		-0.7409		0.5543		0.9972		-0.7409		0.3476		-0.7409

		0.3476		0.9972		1.1831		0.3476		-0.2879		0.3476

		-0.2879		1.1831		-0.1771		-0.2879		-1.0461		-0.2879

		-1.0461		-0.1771		0.3694		-1.0461		0.6422		-1.0461

		0.6422		0.3694		-0.2938		0.6422		1.0016		0.6422

		1.0016		-0.2938		-1.0364		1.0016		1.1797		1.0016

		1.1797		-1.0364		0.6576		1.1797		-0.1499		1.1797

		-0.1499		0.6576		1.0262		-0.1499		0.3496		-0.1499

		0.3496		1.0262		1.1167		0.3496		-0.3695		0.3496

		-0.3695		1.1167		0.3072		-0.3695		-0.8568		-0.3695

		-0.8568		0.3072		0.5699		-0.8568		0.6108		-0.8568

		0.6108		0.5699		0.4277		0.6108		0.7286		0.6108

		0.7286		0.4277		-0.1685		0.7286		0.9625		0.7286

		0.9625		-0.1685		-1.2345		0.9625		1.249		0.9625

		1.249		-1.2345		-0.1763		1.249		-0.7587		1.249

		-0.7587		-0.1763		0.2033		-0.7587		0.7289		-0.7587

		0.7289		0.2033		-0.8254		0.7289		1.1608		0.7289

		1.1608		-0.8254		0.5345		1.1608		0.3945		1.1608

		0.3945		0.5345		0.4377		0.3945		0.7184		0.3945

		0.7184		0.4377		-0.125		0.7184		0.9473		0.7184

		0.9473		-0.125		-1.2683		0.9473		1.2623		0.9473

		1.2623		-1.2683		-0.4483		1.2623		-0.8734		1.2623

		-0.8734		-0.4483		0.5736		-0.8734		0.4566		-0.8734

		0.4566		0.5736		0.5318		0.4566		0.6763		0.4566

		0.6763		0.5318		0.2479		0.6763		0.807		0.6763

		0.807		0.2479		-0.7967		0.807		1.1561		0.807

		1.1561		-0.7967		0.4671		1.1561		0.4582		1.1561

		0.4582		0.4671		0.171		0.4582		0.832		0.4582

		0.832		0.171		-0.994		0.832		1.2087		0.832

		1.2087		-0.994		0.7012		1.2087		-0.0206		1.2087

		-0.0206		0.7012		1.0798		-0.0206		0.3054		-0.0206

		0.3054		1.0798		0.9148		0.3054		-0.5406		0.3054

		-0.5406		0.9148		1.1184		-0.5406		-0.3338		-0.5406

		-0.3338		1.1184		0.3206		-0.3338		-0.8514		-0.3338

		-0.8514		0.3206		0.5911		-0.8514		0.6006		-0.8514

		0.6006		0.5911		0.5089		0.6006		0.691		0.6006

		0.691		0.5089		0.1537		0.691		0.8447		0.691

		0.8447		0.1537		-1.0389		0.8447		1.2204		0.8447

		1.2204		-1.0389		0.6589		1.2204		-0.145		1.2204

		-0.145		0.6589		1.0274		-0.145		0.3487		-0.145

		0.3487		1.0274		1.1132		0.3487		-0.3733		0.3487

		-0.3733		1.1132		0.33		-0.3733		-0.8468		-0.3733

		-0.8468		0.33		0.6059		-0.8468		0.5935		-0.8468

		0.5935		0.6059		0.5644		0.5935		0.6641		0.5935

		0.6641		0.5644		0.3748		0.6641		0.7533		0.6641

		0.7533		0.3748		-0.3708		0.7533		1.0293		0.7533

		1.0293		-0.3708		-0.8558		1.0293		1.1163		1.0293

		1.1163		-0.8558		0.6091		1.1163		0.3095		1.1163

		0.3095		0.6091		0.7225		0.3095		0.5734		0.3095

		0.5734		0.7225		0.9442		0.5734		0.4412		0.5734

		0.4412		0.9442		1.2645		0.4412		-0.1157		0.4412

		-0.1157		1.2645		-0.8904		-0.1157		-1.2733		-0.1157

		-1.2733		-0.8904		0.394		-1.2733		-0.492		-1.2733

		-0.492		0.394		0.5535		-0.492		0.6351		-0.492

		0.6351		0.5535		0.3538		0.6351		0.7617		0.6351

		0.7617		0.3538		-0.4468		0.7617		1.0532		0.7617

		1.0532		-0.4468		-0.638		1.0532		1.0365		1.0532

		1.0365		-0.638		0.0396		1.0365		0.7411		1.0365

		0.7411		0.0396		-1.0723		0.7411		1.2201		0.7411

		1.2201		-1.0723		0.5951		1.2201		-0.2438		1.2201

		-0.2438		0.5951		0.9183		-0.2438		0.4311		-0.2438

		0.4311		0.9183		1.2718		0.4311		-0.0513		0.4311

		-0.0513		1.2718		-0.9118		-0.0513		-1.2799		-0.0513

		-1.2799		-0.9118		0.3061		-1.2799		-0.548		-1.2799

		-0.548		0.3061		0.3971		-0.548		0.7045		-0.548

		0.7045		0.3971		-0.2547		0.7045		0.9906		0.7045

		0.9906		-0.2547		-1.1138		0.9906		1.2063		0.9906

		1.2063		-1.1138		0.4691		1.2063		-0.3749		1.2063

		-0.3749		0.4691		0.6707		-0.3749		0.5794		-0.3749

		0.5794		0.6707		0.7868		0.5794		0.5441		0.5794

		0.5441		0.7868		1.1129		0.5441		0.2965		0.5441

		0.2965		1.1129		0.7512		0.2965		-0.6451		0.2965

		-0.6451		0.7512		1.225		-0.6451		0.0165		-0.6451

		0.0165		1.225		-0.3137		0.0165		-1.0958		0.0165

		-1.0958		-0.3137		0.5075		-1.0958		0.5334		-1.0958

		0.5334		0.5075		0.2575		0.5334		0.7995		0.5334

		0.7995		0.2575		-0.7648		0.7995		1.147		0.7995

		1.147		-0.7648		0.3842		1.147		0.5253		1.147

		0.5253		0.3842		-0.1507		0.5253		0.9509		0.5253

		0.9509		-0.1507		-1.2449		0.9509		1.2535		0.9509

		1.2535		-1.2449		-0.2554		1.2535		-0.7937		1.2535

		-0.7937		-0.2554		0.2939		-0.7937		0.6706		-0.7937

		0.6706		0.2939		-0.5456		0.6706		1.0803		0.6706

		1.0803		-0.5456		-0.3161		1.0803		0.9073		1.0803

		0.9073		-0.3161		-0.8898		0.9073		1.1323		0.9073

		1.1323		-0.8898		0.6581		1.1323		0.2314		1.1323

		0.2314		0.6581		0.8973		0.2314		0.463		0.2314

		0.463		0.8973		1.269		0.463		0.0117		0.463

		0.0117		1.269		-0.8103		0.0117		-1.251		0.0117

		-1.251		-0.8103		0.6354		-1.251		-0.2946		-1.251

		-0.2946		0.6354		1.0226		-0.2946		0.3464		-0.2946

		0.3464		1.0226		1.1252		0.3464		-0.3601		0.3464

		-0.3601		1.1252		0.2517		-0.3601		-0.8807		-0.3601

		-0.8807		0.2517		0.4893		-0.8807		0.6471		-0.8807

		0.6471		0.4893		0.114		0.6471		0.8589		0.6471

		0.8589		0.114		-1.1167		0.8589		1.2395		0.8589

		1.2395		-1.1167		0.4693		1.2395		-0.3739		1.2395

		-0.3739		0.4693		0.6706		-0.3739		0.5795		-0.3739

		0.5795		0.6706		0.7866		0.5795		0.5442		0.5795

		0.5442		0.7866		1.1125		0.5442		0.297		0.5442

		0.297		1.1125		0.7537		0.297		-0.6437		0.297

		-0.6437		0.7537		1.2259		-0.6437		0.0116		-0.6437

		0.0116		1.2259		-0.3278		0.0116		-1.1005		0.0116

		-1.1005		-0.3278		0.524		-1.1005		0.5194		-1.1005

		0.5194		0.524		0.324		0.5194		0.7714		0.5194

		0.7714		0.324		-0.5492		0.7714		1.0844		0.7714

		1.0844		-0.5492		-0.3066		1.0844		0.9031		1.0844

		0.9031		-0.3066		-0.9093		0.9031		1.1393		0.9031

		1.1393		-0.9093		0.6797		1.1393		0.1842		1.1393

		0.1842		0.6797		0.9703		0.1842		0.4085		0.1842

		0.4085		0.9703		1.2376		0.4085		-0.1954		0.4085

		-0.1954		1.2376		-0.6547		-0.1954		-1.203		-0.1954

		-1.203		-0.6547		0.8015		-1.203		0.0389		-1.203

		0.0389		0.8015		1.2227		0.0389		0.1124		0.0389

		0.1124		1.2227		-0.2045		0.1124		-1.0594		0.1124

		-1.0594		-0.2045		0.3941		-1.0594		0.6237		-1.0594

		0.6237		0.3941		-0.1979		0.6237		0.9696		0.6237

		0.9696		-0.1979		-1.1983		0.9696		1.236		0.9696

		1.236		-1.1983		0.0683		1.236		-0.6393		1.236

		-0.6393		0.0683		0.1207		-0.6393		0.8017		-0.6393

		0.8017		0.1207		-1.0479		0.8017		1.2201		0.8017

		1.2201		-1.0479		0.6446		1.2201		-0.1712		1.2201

		-0.1712		0.6446		1.0049		-0.1712		0.3669		-0.1712

		0.3669		1.0049		1.1723		0.3669		-0.3038		0.3669

		-0.3038		1.1723		-0.091		-0.3038		-1.0151		-0.3038

		-1.0151		-0.091		0.318		-1.0151		0.6839		-1.0151

		0.6839		0.318		-0.4884		0.6839		1.0636		0.6839

		1.0636		-0.4884		-0.5052		1.0636		0.9851		1.0636

		0.9851		-0.5052		-0.3839		0.9851		0.9382		0.9851

		0.9382		-0.3839		-0.7334		0.9382		1.0751		0.9382

		1.0751		-0.7334		0.3258		1.0751		0.5696		1.0751

		0.5696		0.3258		-0.3654		0.5696		1.0223		0.5696

		1.0223		-0.3654		-0.8652		1.0223		1.1198		1.0223

		1.1198		-0.8652		0.6243		1.1198		0.288		1.1198

		0.288		0.6243		0.778		0.288		0.5407		0.288

		0.5407		0.778		1.0945		0.5407		0.3149		0.5407

		0.3149		1.0945		0.8529		0.3149		-0.5827		0.3149

		-0.5827		0.8529		1.2036		-0.5827		-0.1933		-0.5827

		-0.1933		1.2036		-0.29		-0.1933		-1.086		-0.1933

		-1.086		-0.29		0.4795		-1.086		0.5564		-1.086

		0.5564		0.4795		0.1442		0.5564		0.845		0.5564

		0.845		0.1442		-1.0555		0.845		1.2244		0.845

		1.2244		-1.0555		0.6316		1.2244		-0.1923		1.2244

		-0.1923		0.6316		0.9832		-0.1923		0.3838		-0.1923

		0.3838		0.9832		1.2154		0.3838		-0.2383		0.3838

		-0.2383		1.2154		-0.4539		-0.2383		-1.1397		-0.2383

		-1.1397		-0.4539		0.6725		-1.1397		0.3696		-1.1397

		0.3696		0.6725		0.8824		0.3696		0.4776		0.3696

		0.4776		0.8824		1.2607		0.4776		0.0533		0.4776

		0.0533		1.2607		-0.669		0.0533		-1.2093		0.0533

		-1.2093		-0.669		0.7991		-1.2093		0.0106		-1.2093

		0.0106		0.7991		1.2231		0.0106		0.1091		0.0106

		0.1091		1.2231		-0.2107		0.1091		-1.0615		0.1091

		-1.0615		-0.2107		0.3997		-1.0615		0.6194		-1.0615

		0.6194		0.3997		-0.1761		0.6194		0.9622		0.6194

		0.9622		-0.1761		-1.2236		0.9622		1.2452		0.9622

		1.2452		-1.2236		-0.0981		1.2452		-0.7226		1.2452

		-0.7226		-0.0981		0.141		-0.7226		0.7698		-0.7226

		0.7698		0.141		-0.984		0.7698		1.2031		0.7698

		1.2031		-0.984		0.7048		1.2031		0.0053		1.2031

		0.0053		0.7048		1.0801		0.0053		0.3062		0.0053

		0.3062		1.0801		0.9136		0.3062		-0.5415		0.3062

		-0.5415		0.9136		1.1208		-0.5415		-0.3309		-0.5415

		-0.3309		1.1208		0.3057		-0.3309		-0.858		-0.3309

		-0.858		0.3057		0.5677		-0.858		0.6118		-0.858

		0.6118		0.5677		0.4195		0.6118		0.7323		0.6118

		0.7323		0.4195		-0.2003		0.7323		0.9733		0.7323

		0.9733		-0.2003		-1.1982		0.9733		1.2358		0.9733

		1.2358		-1.1982		0.0684		1.2358		-0.6393		1.2358

		-0.6393		0.0684		0.1208		-0.6393		0.8017		-0.6393

		0.8017		0.1208		-1.0478		0.8017		1.2201		0.8017

		1.2201		-1.0478		0.6447		1.2201		-0.171		1.2201

		-0.171		0.6447		1.0051		-0.171		0.3667		-0.171

		0.3667		1.0051		1.1718		0.3667		-0.3044		0.3667

		-0.3044		1.1718		-0.0872		-0.3044		-1.0137		-0.3044

		-1.0137		-0.0872		0.3165		-1.0137		0.6852		-1.0137

		0.6852		0.3165		-0.494		0.6852		1.0653		0.6852

		1.0653		-0.494		-0.4871		1.0653		0.9779		1.0653

		0.9779		-0.4871		-0.4396		0.9779		0.9612		0.9779

		0.9612		-0.4396		-0.5823		0.9612		1.0179		0.9612

		1.0179		-0.5823		-0.1406		1.0179		0.8306		1.0179

		0.8306		-0.1406		-1.1311		0.8306		1.2215		0.8306

		1.2215		-1.1311		0.4082		1.2215		-0.4247		1.2215

		-0.4247		0.4082		0.5502		-0.4247		0.6393		-0.4247

		0.6393		0.5502		0.3393		0.6393		0.768		0.6393

		0.768		0.3393		-0.4989		0.768		1.0693		0.768

		1.0693		-0.4989		-0.4732		1.0693		0.9723		1.0693

		0.9723		-0.4732		-0.4816		0.9723		0.9782		0.9723

		0.9782		-0.4816		-0.4584		0.9782		0.9688		0.9782

		0.9688		-0.4584		-0.5275		0.9688		0.9964		0.9688

		0.9964		-0.5275		-0.3158		0.9964		0.9093		0.9964

		0.9093		-0.3158		-0.8924		0.9093		1.1331		0.9093

		1.1331		-0.8924		0.6614		1.1331		0.2251		1.1331

		0.2251		0.6614		0.9084		0.2251		0.4552		0.2251

		0.4552		0.9084		1.272		0.4552		-0.0187		0.4552

		-0.0187		1.272		-0.8795		-0.0187		-1.2709		-0.0187

		-1.2709		-0.8795		0.4343		-1.2709		-0.4643		-1.2709

		-0.4643		0.4343		0.632		-0.4643		0.5966		-0.4643

		0.5966		0.632		0.6519		0.5966		0.6198		0.5966

		0.6198		0.6519		0.7065		0.6198		0.591		0.6198

		0.591		0.7065		0.8914		0.591		0.4785		0.591

		0.4785		0.8914		1.266		0.4785		0.0312		0.4785

		0.0312		1.266		-0.7544		0.0312		-1.2347		0.0312

		-1.2347		-0.7544		0.7346		-1.2347		-0.1671		-1.2347

		-0.1671		0.7346		1.1675		-0.1671		0.1944		-0.1671

		0.1944		1.1675		0.3391		0.1944		-0.8498		0.1944

		-0.8498		0.3391		0.6241		-0.8498		0.5841		-0.8498

		0.5841		0.6241		0.6319		0.5841		0.6298		0.5841

		0.6298		0.6319		0.6339		0.6298		0.63		0.6298

		0.63		0.6339		0.6409		0.63		0.6264		0.63

		0.6264		0.6409		0.6665		0.6264		0.6128		0.6264

		0.6128		0.6665		0.7579		0.6128		0.5619		0.6128

		0.5619		0.7579		1.0414		0.5619		0.3644		0.5619

		0.3644		1.0414		1.0782		0.3644		-0.409		0.3644

		-0.409		1.0782		0.5356		-0.409		-0.7502		-0.409

		-0.7502		0.5356		0.9655		-0.7502		0.3733		-0.7502

		0.3733		0.9655		1.2374		0.3733		-0.1932		0.3733

		-0.1932		1.2374		-0.6503		-0.1932		-1.2016		-0.1932

		-1.2016		-0.6503		0.8018		-1.2016		0.0475		-1.2016

		0.0475		0.8018		1.2222		0.0475		0.1143		0.0475

		0.1143		1.2222		-0.1978		0.1143		-1.0571		0.1143

		-1.0571		-0.1978		0.3883		-1.0571		0.6281		-1.0571

		0.6281		0.3883		-0.2207		0.6281		0.9773		0.6281

		0.9773		-0.2207		-1.1671		0.9773		1.225		0.9773

		1.225		-1.1671		0.2424		1.225		-0.5395		1.225

		-0.5395		0.2424		0.2728		-0.5395		0.7559		-0.5395

		0.7559		0.2728		-0.6825		0.7559		1.1226		0.7559

		1.1226		-0.6825		0.1391		1.1226		0.6846		1.1226

		0.6846		0.1391		-0.902		0.6846		1.1783		0.6846

		1.1783		-0.902		0.665		1.1783		0.2145		1.1783

		0.2145		0.665		0.9219		0.2145		0.4453		0.2145

		0.4453		0.9219		1.2721		0.4453		-0.0564		0.4453

		-0.0564		1.2721		-0.9213		-0.0564		-1.2826		-0.0564

		-1.2826		-0.9213		0.2638		-1.2826		-0.5731		-1.2826

		-0.5731		0.2638		0.3317		-0.5731		0.7307		-0.5731

		0.7307		0.3317		-0.4889		0.7307		1.0652		0.7307

		1.0652		-0.4889		-0.5048		1.0652		0.9849		1.0652

		0.9849		-0.5048		-0.3851		0.9849		0.9387		0.9849

		0.9387		-0.3851		-0.7303		0.9387		1.074		0.9387

		1.074		-0.7303		0.3173		1.074		0.5754		1.074

		0.5754		0.3173		-0.3948		0.5754		1.0316		0.5754

		1.0316		-0.3948		-0.7857		1.0316		1.0913		1.0316

		1.0913		-0.7857		0.4639		1.0913		0.4632		1.0913

		0.4632		0.4639		0.1569		0.4632		0.8376		0.4632

		0.8376		0.1569		-1.0259		0.8376		1.2168		0.8376

		1.2168		-1.0259		0.6758		1.2168		-0.1085		1.2168

		-0.1085		0.6758		1.052		-0.1085		0.3282		-0.1085

		0.3282		1.052		1.031		0.3282		-0.4508		0.3282

		-0.4508		1.031		0.765		-0.4508		-0.6235		-0.4508

		-0.6235		0.765		1.2295		-0.6235		-0.0064		-0.6235

		-0.0064		1.2295		-0.3814		-0.0064		-1.1181		-0.0064

		-1.1181		-0.3814		0.5881		-1.1181		0.461		-1.1181

		0.461		0.5881		0.5775		0.461		0.6541		0.461

		0.6541		0.5775		0.4287		0.6541		0.7293		0.6541

		0.7293		0.4287		-0.1657		0.7293		0.9615		0.7293

		0.9615		-0.1657		-1.2372		0.9615		1.25		0.9615

		1.25		-1.2372		-0.1969		1.25		-0.768		1.25

		-0.768		-0.1969		0.2245		-0.768		0.7153		-0.768

		0.7153		0.2245		-0.7649		0.7153		1.144		0.7153

		1.144		-0.7649		0.386		1.144		0.5241		1.144

		0.5241		0.386		-0.144		0.5241		0.9486		0.5241

		0.9486		-0.144		-1.2502		0.9486		1.2555		0.9486

		1.2555		-1.2502		-0.2968		1.2555		-0.8114		1.2555

		-0.8114		-0.2968		0.3495		-0.8114		0.6333		-0.8114

		0.6333		0.3495		-0.3487		0.6333		1.0189		0.6333

		1.0189		-0.3487		-0.9096		1.0189		1.1355		1.0189

		1.1355		-0.9096		0.6806		1.1355		0.1823		1.1355

		0.1823		0.6806		0.9732		0.1823		0.4062		0.1823

		0.4062		0.9732		1.2336		0.4062		-0.2042		0.4062

		-0.2042		1.2336		-0.6184		-0.2042		-1.1918		-0.2042

		-1.1918		-0.6184		0.7984		-1.1918		0.1072		-1.1918

		0.1072		0.7984		1.2122		0.1072		0.1397		0.1072

		0.1397		1.2122		-0.0795		0.1397		-1.0153		0.1397

		-1.0153		-0.0795		0.3162		-1.0153		0.6866		-1.0153

		0.6866		0.3162		-0.4959		0.6866		1.066		0.6866

		1.066		-0.4959		-0.4811		1.066		0.9755		1.066

		0.9755		-0.4811		-0.458		0.9755		0.9687		0.9755

		0.9687		-0.458		-0.529		0.9687		0.997		0.9687

		0.997		-0.529		-0.3113		0.997		0.9074		0.997

		0.9074		-0.3113		-0.9018		0.9074		1.1365		0.9074

		1.1365		-0.9018		0.6721		1.1365		0.2025		1.1365

		0.2025		0.6721		0.9447		0.2025		0.4284		0.2025

		0.4284		0.9447		1.263		0.4284		-0.1208		0.4284

		-0.1208		1.263		-0.8768		-0.1208		-1.2693		-0.1208

		-1.2693		-0.8768		0.4444		-1.2693		-0.4572		-1.2693

		-0.4572		0.4444		0.6519		-0.4572		0.5864		-0.4572

		0.5864		0.6519		0.7229		0.5864		0.581		0.5864

		0.581		0.7229		0.9426		0.581		0.4426		0.581

		0.4426		0.9426		1.2655		0.4426		-0.1111		0.4426

		-0.1111		1.2655		-0.8976		-0.1111		-1.2754		-0.1111

		-1.2754		-0.8976		0.3656		-1.2754		-0.5107		-1.2754

		-0.5107		0.3656		0.5005		-0.5107		0.6596		-0.5107

		0.6596		0.5005		0.1453		0.6596		0.8472		0.6596

		0.8472		0.1453		-1.0559		0.8472		1.2246		0.8472

		1.2246		-1.0559		0.6309		1.2246		-0.1934		1.2246

		-0.1934		0.6309		0.982		-0.1934		0.3848		-0.1934

		0.3848		0.982		1.2175		0.3848		-0.2347		0.3848

		-0.2347		1.2175		0		-0.2347		0		-0.2347

		0		0		-0.12		0		0.3		0

		0.3		-0.12		-0.2223		0.3		0.3228		0.3

		0.3228		-0.2223		0.1043		0.3228		0.1663		0.3228

		0.1663		0.1043		-0.0864		0.1663		0.2992		0.1663

		0.2992		-0.0864		-0.3138		0.2992		0.3549		0.2992

		0.3549		-0.3138		0.1927		0.3549		-0.0531		0.3549

		-0.0531		0.1927		0.3005		-0.0531		0.1108		-0.0531

		0.1108		0.3005		0.3539		0.1108		-0.0881		0.1108

		-0.0881		0.3539		-0.045		-0.0881		-0.3109		-0.0881

		-0.3109		-0.045		0.1049		-0.3109		0.1973		-0.3109

		0.1973		0.1049		-0.1108		0.1973		0.3079		0.1973

		0.3079		-0.1108		-0.257		0.3079		0.335		0.3079

		0.335		-0.257		0.1832		0.335		0.0922		0.335

		0.0922		0.1832		0.2186		0.0922		0.171		0.0922

		0.171		0.2186		0.2887		0.171		0.1283		0.171

		0.1283		0.2887		0.3747		0.1283		-0.0506		0.1283

		-0.0506		0.3747		-0.2276		-0.0506		-0.3703		-0.0506

		-0.3703		-0.2276		0.2187		-0.3703		-0.0529		-0.3703

		-0.0529		0.2187		0.3482		-0.0529		0.061		-0.0529

		0.061		0.3482		0.1184		0.061		-0.2476		0.061

		-0.2476		0.1184		0.2155		-0.2476		0.1603		-0.2476

		0.1603		0.2155		0.2842		0.1603		0.1313		0.1603

		0.1313		0.2842		0.3787		0.1313		-0.0375		0.1313

		-0.0375		0.3787		-0.262		-0.0375		-0.3805		-0.0375

		-0.3805		-0.262		0.137		-0.3805		-0.1345		-0.3805

		-0.1345		0.137		0.2029		-0.1345		0.1721		-0.1345

		0.1721		0.2029		0.2421		0.1721		0.1595		0.1721

		0.1595		0.2421		0.3468		0.1595		0.0744		0.1595

		0.0744		0.3468		0.1375		0.0744		-0.239		0.0744

		-0.239		0.1375		0.2496		-0.239		0.1401		-0.239

		0.1401		0.2496		0.3626		0.1401		0.0513		0.1401

		0.0513		0.3626		-0.0062		0.0513		-0.2982		0.0513

		-0.2982		-0.0062		0.0916		-0.2982		0.2104		-0.2982

		0.2104		0.0916		-0.1622		0.2104		0.3239		0.2104

		0.3239		-0.1622		-0.1001		0.3239		0.2744		0.3239

		0.2744		-0.1001		-0.2554		0.2744		0.3355		0.2744

		0.3355		-0.2554		0.1802		0.3355		0.0962		0.3355

		0.0962		0.1802		0.2073		0.0962		0.1773		0.0962

		0.1773		0.2073		0.2534		0.1773		0.1527		0.1773

		0.1527		0.2534		0.3661		0.1527		0.0461		0.1527

		0.0461		0.3661		-0.0435		0.0461		-0.3117		0.0461

		-0.3117		-0.0435		0.1046		-0.3117		0.1977		-0.3117

		0.1977		0.1046		-0.112		0.1977		0.3082		0.1977

		0.3082		-0.112		-0.254		0.3082		0.334		0.3082

		0.334		-0.254		0.178		0.334		0.099		0.334

		0.099		0.178		0.1992		0.099		0.1818		0.099

		0.1818		0.1992		0.226		0.1818		0.1693		0.1818

		0.1693		0.226		0.3088		0.1693		0.1124		0.1693

		0.1124		0.3088		0.3349		0.1124		-0.1112		0.1124

		-0.1112		0.3349		0.0929		-0.1112		-0.2567		-0.1112

		-0.2567		0.0929		0.172		-0.2567		0.1827		-0.2567

		0.1827		0.172		0.1324		0.1827		0.2167		0.1827

		0.2167		0.1324		-0.0347		0.2167		0.2833		0.2167

		0.2833		-0.0347		-0.382		0.2833		0.3794		0.2833

		0.3794		-0.382		-0.1476		0.3794		-0.2671		0.3794

		-0.2671		-0.1476		0.1905		-0.2671		0.1182		-0.2671

		0.1182		0.1905		0.2285		0.1182		0.166		0.1182

		0.166		0.2285		0.316		0.166		0.1062		0.166

		0.1062		0.316		0.3109		0.1062		-0.134		0.1062

		-0.134		0.3109		0.2223		-0.134		-0.1914		-0.134

		-0.1914		0.2223		0.366		-0.1914		0.0119		-0.1914

		0.0119		0.366		-0.0732		0.0119		-0.3217		0.0119

		-0.3217		-0.0732		0.1293		-0.3217		0.1785		-0.3217

		0.1785		0.1293		-0.0154		0.1785		0.2755		0.1785

		0.2755		-0.0154		-0.384		0.2755		0.3815		0.2755

		0.3815		-0.384		-0.1644		0.3815		-0.2735		0.3815

		-0.2735		-0.1644		0.2113		-0.2735		0.0918		-0.2735

		0.0918		0.2113		0.2972		0.0918		0.1191		0.0918

		0.1191		0.2972		0.3619		0.1191		-0.0764		0.1191

		-0.0764		0.3619		-0.1125		-0.0764		-0.3341		-0.0764

		-0.3341		-0.1125		0.1738		-0.3341		0.1407		-0.3341

		0.1407		0.1738		0.1632		0.1407		0.2012		0.1407

		0.2012		0.1632		0.089		0.2012		0.236		0.2012

		0.236		0.089		-0.1935		0.236		0.3339		0.236

		0.3339		-0.1935		0.0049		0.3339		0.2254		0.3339

		0.2254		0.0049		-0.3288		0.2254		0.3675		0.2254

		0.3675		-0.3288		0.16		0.3675		-0.0941		0.3675

		-0.0941		0.16		0.2398		-0.0941		0.1522		-0.0941

		0.1522		0.2398		0.3441		0.1522		0.0772		0.1522

		0.0772		0.3441		0.1576		0.0772		-0.2294		0.0772

		-0.2294		0.1576		0.2853		-0.2294		0.1153		-0.2294

		0.1153		0.2853		0.376		0.1153		-0.0452		0.1153

		-0.0452		0.376		-0.2381		-0.0452		-0.3735		-0.0452

		-0.3735		-0.2381		0.2012		-0.3735		-0.0766		-0.3735

		-0.0766		0.2012		0.3241		-0.0766		0.0882		-0.0766

		0.0882		0.3241		0.2722		0.0882		-0.1637		0.0882

		-0.1637		0.2722		0.3397		-0.1637		-0.0948		-0.1637

		-0.0948		0.3397		0.0694		-0.0948		-0.2669		-0.0948

		-0.2669		0.0694		0.1389		-0.2669		0.1974		-0.2669

		0.1974		0.1389		0.0035		0.1974		0.2692		0.1974

		0.2692		0.0035		-0.3753		0.2692		0.3807		0.2692

		0.3807		-0.3753		-0.0884		0.3807		-0.2431		0.3807

		-0.2431		-0.0884		0.1039		-0.2431		0.1906		-0.2431

		0.1906		0.1039		-0.108		0.1906		0.3068		0.1906

		0.3068		-0.108		-0.2642		0.3068		0.3376		0.3068

		0.3376		-0.2642		0.1941		0.3376		0.0755		0.3376

		0.0755		0.1941		0.2577		0.0755		0.1468		0.0755

		0.1468		0.2577		0.3718		0.1468		0.0342		0.1468

		0.0342		0.3718		-0.1122		0.0342		-0.335		0.0342

		-0.335		-0.1122		0.1738		-0.335		0.1408		-0.335

		0.1408		0.1738		0.1633		0.1408		0.2012		0.1408

		0.2012		0.1633		0.0891		0.2012		0.236		0.2012

		0.236		0.0891		-0.1931		0.236		0.3338		0.236

		0.3338		-0.1931		0.0035		0.3338		0.2261		0.3338

		0.2261		0.0035		-0.3302		0.2261		0.3678		0.2261

		0.3678		-0.3302		0.1558		0.3678		-0.0983		0.3678

		-0.0983		0.1558		0.2314		-0.0983		0.1572		-0.0983

		0.1572		0.2314		0.3253		0.1572		0.0972		0.1572

		0.0972		0.3253		0.2709		0.0972		-0.1648		0.0972

		-0.1648		0.2709		0.3418		-0.1648		-0.092		-0.1648

		-0.092		0.3418		0.0553		-0.092		-0.2728		-0.092

		-0.2728		0.0553		0.1226		-0.2728		0.2039		-0.2728

		0.2039		0.1226		-0.0586		0.2039		0.2911		0.2039

		0.2911		-0.0586		-0.3609		0.2911		0.3713		0.2911

		0.3713		-0.3609		0.0117		0.3713		-0.1964		0.3713

		-0.1964		0.0117		0.0337		-0.1964		0.2404		-0.1964

		0.2404		0.0337		-0.3178		0.2404		0.3668		0.2404

		0.3668		-0.3178		0.1871		0.3668		-0.0613		0.3668

		-0.0613		0.1871		0.2909		-0.0613		0.1182		-0.0613

		0.1182		0.2909		0.3708		0.1182		-0.0594		0.1182

		-0.0594		0.3708		-0.1918		-0.0594		-0.3595		-0.0594

		-0.3595		-0.1918		0.2405		-0.3595		0.0205		-0.3595

		0.0205		0.2405		0.366		0.0205		0.0362		0.0205

		0.0362		0.366		-0.0514		0.0362		-0.3144		0.0362

		-0.3144		-0.0514		0.1101		-0.3144		0.1934		-0.3144

		0.1934		0.1101		-0.0911		0.1934		0.3015		0.1934

		0.3015		-0.0911		-0.3045		0.3015		0.3517		0.3015

		0.3517		-0.3045		0.2052		0.3517		-0.0273		0.3517

		-0.0273		0.2052		0.3191		-0.0273		0.0954		-0.0273

		0.0954		0.3191		0.2955		0.0954		-0.1465		0.0954

		-0.1465		0.2955		0.2815		-0.1465		-0.1516		-0.1465

		-0.1516		0.2815		0.3225		-0.1516		-0.1152		-0.1516

		-0.1152		0.3225		0.1709		-0.1152		-0.22		-0.1152

		-0.22		0.1709		0.3067		-0.22		0.0977		-0.22

		0.0977		0.3067		0.3359		0.0977		-0.1096		0.0977

		-0.1096		0.3359		0.0864		-0.1096		-0.2596		-0.1096

		-0.2596		0.0864		0.1622		-0.2596		0.1873		-0.2596

		0.1873		0.1622		0.0945		0.1873		0.2334		0.1873

		0.2334		0.0945		-0.1748		0.2334		0.3284		0.2334

		0.3284		-0.1748		-0.058		0.3284		0.2559		0.3284

		0.2559		-0.058		-0.3258		0.2559		0.3611		0.2559

		0.3611		-0.3258		0.1669		0.3611		-0.087		0.3611

		-0.087		0.1669		0.2535		-0.087		0.1439		-0.087

		0.1439		0.2535		0.3673		0.1439		0.0433		0.1439

		0.0433		0.3673		-0.0577		0.0433		-0.3166		0.0433

		-0.3166		-0.0577		0.1151		-0.3166		0.1895		-0.3166

		0.1895		0.1151		-0.0715		0.1895		0.295		0.1895

		0.295		-0.0715		-0.3419		0.295		0.3646		0.295

		0.3646		-0.3419		0.1109		0.3646		-0.1362		0.3646

		-0.1362		0.1109		0.1433		-0.1362		0.2018		-0.1362

		0.2018		0.1433		0.016		0.2018		0.2647		0.2018

		0.2647		0.016		-0.3628		0.2647		0.3782		0.2647

		0.3782		-0.3628		0.0032		0.3782		-0.2007		0.3782

		-0.2007		0.0032		0.0327		-0.2007		0.2397		-0.2007

		0.2397		0.0327		-0.3185		0.2397		0.3669		0.2397

		0.3669		-0.3185		0.1858		0.3669		-0.0632		0.3669

		-0.0632		0.1858		0.2886		-0.0632		0.1199		-0.0632

		0.1199		0.2886		0.3736		0.1199		-0.0528		0.1199

		-0.0528		0.3736		-0.2168		-0.0528		-0.3671		-0.0528

		-0.3671		-0.2168		0.2309		-0.3671		-0.0294		-0.3671

		-0.0294		0.2309		0.3609		-0.0294		0.0423		-0.0294

		0.0423		0.3609		0.0016		0.0423		-0.2952		0.0423

		-0.2952		0.0016		0.0919		-0.2952		0.2114		-0.2952

		0.2114		0.0919		-0.1624		0.2114		0.324		0.2114

		0.324		-0.1624		-0.0993		0.324		0.2741		0.324

		0.2741		-0.0993		-0.2574		0.2741		0.3362		0.2741

		0.3362		-0.2574		0.1835		0.3362		0.0917		0.3362

		0.0917		0.1835		0.2197		0.0917		0.1703		0.0917

		0.1703		0.2197		0.292		0.1703		0.1259		0.1703

		0.1259		0.292		0.3707		0.1259		-0.0601		0.1259

		-0.0601		0.3707		-0.1918		-0.0601		-0.3595		-0.0601

		-0.3595		-0.1918		0.2405		-0.3595		0.0205		-0.3595

		0.0205		0.2405		0.366		0.0205		0.0362		0.0205

		0.0362		0.366		-0.0513		0.0362		-0.3143		0.0362

		-0.3143		-0.0513		0.11		-0.3143		0.1934		-0.3143

		0.1934		0.11		-0.0913		0.1934		0.3015		0.1934

		0.3015		-0.0913		-0.3041		0.3015		0.3515		0.3015

		0.3515		-0.3041		0.2056		0.3515		-0.0262		0.3515

		-0.0262		0.2056		0.3196		-0.0262		0.0949		-0.0262

		0.0949		0.3196		0.2934		0.0949		-0.1482		0.0949

		-0.1482		0.2934		0.2884		-0.1482		-0.1461		-0.1482

		-0.1461		0.2884		0.3054		-0.1461		-0.1319		-0.1461

		-0.1319		0.3054		0.2492		-0.1319		-0.1747		-0.1319

		-0.1747		0.2492		0.3665		-0.1747		-0.0422		-0.1747

		-0.0422		0.3665		-0.1274		-0.0422		-0.3393		-0.0422

		-0.3393		-0.1274		0.1918		-0.3393		0.1225		-0.3393

		0.1225		0.1918		0.2304		0.1225		0.1651		0.1225

		0.1651		0.2304		0.3208		0.1651		0.1018		0.1651

		0.1018		0.3208		0.2917		0.1018		-0.1497		0.1018

		-0.1497		0.2917		0.2935		-0.1497		-0.142		-0.1497

		-0.142		0.2935		0.2906		-0.142		-0.1445		-0.142

		-0.1445		0.2906		0.2989		-0.1445		-0.1375		-0.1445

		-0.1375		0.2989		0.2728		-0.1375		-0.1583		-0.1375

		-0.1583		0.2728		0.3399		-0.1583		-0.0947		-0.1583

		-0.0947		0.3399		0.0675		-0.0947		-0.2677		-0.0947

		-0.2677		0.0675		0.1365		-0.2677		0.1984		-0.2677

		0.1984		0.1365		-0.0056		0.1984		0.2725		0.1984
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l509096eS

		e		lg1/e		LFa		LFn		LFs		Ha		Hn		Hs		Sa		Sn		Ss		Ra		Rn		Rs		LFa		LFn		LFs

		1		0		26.38		24.67		25.853		17.978		17.044		16.909		16.475		5.345		11.13		15.862		18.521		16.111		26.38		24.67		25.853

		2		1		25.378		23.667		24.852		16.994		16.06		15.924		15.474		5.036		10.438		14.861		17.524		15.109		25.378		23.667		24.852

		3		1.585		24.789		23.076		24.265		16.405		15.474		15.333		14.885		4.848		10.036		14.273		16.943		14.519		24.789		23.076		24.265

		4		2		24.376		22.664		23.85		15.997		15.069		14.921		14.47		4.726		9.744		13.859		16.525		14.106		24.376		22.664		23.85

		6		2.585		23.788		22.073		23.263		15.408		14.483		14.328		13.882		4.54		9.342		13.271		15.944		13.517		23.788		22.073		23.263

		8		3		23.371		21.656		22.847		14.998		14.07		13.923		13.471		4.415		9.056		12.857		15.539		13.102		23.371		21.656		22.847

		9		3.17		23.2		21.541		22.65		14.817		13.893		13.738		13.295		4.495		8.8		12.686		15.108		12.984		23.2		21.541		22.65

		12		3.585		22.703		21.552		21.841		14.409		13.531		13.275		12.972		5.933		7.039		12.436		13.651		13.249		22.703		21.552		21.841

		16		4		22.114		21.063		21.163		13.999		13.155		12.823		12.688		6.229		6.458		12.215		13.401		13.05		22.114		21.063		21.163

		20		4.322		21.62		20.606		20.635		13.671		12.834		12.488		12.425		6.25		6.176		11.971		13.115		12.84		21.62		20.606		20.635

		25		4.644		21.18		20.194		20.166		13.344		12.512		12.154		12.184		6.234		5.95		11.772		12.865		12.685		21.18		20.194		20.166

		30		4.907		20.813		19.953		19.658		13.082		12.276		11.857		11.984		6.65		5.334		11.598		12.518		12.683		20.813		19.953		19.658

		36		5.17		20.367		19.575		19.125		12.819		12.041		11.556		11.786		6.848		4.939		11.418		12.278		12.574		20.367		19.575		19.125

		42		5.392		20		19.211		18.753		12.599		11.808		11.355		11.629		6.759		4.87		11.277		12.106		12.47		20		19.211		18.753

		49		5.615		19.666		18.849		18.456		12.379		11.586		11.138		11.451		6.543		4.908		11.114		11.994		12.244		19.666		18.849		18.456
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x

y

t

x,y

Аттрактор Xeнона (a=1.4, b=0.3). Временные ряды х,у.



Henon1

		0		1		1.076		0		-0.4		0

		-0.4		1.076		0.5543		-0.4		-0.7409		-0.4

		-0.7409		0.5543		0.9972		-0.7409		0.3476		-0.7409

		0.3476		0.9972		1.1831		0.3476		-0.2879		0.3476

		-0.2879		1.1831		-0.1771		-0.2879		-1.0461		-0.2879

		-1.0461		-0.1771		0.3694		-1.0461		0.6422		-1.0461

		0.6422		0.3694		-0.2938		0.6422		1.0016		0.6422

		1.0016		-0.2938		-1.0364		1.0016		1.1797		1.0016

		1.1797		-1.0364		0.6576		1.1797		-0.1499		1.1797

		-0.1499		0.6576		1.0262		-0.1499		0.3496		-0.1499

		0.3496		1.0262		1.1167		0.3496		-0.3695		0.3496

		-0.3695		1.1167		0.3072		-0.3695		-0.8568		-0.3695

		-0.8568		0.3072		0.5699		-0.8568		0.6108		-0.8568

		0.6108		0.5699		0.4277		0.6108		0.7286		0.6108

		0.7286		0.4277		-0.1685		0.7286		0.9625		0.7286

		0.9625		-0.1685		-1.2345		0.9625		1.249		0.9625

		1.249		-1.2345		-0.1763		1.249		-0.7587		1.249

		-0.7587		-0.1763		0.2033		-0.7587		0.7289		-0.7587

		0.7289		0.2033		-0.8254		0.7289		1.1608		0.7289

		1.1608		-0.8254		0.5345		1.1608		0.3945		1.1608

		0.3945		0.5345		0.4377		0.3945		0.7184		0.3945

		0.7184		0.4377		-0.125		0.7184		0.9473		0.7184

		0.9473		-0.125		-1.2683		0.9473		1.2623		0.9473

		1.2623		-1.2683		-0.4483		1.2623		-0.8734		1.2623

		-0.8734		-0.4483		0.5736		-0.8734		0.4566		-0.8734

		0.4566		0.5736		0.5318		0.4566		0.6763		0.4566

		0.6763		0.5318		0.2479		0.6763		0.807		0.6763

		0.807		0.2479		-0.7967		0.807		1.1561		0.807

		1.1561		-0.7967		0.4671		1.1561		0.4582		1.1561

		0.4582		0.4671		0.171		0.4582		0.832		0.4582

		0.832		0.171		-0.994		0.832		1.2087		0.832

		1.2087		-0.994		0.7012		1.2087		-0.0206		1.2087

		-0.0206		0.7012		1.0798		-0.0206		0.3054		-0.0206

		0.3054		1.0798		0.9148		0.3054		-0.5406		0.3054

		-0.5406		0.9148		1.1184		-0.5406		-0.3338		-0.5406

		-0.3338		1.1184		0.3206		-0.3338		-0.8514		-0.3338

		-0.8514		0.3206		0.5911		-0.8514		0.6006		-0.8514

		0.6006		0.5911		0.5089		0.6006		0.691		0.6006

		0.691		0.5089		0.1537		0.691		0.8447		0.691

		0.8447		0.1537		-1.0389		0.8447		1.2204		0.8447

		1.2204		-1.0389		0.6589		1.2204		-0.145		1.2204

		-0.145		0.6589		1.0274		-0.145		0.3487		-0.145

		0.3487		1.0274		1.1132		0.3487		-0.3733		0.3487

		-0.3733		1.1132		0.33		-0.3733		-0.8468		-0.3733

		-0.8468		0.33		0.6059		-0.8468		0.5935		-0.8468

		0.5935		0.6059		0.5644		0.5935		0.6641		0.5935

		0.6641		0.5644		0.3748		0.6641		0.7533		0.6641

		0.7533		0.3748		-0.3708		0.7533		1.0293		0.7533

		1.0293		-0.3708		-0.8558		1.0293		1.1163		1.0293

		1.1163		-0.8558		0.6091		1.1163		0.3095		1.1163

		0.3095		0.6091		0.7225		0.3095		0.5734		0.3095

		0.5734		0.7225		0.9442		0.5734		0.4412		0.5734

		0.4412		0.9442		1.2645		0.4412		-0.1157		0.4412

		-0.1157		1.2645		-0.8904		-0.1157		-1.2733		-0.1157

		-1.2733		-0.8904		0.394		-1.2733		-0.492		-1.2733

		-0.492		0.394		0.5535		-0.492		0.6351		-0.492

		0.6351		0.5535		0.3538		0.6351		0.7617		0.6351

		0.7617		0.3538		-0.4468		0.7617		1.0532		0.7617

		1.0532		-0.4468		-0.638		1.0532		1.0365		1.0532

		1.0365		-0.638		0.0396		1.0365		0.7411		1.0365

		0.7411		0.0396		-1.0723		0.7411		1.2201		0.7411

		1.2201		-1.0723		0.5951		1.2201		-0.2438		1.2201

		-0.2438		0.5951		0.9183		-0.2438		0.4311		-0.2438

		0.4311		0.9183		1.2718		0.4311		-0.0513		0.4311

		-0.0513		1.2718		-0.9118		-0.0513		-1.2799		-0.0513

		-1.2799		-0.9118		0.3061		-1.2799		-0.548		-1.2799

		-0.548		0.3061		0.3971		-0.548		0.7045		-0.548

		0.7045		0.3971		-0.2547		0.7045		0.9906		0.7045

		0.9906		-0.2547		-1.1138		0.9906		1.2063		0.9906

		1.2063		-1.1138		0.4691		1.2063		-0.3749		1.2063

		-0.3749		0.4691		0.6707		-0.3749		0.5794		-0.3749

		0.5794		0.6707		0.7868		0.5794		0.5441		0.5794

		0.5441		0.7868		1.1129		0.5441		0.2965		0.5441

		0.2965		1.1129		0.7512		0.2965		-0.6451		0.2965

		-0.6451		0.7512		1.225		-0.6451		0.0165		-0.6451

		0.0165		1.225		-0.3137		0.0165		-1.0958		0.0165

		-1.0958		-0.3137		0.5075		-1.0958		0.5334		-1.0958

		0.5334		0.5075		0.2575		0.5334		0.7995		0.5334

		0.7995		0.2575		-0.7648		0.7995		1.147		0.7995

		1.147		-0.7648		0.3842		1.147		0.5253		1.147

		0.5253		0.3842		-0.1507		0.5253		0.9509		0.5253

		0.9509		-0.1507		-1.2449		0.9509		1.2535		0.9509

		1.2535		-1.2449		-0.2554		1.2535		-0.7937		1.2535

		-0.7937		-0.2554		0.2939		-0.7937		0.6706		-0.7937

		0.6706		0.2939		-0.5456		0.6706		1.0803		0.6706

		1.0803		-0.5456		-0.3161		1.0803		0.9073		1.0803

		0.9073		-0.3161		-0.8898		0.9073		1.1323		0.9073

		1.1323		-0.8898		0.6581		1.1323		0.2314		1.1323

		0.2314		0.6581		0.8973		0.2314		0.463		0.2314

		0.463		0.8973		1.269		0.463		0.0117		0.463

		0.0117		1.269		-0.8103		0.0117		-1.251		0.0117

		-1.251		-0.8103		0.6354		-1.251		-0.2946		-1.251

		-0.2946		0.6354		1.0226		-0.2946		0.3464		-0.2946

		0.3464		1.0226		1.1252		0.3464		-0.3601		0.3464

		-0.3601		1.1252		0.2517		-0.3601		-0.8807		-0.3601

		-0.8807		0.2517		0.4893		-0.8807		0.6471		-0.8807

		0.6471		0.4893		0.114		0.6471		0.8589		0.6471

		0.8589		0.114		-1.1167		0.8589		1.2395		0.8589

		1.2395		-1.1167		0.4693		1.2395		-0.3739		1.2395

		-0.3739		0.4693		0.6706		-0.3739		0.5795		-0.3739

		0.5795		0.6706		0.7866		0.5795		0.5442		0.5795

		0.5442		0.7866		1.1125		0.5442		0.297		0.5442

		0.297		1.1125		0.7537		0.297		-0.6437		0.297

		-0.6437		0.7537		1.2259		-0.6437		0.0116		-0.6437

		0.0116		1.2259		-0.3278		0.0116		-1.1005		0.0116

		-1.1005		-0.3278		0.524		-1.1005		0.5194		-1.1005

		0.5194		0.524		0.324		0.5194		0.7714		0.5194

		0.7714		0.324		-0.5492		0.7714		1.0844		0.7714

		1.0844		-0.5492		-0.3066		1.0844		0.9031		1.0844

		0.9031		-0.3066		-0.9093		0.9031		1.1393		0.9031

		1.1393		-0.9093		0.6797		1.1393		0.1842		1.1393

		0.1842		0.6797		0.9703		0.1842		0.4085		0.1842

		0.4085		0.9703		1.2376		0.4085		-0.1954		0.4085

		-0.1954		1.2376		-0.6547		-0.1954		-1.203		-0.1954

		-1.203		-0.6547		0.8015		-1.203		0.0389		-1.203

		0.0389		0.8015		1.2227		0.0389		0.1124		0.0389

		0.1124		1.2227		-0.2045		0.1124		-1.0594		0.1124

		-1.0594		-0.2045		0.3941		-1.0594		0.6237		-1.0594

		0.6237		0.3941		-0.1979		0.6237		0.9696		0.6237

		0.9696		-0.1979		-1.1983		0.9696		1.236		0.9696

		1.236		-1.1983		0.0683		1.236		-0.6393		1.236

		-0.6393		0.0683		0.1207		-0.6393		0.8017		-0.6393

		0.8017		0.1207		-1.0479		0.8017		1.2201		0.8017

		1.2201		-1.0479		0.6446		1.2201		-0.1712		1.2201

		-0.1712		0.6446		1.0049		-0.1712		0.3669		-0.1712

		0.3669		1.0049		1.1723		0.3669		-0.3038		0.3669

		-0.3038		1.1723		-0.091		-0.3038		-1.0151		-0.3038

		-1.0151		-0.091		0.318		-1.0151		0.6839		-1.0151

		0.6839		0.318		-0.4884		0.6839		1.0636		0.6839

		1.0636		-0.4884		-0.5052		1.0636		0.9851		1.0636

		0.9851		-0.5052		-0.3839		0.9851		0.9382		0.9851

		0.9382		-0.3839		-0.7334		0.9382		1.0751		0.9382

		1.0751		-0.7334		0.3258		1.0751		0.5696		1.0751

		0.5696		0.3258		-0.3654		0.5696		1.0223		0.5696

		1.0223		-0.3654		-0.8652		1.0223		1.1198		1.0223

		1.1198		-0.8652		0.6243		1.1198		0.288		1.1198

		0.288		0.6243		0.778		0.288		0.5407		0.288

		0.5407		0.778		1.0945		0.5407		0.3149		0.5407

		0.3149		1.0945		0.8529		0.3149		-0.5827		0.3149

		-0.5827		0.8529		1.2036		-0.5827		-0.1933		-0.5827

		-0.1933		1.2036		-0.29		-0.1933		-1.086		-0.1933

		-1.086		-0.29		0.4795		-1.086		0.5564		-1.086

		0.5564		0.4795		0.1442		0.5564		0.845		0.5564

		0.845		0.1442		-1.0555		0.845		1.2244		0.845

		1.2244		-1.0555		0.6316		1.2244		-0.1923		1.2244

		-0.1923		0.6316		0.9832		-0.1923		0.3838		-0.1923

		0.3838		0.9832		1.2154		0.3838		-0.2383		0.3838

		-0.2383		1.2154		-0.4539		-0.2383		-1.1397		-0.2383

		-1.1397		-0.4539		0.6725		-1.1397		0.3696		-1.1397

		0.3696		0.6725		0.8824		0.3696		0.4776		0.3696

		0.4776		0.8824		1.2607		0.4776		0.0533		0.4776

		0.0533		1.2607		-0.669		0.0533		-1.2093		0.0533

		-1.2093		-0.669		0.7991		-1.2093		0.0106		-1.2093

		0.0106		0.7991		1.2231		0.0106		0.1091		0.0106

		0.1091		1.2231		-0.2107		0.1091		-1.0615		0.1091

		-1.0615		-0.2107		0.3997		-1.0615		0.6194		-1.0615

		0.6194		0.3997		-0.1761		0.6194		0.9622		0.6194

		0.9622		-0.1761		-1.2236		0.9622		1.2452		0.9622

		1.2452		-1.2236		-0.0981		1.2452		-0.7226		1.2452

		-0.7226		-0.0981		0.141		-0.7226		0.7698		-0.7226

		0.7698		0.141		-0.984		0.7698		1.2031		0.7698

		1.2031		-0.984		0.7048		1.2031		0.0053		1.2031

		0.0053		0.7048		1.0801		0.0053		0.3062		0.0053

		0.3062		1.0801		0.9136		0.3062		-0.5415		0.3062

		-0.5415		0.9136		1.1208		-0.5415		-0.3309		-0.5415

		-0.3309		1.1208		0.3057		-0.3309		-0.858		-0.3309

		-0.858		0.3057		0.5677		-0.858		0.6118		-0.858

		0.6118		0.5677		0.4195		0.6118		0.7323		0.6118

		0.7323		0.4195		-0.2003		0.7323		0.9733		0.7323

		0.9733		-0.2003		-1.1982		0.9733		1.2358		0.9733

		1.2358		-1.1982		0.0684		1.2358		-0.6393		1.2358

		-0.6393		0.0684		0.1208		-0.6393		0.8017		-0.6393

		0.8017		0.1208		-1.0478		0.8017		1.2201		0.8017

		1.2201		-1.0478		0.6447		1.2201		-0.171		1.2201

		-0.171		0.6447		1.0051		-0.171		0.3667		-0.171

		0.3667		1.0051		1.1718		0.3667		-0.3044		0.3667

		-0.3044		1.1718		-0.0872		-0.3044		-1.0137		-0.3044

		-1.0137		-0.0872		0.3165		-1.0137		0.6852		-1.0137

		0.6852		0.3165		-0.494		0.6852		1.0653		0.6852

		1.0653		-0.494		-0.4871		1.0653		0.9779		1.0653

		0.9779		-0.4871		-0.4396		0.9779		0.9612		0.9779

		0.9612		-0.4396		-0.5823		0.9612		1.0179		0.9612

		1.0179		-0.5823		-0.1406		1.0179		0.8306		1.0179

		0.8306		-0.1406		-1.1311		0.8306		1.2215		0.8306

		1.2215		-1.1311		0.4082		1.2215		-0.4247		1.2215

		-0.4247		0.4082		0.5502		-0.4247		0.6393		-0.4247

		0.6393		0.5502		0.3393		0.6393		0.768		0.6393

		0.768		0.3393		-0.4989		0.768		1.0693		0.768

		1.0693		-0.4989		-0.4732		1.0693		0.9723		1.0693

		0.9723		-0.4732		-0.4816		0.9723		0.9782		0.9723

		0.9782		-0.4816		-0.4584		0.9782		0.9688		0.9782

		0.9688		-0.4584		-0.5275		0.9688		0.9964		0.9688

		0.9964		-0.5275		-0.3158		0.9964		0.9093		0.9964

		0.9093		-0.3158		-0.8924		0.9093		1.1331		0.9093

		1.1331		-0.8924		0.6614		1.1331		0.2251		1.1331

		0.2251		0.6614		0.9084		0.2251		0.4552		0.2251

		0.4552		0.9084		1.272		0.4552		-0.0187		0.4552

		-0.0187		1.272		-0.8795		-0.0187		-1.2709		-0.0187

		-1.2709		-0.8795		0.4343		-1.2709		-0.4643		-1.2709

		-0.4643		0.4343		0.632		-0.4643		0.5966		-0.4643

		0.5966		0.632		0.6519		0.5966		0.6198		0.5966

		0.6198		0.6519		0.7065		0.6198		0.591		0.6198

		0.591		0.7065		0.8914		0.591		0.4785		0.591

		0.4785		0.8914		1.266		0.4785		0.0312		0.4785

		0.0312		1.266		-0.7544		0.0312		-1.2347		0.0312

		-1.2347		-0.7544		0.7346		-1.2347		-0.1671		-1.2347

		-0.1671		0.7346		1.1675		-0.1671		0.1944		-0.1671

		0.1944		1.1675		0.3391		0.1944		-0.8498		0.1944

		-0.8498		0.3391		0.6241		-0.8498		0.5841		-0.8498

		0.5841		0.6241		0.6319		0.5841		0.6298		0.5841

		0.6298		0.6319		0.6339		0.6298		0.63		0.6298

		0.63		0.6339		0.6409		0.63		0.6264		0.63

		0.6264		0.6409		0.6665		0.6264		0.6128		0.6264

		0.6128		0.6665		0.7579		0.6128		0.5619		0.6128

		0.5619		0.7579		1.0414		0.5619		0.3644		0.5619

		0.3644		1.0414		1.0782		0.3644		-0.409		0.3644

		-0.409		1.0782		0.5356		-0.409		-0.7502		-0.409

		-0.7502		0.5356		0.9655		-0.7502		0.3733		-0.7502

		0.3733		0.9655		1.2374		0.3733		-0.1932		0.3733

		-0.1932		1.2374		-0.6503		-0.1932		-1.2016		-0.1932

		-1.2016		-0.6503		0.8018		-1.2016		0.0475		-1.2016

		0.0475		0.8018		1.2222		0.0475		0.1143		0.0475

		0.1143		1.2222		-0.1978		0.1143		-1.0571		0.1143

		-1.0571		-0.1978		0.3883		-1.0571		0.6281		-1.0571

		0.6281		0.3883		-0.2207		0.6281		0.9773		0.6281

		0.9773		-0.2207		-1.1671		0.9773		1.225		0.9773

		1.225		-1.1671		0.2424		1.225		-0.5395		1.225

		-0.5395		0.2424		0.2728		-0.5395		0.7559		-0.5395

		0.7559		0.2728		-0.6825		0.7559		1.1226		0.7559

		1.1226		-0.6825		0.1391		1.1226		0.6846		1.1226

		0.6846		0.1391		-0.902		0.6846		1.1783		0.6846

		1.1783		-0.902		0.665		1.1783		0.2145		1.1783

		0.2145		0.665		0.9219		0.2145		0.4453		0.2145

		0.4453		0.9219		1.2721		0.4453		-0.0564		0.4453

		-0.0564		1.2721		-0.9213		-0.0564		-1.2826		-0.0564

		-1.2826		-0.9213		0.2638		-1.2826		-0.5731		-1.2826

		-0.5731		0.2638		0.3317		-0.5731		0.7307		-0.5731

		0.7307		0.3317		-0.4889		0.7307		1.0652		0.7307

		1.0652		-0.4889		-0.5048		1.0652		0.9849		1.0652

		0.9849		-0.5048		-0.3851		0.9849		0.9387		0.9849

		0.9387		-0.3851		-0.7303		0.9387		1.074		0.9387

		1.074		-0.7303		0.3173		1.074		0.5754		1.074

		0.5754		0.3173		-0.3948		0.5754		1.0316		0.5754

		1.0316		-0.3948		-0.7857		1.0316		1.0913		1.0316

		1.0913		-0.7857		0.4639		1.0913		0.4632		1.0913

		0.4632		0.4639		0.1569		0.4632		0.8376		0.4632

		0.8376		0.1569		-1.0259		0.8376		1.2168		0.8376

		1.2168		-1.0259		0.6758		1.2168		-0.1085		1.2168

		-0.1085		0.6758		1.052		-0.1085		0.3282		-0.1085

		0.3282		1.052		1.031		0.3282		-0.4508		0.3282

		-0.4508		1.031		0.765		-0.4508		-0.6235		-0.4508

		-0.6235		0.765		1.2295		-0.6235		-0.0064		-0.6235

		-0.0064		1.2295		-0.3814		-0.0064		-1.1181		-0.0064

		-1.1181		-0.3814		0.5881		-1.1181		0.461		-1.1181

		0.461		0.5881		0.5775		0.461		0.6541		0.461

		0.6541		0.5775		0.4287		0.6541		0.7293		0.6541

		0.7293		0.4287		-0.1657		0.7293		0.9615		0.7293

		0.9615		-0.1657		-1.2372		0.9615		1.25		0.9615

		1.25		-1.2372		-0.1969		1.25		-0.768		1.25

		-0.768		-0.1969		0.2245		-0.768		0.7153		-0.768

		0.7153		0.2245		-0.7649		0.7153		1.144		0.7153

		1.144		-0.7649		0.386		1.144		0.5241		1.144

		0.5241		0.386		-0.144		0.5241		0.9486		0.5241

		0.9486		-0.144		-1.2502		0.9486		1.2555		0.9486

		1.2555		-1.2502		-0.2968		1.2555		-0.8114		1.2555

		-0.8114		-0.2968		0.3495		-0.8114		0.6333		-0.8114

		0.6333		0.3495		-0.3487		0.6333		1.0189		0.6333

		1.0189		-0.3487		-0.9096		1.0189		1.1355		1.0189

		1.1355		-0.9096		0.6806		1.1355		0.1823		1.1355

		0.1823		0.6806		0.9732		0.1823		0.4062		0.1823

		0.4062		0.9732		1.2336		0.4062		-0.2042		0.4062

		-0.2042		1.2336		-0.6184		-0.2042		-1.1918		-0.2042

		-1.1918		-0.6184		0.7984		-1.1918		0.1072		-1.1918

		0.1072		0.7984		1.2122		0.1072		0.1397		0.1072

		0.1397		1.2122		-0.0795		0.1397		-1.0153		0.1397

		-1.0153		-0.0795		0.3162		-1.0153		0.6866		-1.0153

		0.6866		0.3162		-0.4959		0.6866		1.066		0.6866

		1.066		-0.4959		-0.4811		1.066		0.9755		1.066

		0.9755		-0.4811		-0.458		0.9755		0.9687		0.9755

		0.9687		-0.458		-0.529		0.9687		0.997		0.9687

		0.997		-0.529		-0.3113		0.997		0.9074		0.997

		0.9074		-0.3113		-0.9018		0.9074		1.1365		0.9074

		1.1365		-0.9018		0.6721		1.1365		0.2025		1.1365

		0.2025		0.6721		0.9447		0.2025		0.4284		0.2025

		0.4284		0.9447		1.263		0.4284		-0.1208		0.4284

		-0.1208		1.263		-0.8768		-0.1208		-1.2693		-0.1208

		-1.2693		-0.8768		0.4444		-1.2693		-0.4572		-1.2693

		-0.4572		0.4444		0.6519		-0.4572		0.5864		-0.4572

		0.5864		0.6519		0.7229		0.5864		0.581		0.5864

		0.581		0.7229		0.9426		0.581		0.4426		0.581

		0.4426		0.9426		1.2655		0.4426		-0.1111		0.4426

		-0.1111		1.2655		-0.8976		-0.1111		-1.2754		-0.1111

		-1.2754		-0.8976		0.3656		-1.2754		-0.5107		-1.2754

		-0.5107		0.3656		0.5005		-0.5107		0.6596		-0.5107

		0.6596		0.5005		0.1453		0.6596		0.8472		0.6596

		0.8472		0.1453		-1.0559		0.8472		1.2246		0.8472

		1.2246		-1.0559		0.6309		1.2246		-0.1934		1.2246

		-0.1934		0.6309		0.982		-0.1934		0.3848		-0.1934

		0.3848		0.982		1.2175		0.3848		-0.2347		0.3848

		-0.2347		1.2175		0		-0.2347		0		-0.2347

		0		0		-0.12		0		0.3		0

		0.3		-0.12		-0.2223		0.3		0.3228		0.3

		0.3228		-0.2223		0.1043		0.3228		0.1663		0.3228

		0.1663		0.1043		-0.0864		0.1663		0.2992		0.1663

		0.2992		-0.0864		-0.3138		0.2992		0.3549		0.2992

		0.3549		-0.3138		0.1927		0.3549		-0.0531		0.3549

		-0.0531		0.1927		0.3005		-0.0531		0.1108		-0.0531

		0.1108		0.3005		0.3539		0.1108		-0.0881		0.1108

		-0.0881		0.3539		-0.045		-0.0881		-0.3109		-0.0881

		-0.3109		-0.045		0.1049		-0.3109		0.1973		-0.3109

		0.1973		0.1049		-0.1108		0.1973		0.3079		0.1973

		0.3079		-0.1108		-0.257		0.3079		0.335		0.3079

		0.335		-0.257		0.1832		0.335		0.0922		0.335

		0.0922		0.1832		0.2186		0.0922		0.171		0.0922

		0.171		0.2186		0.2887		0.171		0.1283		0.171

		0.1283		0.2887		0.3747		0.1283		-0.0506		0.1283

		-0.0506		0.3747		-0.2276		-0.0506		-0.3703		-0.0506

		-0.3703		-0.2276		0.2187		-0.3703		-0.0529		-0.3703

		-0.0529		0.2187		0.3482		-0.0529		0.061		-0.0529

		0.061		0.3482		0.1184		0.061		-0.2476		0.061

		-0.2476		0.1184		0.2155		-0.2476		0.1603		-0.2476

		0.1603		0.2155		0.2842		0.1603		0.1313		0.1603

		0.1313		0.2842		0.3787		0.1313		-0.0375		0.1313

		-0.0375		0.3787		-0.262		-0.0375		-0.3805		-0.0375

		-0.3805		-0.262		0.137		-0.3805		-0.1345		-0.3805

		-0.1345		0.137		0.2029		-0.1345		0.1721		-0.1345

		0.1721		0.2029		0.2421		0.1721		0.1595		0.1721

		0.1595		0.2421		0.3468		0.1595		0.0744		0.1595

		0.0744		0.3468		0.1375		0.0744		-0.239		0.0744

		-0.239		0.1375		0.2496		-0.239		0.1401		-0.239

		0.1401		0.2496		0.3626		0.1401		0.0513		0.1401

		0.0513		0.3626		-0.0062		0.0513		-0.2982		0.0513

		-0.2982		-0.0062		0.0916		-0.2982		0.2104		-0.2982

		0.2104		0.0916		-0.1622		0.2104		0.3239		0.2104

		0.3239		-0.1622		-0.1001		0.3239		0.2744		0.3239

		0.2744		-0.1001		-0.2554		0.2744		0.3355		0.2744

		0.3355		-0.2554		0.1802		0.3355		0.0962		0.3355

		0.0962		0.1802		0.2073		0.0962		0.1773		0.0962

		0.1773		0.2073		0.2534		0.1773		0.1527		0.1773

		0.1527		0.2534		0.3661		0.1527		0.0461		0.1527

		0.0461		0.3661		-0.0435		0.0461		-0.3117		0.0461

		-0.3117		-0.0435		0.1046		-0.3117		0.1977		-0.3117

		0.1977		0.1046		-0.112		0.1977		0.3082		0.1977

		0.3082		-0.112		-0.254		0.3082		0.334		0.3082

		0.334		-0.254		0.178		0.334		0.099		0.334

		0.099		0.178		0.1992		0.099		0.1818		0.099

		0.1818		0.1992		0.226		0.1818		0.1693		0.1818

		0.1693		0.226		0.3088		0.1693		0.1124		0.1693

		0.1124		0.3088		0.3349		0.1124		-0.1112		0.1124

		-0.1112		0.3349		0.0929		-0.1112		-0.2567		-0.1112

		-0.2567		0.0929		0.172		-0.2567		0.1827		-0.2567

		0.1827		0.172		0.1324		0.1827		0.2167		0.1827

		0.2167		0.1324		-0.0347		0.2167		0.2833		0.2167

		0.2833		-0.0347		-0.382		0.2833		0.3794		0.2833

		0.3794		-0.382		-0.1476		0.3794		-0.2671		0.3794

		-0.2671		-0.1476		0.1905		-0.2671		0.1182		-0.2671

		0.1182		0.1905		0.2285		0.1182		0.166		0.1182

		0.166		0.2285		0.316		0.166		0.1062		0.166

		0.1062		0.316		0.3109		0.1062		-0.134		0.1062

		-0.134		0.3109		0.2223		-0.134		-0.1914		-0.134

		-0.1914		0.2223		0.366		-0.1914		0.0119		-0.1914

		0.0119		0.366		-0.0732		0.0119		-0.3217		0.0119

		-0.3217		-0.0732		0.1293		-0.3217		0.1785		-0.3217

		0.1785		0.1293		-0.0154		0.1785		0.2755		0.1785

		0.2755		-0.0154		-0.384		0.2755		0.3815		0.2755

		0.3815		-0.384		-0.1644		0.3815		-0.2735		0.3815

		-0.2735		-0.1644		0.2113		-0.2735		0.0918		-0.2735

		0.0918		0.2113		0.2972		0.0918		0.1191		0.0918

		0.1191		0.2972		0.3619		0.1191		-0.0764		0.1191

		-0.0764		0.3619		-0.1125		-0.0764		-0.3341		-0.0764

		-0.3341		-0.1125		0.1738		-0.3341		0.1407		-0.3341

		0.1407		0.1738		0.1632		0.1407		0.2012		0.1407

		0.2012		0.1632		0.089		0.2012		0.236		0.2012

		0.236		0.089		-0.1935		0.236		0.3339		0.236

		0.3339		-0.1935		0.0049		0.3339		0.2254		0.3339

		0.2254		0.0049		-0.3288		0.2254		0.3675		0.2254

		0.3675		-0.3288		0.16		0.3675		-0.0941		0.3675

		-0.0941		0.16		0.2398		-0.0941		0.1522		-0.0941

		0.1522		0.2398		0.3441		0.1522		0.0772		0.1522

		0.0772		0.3441		0.1576		0.0772		-0.2294		0.0772

		-0.2294		0.1576		0.2853		-0.2294		0.1153		-0.2294

		0.1153		0.2853		0.376		0.1153		-0.0452		0.1153

		-0.0452		0.376		-0.2381		-0.0452		-0.3735		-0.0452

		-0.3735		-0.2381		0.2012		-0.3735		-0.0766		-0.3735

		-0.0766		0.2012		0.3241		-0.0766		0.0882		-0.0766

		0.0882		0.3241		0.2722		0.0882		-0.1637		0.0882

		-0.1637		0.2722		0.3397		-0.1637		-0.0948		-0.1637

		-0.0948		0.3397		0.0694		-0.0948		-0.2669		-0.0948

		-0.2669		0.0694		0.1389		-0.2669		0.1974		-0.2669

		0.1974		0.1389		0.0035		0.1974		0.2692		0.1974

		0.2692		0.0035		-0.3753		0.2692		0.3807		0.2692

		0.3807		-0.3753		-0.0884		0.3807		-0.2431		0.3807

		-0.2431		-0.0884		0.1039		-0.2431		0.1906		-0.2431

		0.1906		0.1039		-0.108		0.1906		0.3068		0.1906

		0.3068		-0.108		-0.2642		0.3068		0.3376		0.3068

		0.3376		-0.2642		0.1941		0.3376		0.0755		0.3376

		0.0755		0.1941		0.2577		0.0755		0.1468		0.0755

		0.1468		0.2577		0.3718		0.1468		0.0342		0.1468

		0.0342		0.3718		-0.1122		0.0342		-0.335		0.0342

		-0.335		-0.1122		0.1738		-0.335		0.1408		-0.335

		0.1408		0.1738		0.1633		0.1408		0.2012		0.1408

		0.2012		0.1633		0.0891		0.2012		0.236		0.2012

		0.236		0.0891		-0.1931		0.236		0.3338		0.236

		0.3338		-0.1931		0.0035		0.3338		0.2261		0.3338

		0.2261		0.0035		-0.3302		0.2261		0.3678		0.2261

		0.3678		-0.3302		0.1558		0.3678		-0.0983		0.3678

		-0.0983		0.1558		0.2314		-0.0983		0.1572		-0.0983

		0.1572		0.2314		0.3253		0.1572		0.0972		0.1572

		0.0972		0.3253		0.2709		0.0972		-0.1648		0.0972

		-0.1648		0.2709		0.3418		-0.1648		-0.092		-0.1648

		-0.092		0.3418		0.0553		-0.092		-0.2728		-0.092

		-0.2728		0.0553		0.1226		-0.2728		0.2039		-0.2728

		0.2039		0.1226		-0.0586		0.2039		0.2911		0.2039

		0.2911		-0.0586		-0.3609		0.2911		0.3713		0.2911

		0.3713		-0.3609		0.0117		0.3713		-0.1964		0.3713

		-0.1964		0.0117		0.0337		-0.1964		0.2404		-0.1964

		0.2404		0.0337		-0.3178		0.2404		0.3668		0.2404

		0.3668		-0.3178		0.1871		0.3668		-0.0613		0.3668

		-0.0613		0.1871		0.2909		-0.0613		0.1182		-0.0613

		0.1182		0.2909		0.3708		0.1182		-0.0594		0.1182

		-0.0594		0.3708		-0.1918		-0.0594		-0.3595		-0.0594

		-0.3595		-0.1918		0.2405		-0.3595		0.0205		-0.3595

		0.0205		0.2405		0.366		0.0205		0.0362		0.0205

		0.0362		0.366		-0.0514		0.0362		-0.3144		0.0362

		-0.3144		-0.0514		0.1101		-0.3144		0.1934		-0.3144

		0.1934		0.1101		-0.0911		0.1934		0.3015		0.1934

		0.3015		-0.0911		-0.3045		0.3015		0.3517		0.3015

		0.3517		-0.3045		0.2052		0.3517		-0.0273		0.3517

		-0.0273		0.2052		0.3191		-0.0273		0.0954		-0.0273

		0.0954		0.3191		0.2955		0.0954		-0.1465		0.0954

		-0.1465		0.2955		0.2815		-0.1465		-0.1516		-0.1465

		-0.1516		0.2815		0.3225		-0.1516		-0.1152		-0.1516

		-0.1152		0.3225		0.1709		-0.1152		-0.22		-0.1152

		-0.22		0.1709		0.3067		-0.22		0.0977		-0.22

		0.0977		0.3067		0.3359		0.0977		-0.1096		0.0977

		-0.1096		0.3359		0.0864		-0.1096		-0.2596		-0.1096

		-0.2596		0.0864		0.1622		-0.2596		0.1873		-0.2596

		0.1873		0.1622		0.0945		0.1873		0.2334		0.1873

		0.2334		0.0945		-0.1748		0.2334		0.3284		0.2334

		0.3284		-0.1748		-0.058		0.3284		0.2559		0.3284

		0.2559		-0.058		-0.3258		0.2559		0.3611		0.2559

		0.3611		-0.3258		0.1669		0.3611		-0.087		0.3611

		-0.087		0.1669		0.2535		-0.087		0.1439		-0.087

		0.1439		0.2535		0.3673		0.1439		0.0433		0.1439

		0.0433		0.3673		-0.0577		0.0433		-0.3166		0.0433

		-0.3166		-0.0577		0.1151		-0.3166		0.1895		-0.3166

		0.1895		0.1151		-0.0715		0.1895		0.295		0.1895

		0.295		-0.0715		-0.3419		0.295		0.3646		0.295

		0.3646		-0.3419		0.1109		0.3646		-0.1362		0.3646

		-0.1362		0.1109		0.1433		-0.1362		0.2018		-0.1362

		0.2018		0.1433		0.016		0.2018		0.2647		0.2018

		0.2647		0.016		-0.3628		0.2647		0.3782		0.2647

		0.3782		-0.3628		0.0032		0.3782		-0.2007		0.3782

		-0.2007		0.0032		0.0327		-0.2007		0.2397		-0.2007

		0.2397		0.0327		-0.3185		0.2397		0.3669		0.2397

		0.3669		-0.3185		0.1858		0.3669		-0.0632		0.3669

		-0.0632		0.1858		0.2886		-0.0632		0.1199		-0.0632

		0.1199		0.2886		0.3736		0.1199		-0.0528		0.1199

		-0.0528		0.3736		-0.2168		-0.0528		-0.3671		-0.0528

		-0.3671		-0.2168		0.2309		-0.3671		-0.0294		-0.3671

		-0.0294		0.2309		0.3609		-0.0294		0.0423		-0.0294

		0.0423		0.3609		0.0016		0.0423		-0.2952		0.0423

		-0.2952		0.0016		0.0919		-0.2952		0.2114		-0.2952

		0.2114		0.0919		-0.1624		0.2114		0.324		0.2114

		0.324		-0.1624		-0.0993		0.324		0.2741		0.324

		0.2741		-0.0993		-0.2574		0.2741		0.3362		0.2741

		0.3362		-0.2574		0.1835		0.3362		0.0917		0.3362

		0.0917		0.1835		0.2197		0.0917		0.1703		0.0917

		0.1703		0.2197		0.292		0.1703		0.1259		0.1703

		0.1259		0.292		0.3707		0.1259		-0.0601		0.1259

		-0.0601		0.3707		-0.1918		-0.0601		-0.3595		-0.0601

		-0.3595		-0.1918		0.2405		-0.3595		0.0205		-0.3595

		0.0205		0.2405		0.366		0.0205		0.0362		0.0205

		0.0362		0.366		-0.0513		0.0362		-0.3143		0.0362

		-0.3143		-0.0513		0.11		-0.3143		0.1934		-0.3143

		0.1934		0.11		-0.0913		0.1934		0.3015		0.1934

		0.3015		-0.0913		-0.3041		0.3015		0.3515		0.3015

		0.3515		-0.3041		0.2056		0.3515		-0.0262		0.3515

		-0.0262		0.2056		0.3196		-0.0262		0.0949		-0.0262

		0.0949		0.3196		0.2934		0.0949		-0.1482		0.0949

		-0.1482		0.2934		0.2884		-0.1482		-0.1461		-0.1482

		-0.1461		0.2884		0.3054		-0.1461		-0.1319		-0.1461

		-0.1319		0.3054		0.2492		-0.1319		-0.1747		-0.1319

		-0.1747		0.2492		0.3665		-0.1747		-0.0422		-0.1747

		-0.0422		0.3665		-0.1274		-0.0422		-0.3393		-0.0422

		-0.3393		-0.1274		0.1918		-0.3393		0.1225		-0.3393

		0.1225		0.1918		0.2304		0.1225		0.1651		0.1225

		0.1651		0.2304		0.3208		0.1651		0.1018		0.1651

		0.1018		0.3208		0.2917		0.1018		-0.1497		0.1018

		-0.1497		0.2917		0.2935		-0.1497		-0.142		-0.1497

		-0.142		0.2935		0.2906		-0.142		-0.1445		-0.142

		-0.1445		0.2906		0.2989		-0.1445		-0.1375		-0.1445

		-0.1375		0.2989		0.2728		-0.1375		-0.1583		-0.1375

		-0.1583		0.2728		0.3399		-0.1583		-0.0947		-0.1583

		-0.0947		0.3399		0.0675		-0.0947		-0.2677		-0.0947

		-0.2677		0.0675		0.1365		-0.2677		0.1984		-0.2677

		0.1984		0.1365		-0.0056		0.1984		0.2725		0.1984

		0.2725		-0.0056		-0.3813		0.2725		0.3816		0.2725

		0.3816		-0.3813		-0.1393		0.3816		-0.2639		0.3816

		-0.2639		-0.1393		0.179		-0.2639		0.1303		-0.2639

		0.1303		0.179		0.1859		0.1303		0.1896		0.1303

		0.1896		0.1859		0.1773		0.1896		0.1956		0.1896

		0.1956		0.1773		0.1436		0.1956		0.2119		0.1956

		0.2119		0.1436		0.0094		0.2119		0.2674		0.2119

		0.2674		0.0094		-0.3704		0.2674		0.3798		0.2674

		0.3798		-0.3704		-0.0501		0.3798		-0.2263		0.3798

		-0.2263		-0.0501		0.0583		-0.2263		0.2204		-0.2263

		0.2204		0.0583		-0.255		0.2204		0.3502		0.2204

		0.3502		-0.255		0.1752		0.3502		0.1017		0.3502

		0.1017		0.1752		0.189		0.1017		0.1872		0.1017

		0.1872		0.189		0.189		0.1872		0.1896		0.1872

		0.1896		0.189		0.1879		0.1896		0.1902		0.1896

		0.1902		0.1879		0.1838		0.1902		0.1923		0.1902

		0.1923		0.1838		0.1686		0.1923		0.2		0.1923

		0.2		0.1686		0.1093		0.2		0.2274		0.2

		0.2274		0.1093		-0.1227		0.2274		0.3124		0.2274

		0.3124		-0.1227		-0.2251		0.3124		0.3235		0.3124

		0.3235		-0.2251		0.112		0.3235		0.1607		0.3235

		0.1607		0.112		-0.058		0.1607		0.2897		0.1607

		0.2897		-0.058		-0.3605		0.2897		0.3712		0.2897

		0.3712		-0.3605		0.0143		0.3712		-0.1951		0.3712

		-0.1951		0.0143		0.0343		-0.1951		0.2405		-0.1951

		0.2405		0.0343		-0.3171		0.2405		0.3667		0.2405

		0.3667		-0.3171		0.1884		0.3667		-0.0593		0.3667

		-0.0593		0.1884		0.2932		-0.0593		0.1165		-0.0593

		0.1165		0.2932		0.3675		0.1165		-0.0662		0.1165

		-0.0662		0.3675		-0.1619		-0.0662		-0.3501		-0.0662

		-0.3501		-0.1619		0.2268		-0.3501		0.0727		-0.3501

		0.0727		0.2268		0.3368		0.0727		0.0818		0.0727

		0.0818		0.3368		0.2054		0.0818		-0.2048		0.0818

		-0.2048		0.2054		0.3535		-0.2048		0.0417		-0.2048

		0.0417		0.3535		0.0644		0.0417		-0.2706		0.0417

		-0.2706		0.0644		0.1336		-0.2706		0.1995		-0.2706

		0.1995		0.1336		-0.0169		0.1995		0.2766		0.1995

		0.2766		-0.0169		-0.3848		0.2766		0.3816		0.2766

		0.3816		-0.3848		-0.1719		0.3816		-0.2764		0.3816

		-0.2764		-0.1719		0.2192		-0.2764		0.0791		-0.2764

		0.0791		0.2192		0.3195		0.0791		0.0995		0.0791

		0.0995		0.3195		0.2955		0.0995		-0.1467		0.0995

		-0.1467		0.2955		0.2816		-0.1467		-0.1514		-0.1467

		-0.1514		0.2816		0.3222		-0.1514		-0.1155		-0.1514

		-0.1155		0.3222		0.1726		-0.1155		-0.2191		-0.1155

		-0.2191		0.1726		0.3095		-0.2191		0.0952		-0.2191

		0.0952		0.3095		0.3274		0.0952		-0.1184		0.0952

		-0.1184		0.3274		0.139		-0.1184		-0.2357		-0.1184

		-0.2357		0.139		0.2513		-0.2357		0.1392		-0.2357

		0.1392		0.2513		0.3651		0.1392		0.0471		0.1392

		0.0471		0.3651		-0.0325		0.0471		-0.3078		0.0471

		-0.3078		-0.0325		0.0984		-0.3078		0.2027		-0.3078

		0.2027		0.0984		-0.1352		0.2027		0.3156		0.2027

		0.3156		-0.1352		-0.1871		0.3156		0.3093		0.3156

		0.3093		-0.1871		-0.0019		0.3093		0.2295		0.3093

		0.2295		-0.0019		-0.3354		0.2295		0.3688		0.2295

		0.3688		-0.3354		0.1383		0.3688		-0.1144		0.3688

		-0.1144		0.1383		0.1962		-0.1144		0.1764		-0.1144

		0.1764		0.1962		0.2188		0.1764		0.1733		0.1764

		0.1733		0.2188		0.2885		0.1733		0.1286		0.1733

		0.1286		0.2885		0.375		0.1286		-0.0497		0.1286

		-0.0497		0.375		-0.2304		-0.0497		-0.3712		-0.0497

		-0.3712		-0.2304		0.2146		-0.3712		-0.0591		-0.3712

		-0.0591		0.2146		0.3432		-0.0591		0.0674		-0.0591

		0.0674		0.3432		0.1572		0.0674		-0.2295		0.0674

		-0.2295		0.1572		0.2846		-0.2295		0.1158		-0.2295

		0.1158		0.2846		0.3767		0.1158		-0.0432		0.1158

		-0.0432		0.3767		-0.2434		-0.0432		-0.375		-0.0432

		-0.375		-0.2434		0.19		-0.375		-0.089		-0.375

		-0.089		0.19		0.3057		-0.089		0.1049		-0.089

		0.1049		0.3057		0.3406		0.1049		-0.1046		0.1049

		-0.1046		0.3406		0.0547		-0.1046		-0.2729		-0.1046

		-0.2729		0.0547		0.1219		-0.2729		0.2042		-0.2729

		0.2042		0.1219		-0.0612		0.2042		0.292		0.2042

		0.292		-0.0612		-0.3575		0.292		0.3701		0.292

		0.3701		-0.3575		0.0322		0.3701		-0.1855		0.3701

		-0.1855		0.0322		0.0419		-0.1855		0.2395		-0.1855

		0.2395		0.0419		-0.3046		0.2395		0.3637		0.2395

		0.3637		-0.3046		0.206		0.3637		-0.0239		0.3637

		-0.0239		0.206		0.3198		-0.0239		0.0949		-0.0239

		0.0949		0.3198		0.2927		0.0949		-0.1488		0.0949

		-0.1488		0.2927		0.2906		-0.1488		-0.1443		-0.1488

		-0.1443		0.2906		0.2991		-0.1443		-0.1374		-0.1443

		-0.1374		0.2991		0.2722		-0.1374		-0.1587		-0.1374

		-0.1587		0.2722		0.341		-0.1587		-0.0934		-0.1587

		-0.0934		0.341		0.0607		-0.0934		-0.2705		-0.0934

		-0.2705		0.0607		0.1285		-0.2705		0.2016		-0.2705

		0.2016		0.1285		-0.0363		0.2016		0.2834		0.2016

		0.2834		-0.0363		-0.3808		0.2834		0.3789		0.2834

		0.3789		-0.3808		-0.1371		0.3789		-0.263		0.3789

		-0.263		-0.1371		0.1759		-0.263		0.1333		-0.263

		0.1333		0.1759		0.1743		0.1333		0.1956		0.1333

		0.1956		0.1743		0.1328		0.1956		0.2169		0.1956

		0.2169		0.1328		-0.0333		0.2169		0.2828		0.2169

		0.2828		-0.0333		-0.3826		0.2828		0.3796		0.2828

		0.3796		-0.3826		-0.1532		0.3796		-0.2693		0.3796

		-0.2693		-0.1532		0.1979		-0.2693		0.1097		-0.2693

		0.1097		0.1979		0.2542		0.1097		0.1502		0.1097

		0.1502		0.2542		0.3674		0.1502		0.0436		0.1502

		0.0436		0.3674		-0.058		0.0436		-0.3168		0.0436

		-0.3168		-0.058		0.1154		-0.3168		0.1893		-0.3168

		0.1893		0.1154		-0.0704		0.1893		0.2946		0.1893

		0.2946		-0.0704				0.2946				0.2946





Henon1

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0

		0		0



x

y

t

x,y

Аттрактор Энона. Временные ряды х,у
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Аттрактор Энона. (a=1.4, b=0.3)
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Диаграмма3
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R2n

R2s

log(1/a)

R2n, R2s

AO 6659 (09.06.91; 5:29)

D2n/2 = 1.266
R2 = 0.980

D2s/2 = 0.612
R2 = 0.912
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Лист1

		





l509096eS

		e		lg1/e		LFa		LFn		LFs		Ha		Hn		Hs		Sa		Sn		Ss		Ra		Rn		Rs		LFa		LFn		LFs

		1		0		26.38		24.67		25.853		17.978		17.044		16.909		16.475		5.345		11.13		15.862		18.521		16.111		26.38		24.67		25.853

		2		1		25.378		23.667		24.852		16.994		16.06		15.924		15.474		5.036		10.438		14.861		17.524		15.109		25.378		23.667		24.852

		3		1.585		24.789		23.076		24.265		16.405		15.474		15.333		14.885		4.848		10.036		14.273		16.943		14.519		24.789		23.076		24.265

		4		2		24.376		22.664		23.85		15.997		15.069		14.921		14.47		4.726		9.744		13.859		16.525		14.106		24.376		22.664		23.85

		6		2.585		23.788		22.073		23.263		15.408		14.483		14.328		13.882		4.54		9.342		13.271		15.944		13.517		23.788		22.073		23.263

		8		3		23.371		21.656		22.847		14.998		14.07		13.923		13.471		4.415		9.056		12.857		15.539		13.102		23.371		21.656		22.847

		9		3.17		23.2		21.541		22.65		14.817		13.893		13.738		13.295		4.495		8.8		12.686		15.108		12.984		23.2		21.541		22.65

		12		3.585		22.703		21.552		21.841		14.409		13.531		13.275		12.972		5.933		7.039		12.436		13.651		13.249		22.703		21.552		21.841

		16		4		22.114		21.063		21.163		13.999		13.155		12.823		12.688		6.229		6.458		12.215		13.401		13.05		22.114		21.063		21.163

		20		4.322		21.62		20.606		20.635		13.671		12.834		12.488		12.425		6.25		6.176		11.971		13.115		12.84		21.62		20.606		20.635

		25		4.644		21.18		20.194		20.166		13.344		12.512		12.154		12.184		6.234		5.95		11.772		12.865		12.685		21.18		20.194		20.166

		30		4.907		20.813		19.953		19.658		13.082		12.276		11.857		11.984		6.65		5.334		11.598		12.518		12.683		20.813		19.953		19.658

		36		5.17		20.367		19.575		19.125		12.819		12.041		11.556		11.786		6.848		4.939		11.418		12.278		12.574		20.367		19.575		19.125

		42		5.392		20		19.211		18.753		12.599		11.808		11.355		11.629		6.759		4.87		11.277		12.106		12.47		20		19.211		18.753

		49		5.615		19.666		18.849		18.456		12.379		11.586		11.138		11.451		6.543		4.908		11.114		11.994		12.244		19.666		18.849		18.456
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S

Log(Nn), Log(Ns)
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		e		lg1/e		LFa		LFn		LFs		Ha		Hn		Hs		Sa		Sn		Ss		Ra		Rn		Rs		LFa		LFn		LFs

		1		0		26.38		24.67		25.853		17.978		17.044		16.909		16.475		5.345		11.13		15.862		18.521		16.111		26.38		24.67		25.853

		2		1		25.378		23.667		24.852		16.994		16.06		15.924		15.474		5.036		10.438		14.861		17.524		15.109		25.378		23.667		24.852

		3		1.585		24.789		23.076		24.265		16.405		15.474		15.333		14.885		4.848		10.036		14.273		16.943		14.519		24.789		23.076		24.265

		4		2		24.376		22.664		23.85		15.997		15.069		14.921		14.47		4.726		9.744		13.859		16.525		14.106		24.376		22.664		23.85

		6		2.585		23.788		22.073		23.263		15.408		14.483		14.328		13.882		4.54		9.342		13.271		15.944		13.517		23.788		22.073		23.263

		8		3		23.371		21.656		22.847		14.998		14.07		13.923		13.471		4.415		9.056		12.857		15.539		13.102		23.371		21.656		22.847

		9		3.17		23.2		21.541		22.65		14.817		13.893		13.738		13.295		4.495		8.8		12.686		15.108		12.984		23.2		21.541		22.65

		12		3.585		22.703		21.552		21.841		14.409		13.531		13.275		12.972		5.933		7.039		12.436		13.651		13.249		22.703		21.552		21.841

		16		4		22.114		21.063		21.163		13.999		13.155		12.823		12.688		6.229		6.458		12.215		13.401		13.05		22.114		21.063		21.163

		20		4.322		21.62		20.606		20.635		13.671		12.834		12.488		12.425		6.25		6.176		11.971		13.115		12.84		21.62		20.606		20.635

		25		4.644		21.18		20.194		20.166		13.344		12.512		12.154		12.184		6.234		5.95		11.772		12.865		12.685		21.18		20.194		20.166

		30		4.907		20.813		19.953		19.658		13.082		12.276		11.857		11.984		6.65		5.334		11.598		12.518		12.683		20.813		19.953		19.658

		36		5.17		20.367		19.575		19.125		12.819		12.041		11.556		11.786		6.848		4.939		11.418		12.278		12.574		20.367		19.575		19.125

		42		5.392		20		19.211		18.753		12.599		11.808		11.355		11.629		6.759		4.87		11.277		12.106		12.47		20		19.211		18.753

		49		5.615		19.666		18.849		18.456		12.379		11.586		11.138		11.451		6.543		4.908		11.114		11.994		12.244		19.666		18.849		18.456
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l509096eS


			e			lg1/e			LFa			LFn			LFs			Ha			Hn			Hs			Sa			Sn			Ss			Ra			Rn			Rs			LFa			LFn			LFs


			1			0			26.38			24.67			25.853			17.978			17.044			16.909			16.475			5.345			11.13			15.862			18.521			16.111			26.38			24.67			25.853


			2			1			25.378			23.667			24.852			16.994			16.06			15.924			15.474			5.036			10.438			14.861			17.524			15.109			25.378			23.667			24.852


			3			1.585			24.789			23.076			24.265			16.405			15.474			15.333			14.885			4.848			10.036			14.273			16.943			14.519			24.789			23.076			24.265


			4			2			24.376			22.664			23.85			15.997			15.069			14.921			14.47			4.726			9.744			13.859			16.525			14.106			24.376			22.664			23.85


			6			2.585			23.788			22.073			23.263			15.408			14.483			14.328			13.882			4.54			9.342			13.271			15.944			13.517			23.788			22.073			23.263


			8			3			23.371			21.656			22.847			14.998			14.07			13.923			13.471			4.415			9.056			12.857			15.539			13.102			23.371			21.656			22.847


			9			3.17			23.2			21.541			22.65			14.817			13.893			13.738			13.295			4.495			8.8			12.686			15.108			12.984			23.2			21.541			22.65


			12			3.585			22.703			21.552			21.841			14.409			13.531			13.275			12.972			5.933			7.039			12.436			13.651			13.249			22.703			21.552			21.841


			16			4			22.114			21.063			21.163			13.999			13.155			12.823			12.688			6.229			6.458			12.215			13.401			13.05			22.114			21.063			21.163


			20			4.322			21.62			20.606			20.635			13.671			12.834			12.488			12.425			6.25			6.176			11.971			13.115			12.84			21.62			20.606			20.635


			25			4.644			21.18			20.194			20.166			13.344			12.512			12.154			12.184			6.234			5.95			11.772			12.865			12.685			21.18			20.194			20.166


			30			4.907			20.813			19.953			19.658			13.082			12.276			11.857			11.984			6.65			5.334			11.598			12.518			12.683			20.813			19.953			19.658


			36			5.17			20.367			19.575			19.125			12.819			12.041			11.556			11.786			6.848			4.939			11.418			12.278			12.574			20.367			19.575			19.125


			42			5.392			20			19.211			18.753			12.599			11.808			11.355			11.629			6.759			4.87			11.277			12.106			12.47			20			19.211			18.753


			49			5.615			19.666			18.849			18.456			12.379			11.586			11.138			11.451			6.543			4.908			11.114			11.994			12.244			19.666			18.849			18.456
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l509096eS


			e			lg1/e			LFa			LFn			LFs			Ha			Hn			Hs			Sa			Sn			Ss			Ra			Rn			Rs			LFa			LFn			LFs


			1			0			26.38			24.67			25.853			17.978			17.044			16.909			16.475			5.345			11.13			15.862			18.521			16.111			26.38			24.67			25.853


			2			1			25.378			23.667			24.852			16.994			16.06			15.924			15.474			5.036			10.438			14.861			17.524			15.109			25.378			23.667			24.852


			3			1.585			24.789			23.076			24.265			16.405			15.474			15.333			14.885			4.848			10.036			14.273			16.943			14.519			24.789			23.076			24.265


			4			2			24.376			22.664			23.85			15.997			15.069			14.921			14.47			4.726			9.744			13.859			16.525			14.106			24.376			22.664			23.85


			6			2.585			23.788			22.073			23.263			15.408			14.483			14.328			13.882			4.54			9.342			13.271			15.944			13.517			23.788			22.073			23.263


			8			3			23.371			21.656			22.847			14.998			14.07			13.923			13.471			4.415			9.056			12.857			15.539			13.102			23.371			21.656			22.847
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			30			4.907			20.813			19.953			19.658			13.082			12.276			11.857			11.984			6.65			5.334			11.598			12.518			12.683			20.813			19.953			19.658


			36			5.17			20.367			19.575			19.125			12.819			12.041			11.556			11.786			6.848			4.939			11.418			12.278			12.574			20.367			19.575			19.125


			42			5.392			20			19.211			18.753			12.599			11.808			11.355			11.629			6.759			4.87			11.277			12.106			12.47			20			19.211			18.753


			49			5.615			19.666			18.849			18.456			12.379			11.586			11.138			11.451			6.543			4.908			11.114			11.994			12.244			19.666			18.849			18.456
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				e				lg1/e				LFa				LFn				LFs				Ha				Hn				Hs				Sa				Sn				Ss				Ra				Rn				Rs				LFa				LFn				LFs



				1				0				26.38				24.67				25.853				17.978				17.044				16.909				16.475				5.345				11.13				15.862				18.521				16.111				26.38				24.67				25.853



				2				1				25.378				23.667				24.852				16.994				16.06				15.924				15.474				5.036				10.438				14.861				17.524				15.109				25.378				23.667				24.852



				3				1.585				24.789				23.076				24.265				16.405				15.474				15.333				14.885				4.848				10.036				14.273				16.943				14.519				24.789				23.076				24.265



				4				2				24.376				22.664				23.85				15.997				15.069				14.921				14.47				4.726				9.744				13.859				16.525				14.106				24.376				22.664				23.85



				6				2.585				23.788				22.073				23.263				15.408				14.483				14.328				13.882				4.54				9.342				13.271				15.944				13.517				23.788				22.073				23.263



				8				3				23.371				21.656				22.847				14.998				14.07				13.923				13.471				4.415				9.056				12.857				15.539				13.102				23.371				21.656				22.847



				9				3.17				23.2				21.541				22.65				14.817				13.893				13.738				13.295				4.495				8.8				12.686				15.108				12.984				23.2				21.541				22.65



				12				3.585				22.703				21.552				21.841				14.409				13.531				13.275				12.972				5.933				7.039				12.436				13.651				13.249				22.703				21.552				21.841



				16				4				22.114				21.063				21.163				13.999				13.155				12.823				12.688				6.229				6.458				12.215				13.401				13.05				22.114				21.063				21.163



				20				4.322				21.62				20.606				20.635				13.671				12.834				12.488				12.425				6.25				6.176				11.971				13.115				12.84				21.62				20.606				20.635



				25				4.644				21.18				20.194				20.166				13.344				12.512				12.154				12.184				6.234				5.95				11.772				12.865				12.685				21.18				20.194				20.166



				30				4.907				20.813				19.953				19.658				13.082				12.276				11.857				11.984				6.65				5.334				11.598				12.518				12.683				20.813				19.953				19.658



				36				5.17				20.367				19.575				19.125				12.819				12.041				11.556				11.786				6.848				4.939				11.418				12.278				12.574				20.367				19.575				19.125



				42				5.392				20				19.211				18.753				12.599				11.808				11.355				11.629				6.759				4.87				11.277				12.106				12.47				20				19.211				18.753



				49				5.615				19.666				18.849				18.456				12.379				11.586				11.138				11.451				6.543				4.908				11.114				11.994				12.244				19.666				18.849				18.456
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				e				lg1/e				LFa				LFn				LFs				Ha				Hn				Hs				Sa				Sn				Ss				Ra				Rn				Rs				LFa				LFn				LFs



				1				0				26.38				24.67				25.853				17.978				17.044				16.909				16.475				5.345				11.13				15.862				18.521				16.111				26.38				24.67				25.853



				2				1				25.378				23.667				24.852				16.994				16.06				15.924				15.474				5.036				10.438				14.861				17.524				15.109				25.378				23.667				24.852



				3				1.585				24.789				23.076				24.265				16.405				15.474				15.333				14.885				4.848				10.036				14.273				16.943				14.519				24.789				23.076				24.265



				4				2				24.376				22.664				23.85				15.997				15.069				14.921				14.47				4.726				9.744				13.859				16.525				14.106				24.376				22.664				23.85



				6				2.585				23.788				22.073				23.263				15.408				14.483				14.328				13.882				4.54				9.342				13.271				15.944				13.517				23.788				22.073				23.263



				8				3				23.371				21.656				22.847				14.998				14.07				13.923				13.471				4.415				9.056				12.857				15.539				13.102				23.371				21.656				22.847



				9				3.17				23.2				21.541				22.65				14.817				13.893				13.738				13.295				4.495				8.8				12.686				15.108				12.984				23.2				21.541				22.65



				12				3.585				22.703				21.552				21.841				14.409				13.531				13.275				12.972				5.933				7.039				12.436				13.651				13.249				22.703				21.552				21.841



				16				4				22.114				21.063				21.163				13.999				13.155				12.823				12.688				6.229				6.458				12.215				13.401				13.05				22.114				21.063				21.163



				20				4.322				21.62				20.606				20.635				13.671				12.834				12.488				12.425				6.25				6.176				11.971				13.115				12.84				21.62				20.606				20.635



				25				4.644				21.18				20.194				20.166				13.344				12.512				12.154				12.184				6.234				5.95				11.772				12.865				12.685				21.18				20.194				20.166



				30				4.907				20.813				19.953				19.658				13.082				12.276				11.857				11.984				6.65				5.334				11.598				12.518				12.683				20.813				19.953				19.658



				36				5.17				20.367				19.575				19.125				12.819				12.041				11.556				11.786				6.848				4.939				11.418				12.278				12.574				20.367				19.575				19.125



				42				5.392				20				19.211				18.753				12.599				11.808				11.355				11.629				6.759				4.87				11.277				12.106				12.47				20				19.211				18.753



				49				5.615				19.666				18.849				18.456				12.379				11.586				11.138				11.451				6.543				4.908				11.114				11.994				12.244				19.666				18.849				18.456
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			49			5.615			19.666			18.849			18.456			12.379			11.586			11.138			11.451			6.543			4.908			11.114			11.994			12.244			19.666			18.849			18.456








l509096eS


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0





N


S


Log(Nn), Log(Ns)


Log(Fn), Log(Fs)


Fs= 1.31x + 4.16


Fn = 1.02x + 7.39


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0





			0						0


			0						0


			0						0


			0						0


			0						0


			0						0


			0						0


			0						0


			0						0





N


S


N = 1.81x - 2.59


S = 1.61x + 0.57


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0





			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0





N


S


N = 1.01x + 7.40


S = 1.00x + 8.86


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0





			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0





N


S


x=-Log(1/e)


Hn, Hs


Hs = -1.04x + 16.98


Hn = -0.97x + 17.01


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0





			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0





Rn


Rs


x=-Log(1/e)


Rn, Rs


Rn = -1.27x + 18.84


Rs = -0.61x + 15.50


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0





			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0





Sn


Ss


x=-Log(1/e)


Sn, Ss


Ss = -1.29x + 12


Sn = 0.41x + 4.28


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0





			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0





Sn


Ss


x=-Log(1/e)


Sn, Ss


Ss = -1.60x + 13.38


Sn = 0.84x + 2.34


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0





			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0


			0			0





R0n


R0s


log(1/e)


R0n, R0s


AO 6659 (09.06.91; 5:29)


D0n = 0.967
R2 = 0.999


D0s = 1.039
R2 = 0.999


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0








_1334235600.unknown

_1334225329.unknown

_1334225341.unknown

_1334225305.unknown

_1334225153.unknown

_1334225162.unknown

_1334224758.unknown

_1334225125.unknown

_1334224810.unknown

_1334224744.unknown

_1334071003.unknown

_1334136788.unknown

_1334141213.unknown

_1334141249.unknown

_1334141755.unknown

_1334140859.unknown

_1334071022.unknown

_1334070949.unknown

_1334070963.unknown

_1331293073.unknown

_1333044672.unknown

_1333546946.unknown

_1333743134.unknown

_1334070893.unknown

_1333547369.unknown

_1333175579.unknown

_1333040172.unknown

_1331292545.unknown

_1331293018.unknown

_1331292322.unknown

_1331292458.unknown

_1328625120.unknown

_1328774779.unknown

_1328861524.unknown

_1328774640.unknown

_1328541491.unknown

_1328542489.unknown

_1328542529.unknown

_1328541815.unknown

_1328542116.unknown

_1328537261.unknown

_1328539924.unknown

_1328512741.unknown

_1145432882.unknown

_1328342568.unknown

_1328509299.unknown

_1328509314.unknown

_1328342577.unknown

_1224448457.unknown

_1226948706.unknown

_1228061993.xls
Диаграмма1

		0

		0.0034722222

		0.0069444444

		0.0104166667

		0.0138888889

		0.0173611111

		0.0208333333

		0.0243055556

		0.0277777778

		0.03125

		0.0347222222

		0.0381944444

		0.0416666667

		0.0451388889

		0.0486111111

		0.0520833333

		0.0555555556

		0.0590277778

		0.0625

		0.0659722222

		0.0694444444

		0.0729166667

		0.0763888889

		0.0798611111

		0.0833333333

		0.0868055556

		0.0902777778

		0.09375

		0.0972222222

		0.1006944444

		0.1041666667

		0.1076388889

		0.1111111111

		0.1145833333

		0.1180555556

		0.1215277778

		0.125

		0.1284722222

		0.1319444444

		0.1354166667

		0.1388888889

		0.1423611111

		0.1458333333

		0.1493055556

		0.1527777778

		0.15625

		0.1597222222

		0.1631944444

		0.1666666667

		0.1701388889

		0.1736111111

		0.1770833333

		0.1805555556

		0.1840277778

		0.1875

		0.1909722222

		0.1944444444

		0.1979166667

		0.2013888889

		0.2048611111

		0.2083333333

		0.2118055556

		0.2152777778

		0.21875

		0.2222222222

		0.2256944444

		0.2291666667

		0.2326388889

		0.2361111111

		0.2395833333

		0.2430555556

		0.2465277778

		0.25

		0.2534722222

		0.2569444444

		0.2604166667

		0.2638888889

		0.2673611111

		0.2708333333

		0.2743055556

		0.2777777778

		0.28125

		0.2847222222

		0.2881944444

		0.2916666667

		0.2951388889

		0.2986111111

		0.3020833333

		0.3055555556

		0.3090277778

		0.3125

		0.3159722222

		0.3194444444

		0.3229166667

		0.3263888889

		0.3298611111

		0.3333333333

		0.3368055556

		0.3402777778

		0.34375

		0.3472222222

		0.3506944444

		0.3541666667

		0.3576388889

		0.3611111111

		0.3645833333

		0.3680555556

		0.3715277778

		0.375

		0.3784722222

		0.3819444444

		0.3854166667

		0.3888888889

		0.3923611111

		0.3958333333

		0.3993055556

		0.4027777778

		0.40625

		0.4097222222

		0.4131944444

		0.4166666667

		0.4201388889

		0.4236111111

		0.4270833333

		0.4305555556

		0.4340277778

		0.4375

		0.4409722222

		0.4444444444

		0.4479166667

		0.4513888889

		0.4548611111

		0.4583333333

		0.4618055556

		0.4652777778

		0.46875

		0.4722222222

		0.4756944444

		0.4791666667

		0.4826388889

		0.4861111111

		0.4895833333

		0.4930555556

		0.4965277778

		0.5

		0.5034722222

		0.5069444444

		0.5104166667

		0.5138888889

		0.5173611111

		0.5208333333

		0.5243055556

		0.5277777778

		0.53125

		0.5347222222

		0.5381944444

		0.5416666667

		0.5451388889

		0.5486111111

		0.5520833333

		0.5555555556

		0.5590277778

		0.5625

		0.5659722222

		0.5694444444

		0.5729166667

		0.5763888889

		0.5798611111

		0.5833333333

		0.5868055556

		0.5902777778

		0.59375

		0.5972222222

		0.6006944444

		0.6041666667

		0.6076388889

		0.6111111111

		0.6145833333

		0.6180555556

		0.6215277778

		0.625

		0.6284722222

		0.6319444444

		0.6354166667

		0.6388888889

		0.6423611111

		0.6458333333

		0.6493055556

		0.6527777778

		0.65625

		0.6597222222

		0.6631944444

		0.6666666667

		0.6701388889

		0.6736111111

		0.6770833333

		0.6805555556

		0.6840277778

		0.6875

		0.6909722222

		0.6944444444

		0.6979166667

		0.7013888889

		0.7048611111

		0.7083333333

		0.7118055556

		0.7152777778

		0.71875

		0.7222222222

		0.7256944444

		0.7291666667

		0.7326388889

		0.7361111111

		0.7395833333

		0.7430555556

		0.7465277778

		0.75

		0.7534722222

		0.7569444444

		0.7604166667

		0.7638888889

		0.7673611111

		0.7708333333

		0.7743055556

		0.7777777778

		0.78125

		0.7847222222

		0.7881944444

		0.7916666667

		0.7951388889

		0.7986111111

		0.8020833333

		0.8055555556

		0.8090277778

		0.8125

		0.8159722222

		0.8194444444

		0.8229166667

		0.8263888889

		0.8298611111

		0.8333333333

		0.8368055556

		0.8402777778

		0.84375

		0.8472222222

		0.8506944444

		0.8541666667

		0.8576388889

		0.8611111111

		0.8645833333

		0.8680555556

		0.8715277778

		0.875

		0.8784722222

		0.8819444444

		0.8854166667

		0.8888888889

		0.8923611111

		0.8958333333

		0.8993055556

		0.9027777778

		0.90625

		0.9097222222

		0.9131944444

		0.9166666667

		0.9201388889

		0.9236111111

		0.9270833333

		0.9305555556

		0.9340277778

		0.9375

		0.9409722222

		0.9444444444

		0.9479166667

		0.9513888889

		0.9548611111

		0.9583333333

		0.9618055556

		0.9652777778

		0.96875

		0.9722222222

		0.9756944444

		0.9791666667

		0.9826388889

		0.9861111111

		0.9895833333

		0.9930555556

		0.9965277778



hh:mm

X-ray (W/m^2)

Solar X-ray 19.06.1999

0.000000891

0.00000092

0.000000875

0.000000875

0.000000873

0.000000889

0.000000975

0.00000103

0.00000103

0.000001

0.000001

0.00000101

0.00000106

0.00000111

0.00000111

0.00000112

0.00000112

0.00000108

0.00000106

0.00000104

0.00000103

0.00000122

0.00000126

0.00000109

0.00000101

0.000000989

0.00000102

0.00000108

0.00000122

0.00000118

0.00000108

0.00000105

0.000000998

0.000000942

0.000000955

0.00000102

0.00000102

0.000000995

0.000000951

0.000000902

0.00000091

0.000000914

0.000000986

0.00000103

0.00000112

0.0000011

0.00000104

0.00000105

0.00000109

0.00000107

0.00000104

0.00000101

0.000000975

0.000000938

0.000000933

0.000000964

0.000000946

0.000000957

0.000000979

0.000000962

0.000000966

0.000000971

0.000000998

0.000000973

0.000000955

0.000000933

0.00000092

0.000000942

0.000000851

0.000000811

0.000000802

0.000000897

0.00000101

0.000000951

0.00000101

0.0000011

0.00000112

0.00000112

0.00000111

0.00000112

0.00000121

0.00000131

0.0000013

0.00000126

0.00000122

0.00000118

0.00000108

0.000000993

0.000000938

0.00000091

0.000000883

0.000000893

0.000000873

0.000000834

0.000000782

0.000000741

0.000000713

0.000000752

0.000000863

0.000000843

0.000000836

0.000000839

0.000000841

0.000000857

0.000000873

0.000000877

0.000000893

0.000000916

0.000000897

0.000000885

0.000000925

0.00000101

0.000000982

0.000000953

0.000000948

0.00000091

0.000000853

0.000000826

0.000000839

0.000000851

0.000000861

0.000000875

0.000000853

0.000000796

0.000000759

0.000000822

0.000000918

0.000000979

0.000000984

0.000000944

0.000000908

0.000000875

0.000000895

0.00000094

0.000000944

0.000000918

0.000000895

0.000000869

0.000000857

0.000000867

0.000000843

0.000000841

0.000000877

0.000000881

0.000000869

0.000000906

0.000000889

0.000000873

0.000000849

0.000000839

0.00000083

0.000000804

0.000000789

0.000000782

0.000000787

0.000000785

0.000000774

0.000000757

0.00000074

0.000000735

0.000000719

0.000000713

0.000000735

0.000000769

0.000000912

0.0000021

0.0000043

0.00000502

0.00000447

0.00000381

0.00000331

0.00000289

0.00000257

0.00000233

0.00000214

0.00000201

0.000002

0.00000197

0.00000198

0.00000195

0.00000191

0.00000187

0.00000178

0.00000167

0.00000154

0.00000143

0.00000132

0.00000123

0.00000114

0.00000109

0.00000107

0.0000011

0.00000107

0.00000102

0.000000995

0.00000104

0.00000109

0.00000117

0.00000122

0.00000118

0.00000115

0.00000117

0.00000126

0.00000124

0.00000119

0.00000107

0.000001

0.000000977

0.000000964

0.000000942

0.000000938

0.000000933

0.000000927

0.000000897

0.000000869

0.000000887

0.000000933

0.000000899

0.000000853

0.000000815

0.000000785

0.000000764

0.000000753

0.000000748

0.000000741

0.00000074

0.000000753

0.00000074

0.000000752

0.000000776

0.000000793

0.000000773

0.000000767

0.000000764

0.000000736

0.000000708

0.000000692

0.000000685

0.000000695

0.000000693

0.000000681

0.000000675

0.000000665

0.000000649

0.000000652

0.000000655

0.000000746

0.000000771

0.000000733

0.0000007

0.000000687

0.000000719

0.000000723

0.000000728

0.000000723

0.000000698

0.000000689

0.000000684

0.00000067

0.000000664

0.000000679

0.000000738

0.000000755

0.000000807

0.000000853

0.000000908

0.000000891

0.000000962

0.00000102

0.00000124

0.00000236

0.00000372

0.00000394

0.00000342

0.00000277

0.00000258

0.00000207

0.00000181

0.0000017

0.0000016

0.00000159

0.00000144

0.00000137

0.00000133

0.00000128

0.00000128

0.00000128

0.00000122



5mXRay19_06_99

		0:00		8.91E-07

		0:05		9.20E-07

		0:10		8.75E-07

		0:15		8.75E-07

		0:20		8.73E-07

		0:25		8.89E-07

		0:30		9.75E-07

		0:35		1.03E-06

		0:40		1.03E-06

		0:45		1.00E-06

		0:50		1.00E-06

		0:55		1.01E-06

		1:00		1.06E-06

		1:05		1.11E-06

		1:10		1.11E-06

		1:15		1.12E-06

		1:20		1.12E-06

		1:25		1.08E-06

		1:30		1.06E-06

		1:35		1.04E-06

		1:40		1.03E-06

		1:45		1.22E-06

		1:50		1.26E-06

		1:55		1.09E-06

		2:00		1.01E-06

		2:05		9.89E-07

		2:10		1.02E-06

		2:15		1.08E-06

		2:20		1.22E-06

		2:25		1.18E-06

		2:30		1.08E-06

		2:35		1.05E-06

		2:40		9.98E-07

		2:45		9.42E-07

		2:50		9.55E-07

		2:55		1.02E-06

		3:00		1.02E-06

		3:05		9.95E-07

		3:10		9.51E-07

		3:15		9.02E-07

		3:20		9.10E-07

		3:25		9.14E-07

		3:30		9.86E-07

		3:35		1.03E-06

		3:40		1.12E-06

		3:45		1.10E-06

		3:50		1.04E-06

		3:55		1.05E-06

		4:00		1.09E-06

		4:05		1.07E-06

		4:10		1.04E-06

		4:15		1.01E-06

		4:20		9.75E-07

		4:25		9.38E-07

		4:30		9.33E-07

		4:35		9.64E-07

		4:40		9.46E-07

		4:45		9.57E-07

		4:50		9.79E-07

		4:55		9.62E-07

		5:00		9.66E-07

		5:05		9.71E-07

		5:10		9.98E-07

		5:15		9.73E-07

		5:20		9.55E-07

		5:25		9.33E-07

		5:30		9.20E-07

		5:35		9.42E-07

		5:40		8.51E-07

		5:45		8.11E-07

		5:50		8.02E-07

		5:55		8.97E-07

		6:00		1.01E-06

		6:05		9.51E-07

		6:10		1.01E-06

		6:15		1.10E-06

		6:20		1.12E-06

		6:25		1.12E-06

		6:30		1.11E-06

		6:35		1.12E-06

		6:40		1.21E-06

		6:45		1.31E-06

		6:50		1.30E-06

		6:55		1.26E-06

		7:00		1.22E-06

		7:05		1.18E-06

		7:10		1.08E-06

		7:15		9.93E-07

		7:20		9.38E-07

		7:25		9.10E-07

		7:30		8.83E-07

		7:35		8.93E-07

		7:40		8.73E-07

		7:45		8.34E-07

		7:50		7.82E-07

		7:55		7.41E-07

		8:00		7.13E-07

		8:05		7.52E-07

		8:10		8.63E-07

		8:15		8.43E-07

		8:20		8.36E-07

		8:25		8.39E-07

		8:30		8.41E-07

		8:35		8.57E-07

		8:40		8.73E-07

		8:45		8.77E-07

		8:50		8.93E-07

		8:55		9.16E-07

		9:00		8.97E-07

		9:05		8.85E-07

		9:10		9.25E-07

		9:15		1.01E-06

		9:20		9.82E-07

		9:25		9.53E-07

		9:30		9.48E-07

		9:35		9.10E-07

		9:40		8.53E-07

		9:45		8.26E-07

		9:50		8.39E-07

		9:55		8.51E-07

		10:00		8.61E-07

		10:05		8.75E-07

		10:10		8.53E-07

		10:15		7.96E-07

		10:20		7.59E-07

		10:25		8.22E-07

		10:30		9.18E-07

		10:35		9.79E-07

		10:40		9.84E-07

		10:45		9.44E-07

		10:50		9.08E-07

		10:55		8.75E-07

		11:00		8.95E-07

		11:05		9.40E-07

		11:10		9.44E-07

		11:15		9.18E-07

		11:20		8.95E-07

		11:25		8.69E-07

		11:30		8.57E-07

		11:35		8.67E-07

		11:40		8.43E-07

		11:45		8.41E-07

		11:50		8.77E-07

		11:55		8.81E-07

		12:00		8.69E-07

		12:05		9.06E-07

		12:10		8.89E-07

		12:15		8.73E-07

		12:20		8.49E-07

		12:25		8.39E-07

		12:30		8.30E-07

		12:35		8.04E-07

		12:40		7.89E-07

		12:45		7.82E-07

		12:50		7.87E-07

		12:55		7.85E-07

		13:00		7.74E-07

		13:05		7.57E-07

		13:10		7.40E-07

		13:15		7.35E-07

		13:20		7.19E-07

		13:25		7.13E-07

		13:30		7.35E-07

		13:35		7.69E-07

		13:40		9.12E-07

		13:45		2.10E-06

		13:50		4.30E-06

		13:55		5.02E-06

		14:00		4.47E-06

		14:05		3.81E-06

		14:10		3.31E-06

		14:15		2.89E-06

		14:20		2.57E-06

		14:25		2.33E-06

		14:30		2.14E-06

		14:35		2.01E-06

		14:40		2.00E-06

		14:45		1.97E-06

		14:50		1.98E-06

		14:55		1.95E-06

		15:00		1.91E-06

		15:05		1.87E-06

		15:10		1.78E-06

		15:15		1.67E-06

		15:20		1.54E-06

		15:25		1.43E-06

		15:30		1.32E-06

		15:35		1.23E-06

		15:40		1.14E-06

		15:45		1.09E-06

		15:50		1.07E-06

		15:55		1.10E-06

		16:00		1.07E-06

		16:05		1.02E-06

		16:10		9.95E-07

		16:15		1.04E-06

		16:20		1.09E-06

		16:25		1.17E-06

		16:30		1.22E-06

		16:35		1.18E-06

		16:40		1.15E-06

		16:45		1.17E-06

		16:50		1.26E-06

		16:55		1.24E-06

		17:00		1.19E-06

		17:05		1.07E-06

		17:10		1.00E-06

		17:15		9.77E-07

		17:20		9.64E-07

		17:25		9.42E-07

		17:30		9.38E-07

		17:35		9.33E-07

		17:40		9.27E-07

		17:45		8.97E-07

		17:50		8.69E-07

		17:55		8.87E-07

		18:00		9.33E-07

		18:05		8.99E-07

		18:10		8.53E-07

		18:15		8.15E-07

		18:20		7.85E-07

		18:25		7.64E-07

		18:30		7.53E-07

		18:35		7.48E-07

		18:40		7.41E-07

		18:45		7.40E-07

		18:50		7.53E-07

		18:55		7.40E-07

		19:00		7.52E-07

		19:05		7.76E-07

		19:10		7.93E-07

		19:15		7.73E-07

		19:20		7.67E-07

		19:25		7.64E-07

		19:30		7.36E-07

		19:35		7.08E-07

		19:40		6.92E-07

		19:45		6.85E-07

		19:50		6.95E-07

		19:55		6.93E-07

		20:00		6.81E-07

		20:05		6.75E-07

		20:10		6.65E-07

		20:15		6.49E-07

		20:20		6.52E-07

		20:25		6.55E-07

		20:30		7.46E-07

		20:35		7.71E-07

		20:40		7.33E-07

		20:45		7.00E-07

		20:50		6.87E-07

		20:55		7.19E-07

		21:00		7.23E-07

		21:05		7.28E-07

		21:10		7.23E-07

		21:15		6.98E-07

		21:20		6.89E-07

		21:25		6.84E-07

		21:30		6.70E-07

		21:35		6.64E-07

		21:40		6.79E-07

		21:45		7.38E-07

		21:50		7.55E-07

		21:55		8.07E-07

		22:00		8.53E-07

		22:05		9.08E-07

		22:10		8.91E-07

		22:15		9.62E-07

		22:20		1.02E-06

		22:25		1.24E-06

		22:30		2.36E-06

		22:35		3.72E-06

		22:40		3.94E-06

		22:45		3.42E-06

		22:50		2.77E-06

		22:55		2.58E-06

		23:00		2.07E-06

		23:05		1.81E-06

		23:10		1.70E-06

		23:15		1.60E-06

		23:20		1.59E-06

		23:25		1.44E-06

		23:30		1.37E-06

		23:35		1.33E-06

		23:40		1.28E-06

		23:45		1.28E-06

		23:50		1.28E-06

		23:55		1.22E-06





5mXRay19_06_99

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0



hh:mm

X-ray (W/m^2)

Solar X-ray 19.06.1999

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0




_1328079866.unknown

_1228039745.xls
Диаграмма1

		0

		0.0034722222

		0.0069444444

		0.0104166667

		0.0138888889

		0.0173611111

		0.0208333333

		0.0243055556

		0.0277777778

		0.03125

		0.0347222222

		0.0381944444

		0.0416666667

		0.0451388889

		0.0486111111

		0.0520833333

		0.0555555556

		0.0590277778

		0.0625

		0.0659722222

		0.0694444444

		0.0729166667

		0.0763888889

		0.0798611111

		0.0833333333

		0.0868055556

		0.0902777778

		0.09375

		0.0972222222

		0.1006944444

		0.1041666667

		0.1076388889

		0.1111111111

		0.1145833333

		0.1180555556

		0.1215277778

		0.125

		0.1284722222

		0.1319444444

		0.1354166667

		0.1388888889

		0.1423611111

		0.1458333333

		0.1493055556

		0.1527777778

		0.15625

		0.1597222222

		0.1631944444

		0.1666666667

		0.1701388889

		0.1736111111

		0.1770833333

		0.1805555556

		0.1840277778

		0.1875

		0.1909722222

		0.1944444444

		0.1979166667

		0.2013888889

		0.2048611111

		0.2083333333

		0.2118055556

		0.2152777778

		0.21875

		0.2222222222

		0.2256944444

		0.2291666667

		0.2326388889

		0.2361111111

		0.2395833333

		0.2430555556

		0.2465277778

		0.25

		0.2534722222

		0.2569444444

		0.2604166667

		0.2638888889

		0.2673611111

		0.2708333333

		0.2743055556

		0.2777777778

		0.28125

		0.2847222222

		0.2881944444

		0.2916666667

		0.2951388889

		0.2986111111

		0.3020833333

		0.3055555556

		0.3090277778

		0.3125

		0.3159722222

		0.3194444444

		0.3229166667

		0.3263888889

		0.3298611111

		0.3333333333

		0.3368055556

		0.3402777778

		0.34375

		0.3472222222

		0.3506944444

		0.3541666667

		0.3576388889

		0.3611111111

		0.3645833333

		0.3680555556

		0.3715277778

		0.375

		0.3784722222

		0.3819444444

		0.3854166667

		0.3888888889

		0.3923611111

		0.3958333333

		0.3993055556

		0.4027777778

		0.40625

		0.4097222222

		0.4131944444

		0.4166666667

		0.4201388889

		0.4236111111

		0.4270833333

		0.4305555556

		0.4340277778

		0.4375

		0.4409722222

		0.4444444444

		0.4479166667

		0.4513888889

		0.4548611111

		0.4583333333

		0.4618055556

		0.4652777778

		0.46875

		0.4722222222

		0.4756944444

		0.4791666667

		0.4826388889

		0.4861111111

		0.4895833333

		0.4930555556

		0.4965277778

		0.5

		0.5034722222

		0.5069444444

		0.5104166667

		0.5138888889

		0.5173611111

		0.5208333333

		0.5243055556

		0.5277777778

		0.53125

		0.5347222222

		0.5381944444

		0.5416666667

		0.5451388889

		0.5486111111

		0.5520833333

		0.5555555556

		0.5590277778

		0.5625

		0.5659722222

		0.5694444444

		0.5729166667

		0.5763888889

		0.5798611111

		0.5833333333

		0.5868055556

		0.5902777778

		0.59375

		0.5972222222

		0.6006944444

		0.6041666667

		0.6076388889

		0.6111111111

		0.6145833333

		0.6180555556

		0.6215277778

		0.625

		0.6284722222

		0.6319444444

		0.6354166667

		0.6388888889

		0.6423611111

		0.6458333333

		0.6493055556

		0.6527777778

		0.65625

		0.6597222222

		0.6631944444

		0.6666666667

		0.6701388889

		0.6736111111

		0.6770833333

		0.6805555556

		0.6840277778

		0.6875

		0.6909722222

		0.6944444444

		0.6979166667

		0.7013888889

		0.7048611111

		0.7083333333

		0.7118055556

		0.7152777778

		0.71875

		0.7222222222

		0.7256944444

		0.7291666667

		0.7326388889

		0.7361111111

		0.7395833333

		0.7430555556

		0.7465277778

		0.75

		0.7534722222

		0.7569444444

		0.7604166667

		0.7638888889

		0.7673611111

		0.7708333333

		0.7743055556

		0.7777777778

		0.78125

		0.7847222222

		0.7881944444

		0.7916666667

		0.7951388889

		0.7986111111

		0.8020833333

		0.8055555556

		0.8090277778

		0.8125

		0.8159722222

		0.8194444444

		0.8229166667

		0.8263888889

		0.8298611111

		0.8333333333

		0.8368055556

		0.8402777778

		0.84375

		0.8472222222

		0.8506944444

		0.8541666667

		0.8576388889

		0.8611111111

		0.8645833333

		0.8680555556

		0.8715277778

		0.875

		0.8784722222

		0.8819444444

		0.8854166667

		0.8888888889

		0.8923611111

		0.8958333333

		0.8993055556

		0.9027777778

		0.90625

		0.9097222222

		0.9131944444

		0.9166666667

		0.9201388889

		0.9236111111

		0.9270833333

		0.9305555556

		0.9340277778

		0.9375

		0.9409722222

		0.9444444444

		0.9479166667

		0.9513888889

		0.9548611111

		0.9583333333

		0.9618055556

		0.9652777778

		0.96875

		0.9722222222

		0.9756944444

		0.9791666667

		0.9826388889

		0.9861111111

		0.9895833333

		0.9930555556

		0.9965277778



Time hh:mm

X-ray (W/m^2)

Solar X-ray flux 17.06.1999

0.000000664

0.00000065

0.000000638

0.000000689

0.000000927

0.0000022

0.00000455

0.00000566

0.00000457

0.00000371

0.00000302

0.00000252

0.0000021

0.00000179

0.0000015

0.00000131

0.00000117

0.00000106

0.000000953

0.000000875

0.000000834

0.000000789

0.000000757

0.00000075

0.000000753

0.000000789

0.000000802

0.000000817

0.000000931

0.000000885

0.000000809

0.000000793

0.000000767

0.000000791

0.000000774

0.000000991

0.000000986

0.000000847

0.000000925

0.000000865

0.000000741

0.000000724

0.000000665

0.000000658

0.000000647

0.000000661

0.000000685

0.000000787

0.000000746

0.000000738

0.00000071

0.000000685

0.000000681

0.000000714

0.000000719

0.000000695

0.000000697

0.000000818

0.000000933

0.000000929

0.000000857

0.000000782

0.000000703

0.000000678

0.000000662

0.000000647

0.000000643

0.00000064

0.000000678

0.000000646

0.000000643

0.000000661

0.000000701

0.000000766

0.00000119

0.00000141

0.00000111

0.00000116

0.000000916

0.000000832

0.000000782

0.00000074

0.000000719

0.000000678

0.000000671

0.000000671

0.000000682

0.000000685

0.000000798

0.000000693

0.000000675

0.000000628

0.000000598

0.000000625

0.000000641

0.000000605

0.00000061

0.000000679

0.000000736

0.000000771

0.000000735

0.000000838

0.000000968

0.00000112

0.000000955

0.000000766

0.000000767

0.000000877

0.000000773

0.000000714

0.00000076

0.00000137

0.00000284

0.00000327

0.00000329

0.00000269

0.00000216

0.0000018

0.00000148

0.0000013

0.00000119

0.00000111

0.00000116

0.00000116

0.00000114

0.0000011

0.0000011

0.00000109

0.000000984

0.000000879

0.00000082

0.000000824

0.000000793

0.000000782

0.000000766

0.0000008

0.000000789

0.00000078

0.0000008

0.000000811

0.000000789

0.000000774

0.000000813

0.000000895

0.00000121

0.00000118

0.00000104

0.000000929

0.000000857

0.000000802

0.000000748

0.000000718

0.000000697

0.000000678

0.000000698

0.000000708

0.000000701

0.000000713

0.000000701

0.00000074

0.000000791

0.00000111

0.00000124

0.0000012

0.00000132

0.00000146

0.0000018

0.00000189

0.00000155

0.00000122

0.00000105

0.000000975

0.000000929

0.000000959

0.000000968

0.000000929

0.000000959

0.00000112

0.00000105

0.000000984

0.000000931

0.000000893

0.000000891

0.000000879

0.000000887

0.000000849

0.000000875

0.000000971

0.00000136

0.00000131

0.00000109

0.00000102

0.000000908

0.000000839

0.000000818

0.00000082

0.000000845

0.000000908

0.000000855

0.000000804

0.000000802

0.000000897

0.00000114

0.00000129

0.0000014

0.0000015

0.00000153

0.00000196

0.00000927

0.0000334

0.0000352

0.0000227

0.0000148

0.00000982

0.00000635

0.0000042

0.0000029

0.00000223

0.00000182

0.00000154

0.00000137

0.00000127

0.00000127

0.00000118

0.00000117

0.00000125

0.00000131

0.00000129

0.00000148

0.00000133

0.0000012

0.00000115

0.00000113

0.0000011

0.00000107

0.00000108

0.0000011

0.00000111

0.00000112

0.00000114

0.00000117

0.00000118

0.00000118

0.00000112

0.0000011

0.00000109

0.00000111

0.00000112

0.00000111

0.00000107

0.000001

0.000000971

0.000000918

0.000000923

0.000000955

0.000000927

0.000000942

0.000000993

0.00000119

0.00000105

0.00000101

0.000000982

0.00000105

0.00000107

0.00000104

0.000000979

0.000000935

0.000000895

0.000000891

0.000000857

0.000000843

0.000000822

0.000000851

0.000000863

0.000000853

0.000000865

0.000000885

0.000000859

0.000000832

0.000000861

0.000000906

0.000000902

0.000000902

0.000000851

0.000000826

0.000000811

0.000000871

0.00000124



5mXRay17_06_99

		0:00		6.64E-07

		0:05		6.50E-07

		0:10		6.38E-07

		0:15		6.89E-07

		0:20		9.27E-07

		0:25		2.20E-06

		0:30		4.55E-06

		0:35		5.66E-06

		0:40		4.57E-06

		0:45		3.71E-06

		0:50		3.02E-06

		0:55		2.52E-06

		1:00		2.10E-06

		1:05		1.79E-06

		1:10		1.50E-06

		1:15		1.31E-06

		1:20		1.17E-06

		1:25		1.06E-06

		1:30		9.53E-07

		1:35		8.75E-07

		1:40		8.34E-07

		1:45		7.89E-07

		1:50		7.57E-07

		1:55		7.50E-07

		2:00		7.53E-07

		2:05		7.89E-07

		2:10		8.02E-07

		2:15		8.17E-07

		2:20		9.31E-07

		2:25		8.85E-07

		2:30		8.09E-07

		2:35		7.93E-07

		2:40		7.67E-07

		2:45		7.91E-07

		2:50		7.74E-07

		2:55		9.91E-07

		3:00		9.86E-07

		3:05		8.47E-07

		3:10		9.25E-07

		3:15		8.65E-07

		3:20		7.41E-07

		3:25		7.24E-07

		3:30		6.65E-07

		3:35		6.58E-07

		3:40		6.47E-07

		3:45		6.61E-07

		3:50		6.85E-07

		3:55		7.87E-07

		4:00		7.46E-07

		4:05		7.38E-07

		4:10		7.10E-07

		4:15		6.85E-07

		4:20		6.81E-07

		4:25		7.14E-07

		4:30		7.19E-07

		4:35		6.95E-07

		4:40		6.97E-07

		4:45		8.18E-07

		4:50		9.33E-07

		4:55		9.29E-07

		5:00		8.57E-07

		5:05		7.82E-07

		5:10		7.03E-07

		5:15		6.78E-07

		5:20		6.62E-07

		5:25		6.47E-07

		5:30		6.43E-07

		5:35		6.40E-07

		5:40		6.78E-07

		5:45		6.46E-07

		5:50		6.43E-07

		5:55		6.61E-07

		6:00		7.01E-07

		6:05		7.66E-07

		6:10		1.19E-06

		6:15		1.41E-06

		6:20		1.11E-06

		6:25		1.16E-06

		6:30		9.16E-07

		6:35		8.32E-07

		6:40		7.82E-07

		6:45		7.40E-07

		6:50		7.19E-07

		6:55		6.78E-07

		7:00		6.71E-07

		7:05		6.71E-07

		7:10		6.82E-07

		7:15		6.85E-07

		7:20		7.98E-07

		7:25		6.93E-07

		7:30		6.75E-07

		7:35		6.28E-07

		7:40		5.98E-07

		7:45		6.25E-07

		7:50		6.41E-07

		7:55		6.05E-07

		8:00		6.10E-07

		8:05		6.79E-07

		8:10		7.36E-07

		8:15		7.71E-07

		8:20		7.35E-07

		8:25		8.38E-07

		8:30		9.68E-07

		8:35		1.12E-06

		8:40		9.55E-07

		8:45		7.66E-07

		8:50		7.67E-07

		8:55		8.77E-07

		9:00		7.73E-07

		9:05		7.14E-07

		9:10		7.60E-07

		9:15		1.37E-06

		9:20		2.84E-06

		9:25		3.27E-06

		9:30		3.29E-06

		9:35		2.69E-06

		9:40		2.16E-06

		9:45		1.80E-06

		9:50		1.48E-06

		9:55		1.30E-06

		10:00		1.19E-06

		10:05		1.11E-06

		10:10		1.16E-06

		10:15		1.16E-06

		10:20		1.14E-06

		10:25		1.10E-06

		10:30		1.10E-06

		10:35		1.09E-06

		10:40		9.84E-07

		10:45		8.79E-07

		10:50		8.20E-07

		10:55		8.24E-07

		11:00		7.93E-07

		11:05		7.82E-07

		11:10		7.66E-07

		11:15		8.00E-07

		11:20		7.89E-07

		11:25		7.80E-07

		11:30		8.00E-07

		11:35		8.11E-07

		11:40		7.89E-07

		11:45		7.74E-07

		11:50		8.13E-07

		11:55		8.95E-07

		12:00		1.21E-06

		12:05		1.18E-06

		12:10		1.04E-06

		12:15		9.29E-07

		12:20		8.57E-07

		12:25		8.02E-07

		12:30		7.48E-07

		12:35		7.18E-07

		12:40		6.97E-07

		12:45		6.78E-07

		12:50		6.98E-07

		12:55		7.08E-07

		13:00		7.01E-07

		13:05		7.13E-07

		13:10		7.01E-07

		13:15		7.40E-07

		13:20		7.91E-07

		13:25		1.11E-06

		13:30		1.24E-06

		13:35		1.20E-06

		13:40		1.32E-06

		13:45		1.46E-06

		13:50		1.80E-06

		13:55		1.89E-06

		14:00		1.55E-06

		14:05		1.22E-06

		14:10		1.05E-06

		14:15		9.75E-07

		14:20		9.29E-07

		14:25		9.59E-07

		14:30		9.68E-07

		14:35		9.29E-07

		14:40		9.59E-07

		14:45		1.12E-06

		14:50		1.05E-06

		14:55		9.84E-07

		15:00		9.31E-07

		15:05		8.93E-07

		15:10		8.91E-07

		15:15		8.79E-07

		15:20		8.87E-07

		15:25		8.49E-07

		15:30		8.75E-07

		15:35		9.71E-07

		15:40		1.36E-06

		15:45		1.31E-06

		15:50		1.09E-06

		15:55		1.02E-06

		16:00		9.08E-07

		16:05		8.39E-07

		16:10		8.18E-07

		16:15		8.20E-07

		16:20		8.45E-07

		16:25		9.08E-07

		16:30		8.55E-07

		16:35		8.04E-07

		16:40		8.02E-07

		16:45		8.97E-07

		16:50		1.14E-06

		16:55		1.29E-06

		17:00		1.40E-06

		17:05		1.50E-06

		17:10		1.53E-06

		17:15		1.96E-06

		17:20		9.27E-06

		17:25		3.34E-05

		17:30		3.52E-05

		17:35		2.27E-05

		17:40		1.48E-05

		17:45		9.82E-06

		17:50		6.35E-06

		17:55		4.20E-06

		18:00		2.90E-06

		18:05		2.23E-06

		18:10		1.82E-06

		18:15		1.54E-06

		18:20		1.37E-06

		18:25		1.27E-06

		18:30		1.27E-06

		18:35		1.18E-06

		18:40		1.17E-06

		18:45		1.25E-06

		18:50		1.31E-06

		18:55		1.29E-06

		19:00		1.48E-06

		19:05		1.33E-06

		19:10		1.20E-06

		19:15		1.15E-06

		19:20		1.13E-06

		19:25		1.10E-06

		19:30		1.07E-06

		19:35		1.08E-06

		19:40		1.10E-06

		19:45		1.11E-06

		19:50		1.12E-06

		19:55		1.14E-06

		20:00		1.17E-06

		20:05		1.18E-06

		20:10		1.18E-06

		20:15		1.12E-06

		20:20		1.10E-06

		20:25		1.09E-06

		20:30		1.11E-06

		20:35		1.12E-06

		20:40		1.11E-06

		20:45		1.07E-06

		20:50		1.00E-06

		20:55		9.71E-07

		21:00		9.18E-07

		21:05		9.23E-07

		21:10		9.55E-07

		21:15		9.27E-07

		21:20		9.42E-07

		21:25		9.93E-07

		21:30		1.19E-06

		21:35		1.05E-06

		21:40		1.01E-06

		21:45		9.82E-07

		21:50		1.05E-06

		21:55		1.07E-06

		22:00		1.04E-06

		22:05		9.79E-07

		22:10		9.35E-07

		22:15		8.95E-07

		22:20		8.91E-07

		22:25		8.57E-07

		22:30		8.43E-07

		22:35		8.22E-07

		22:40		8.51E-07

		22:45		8.63E-07

		22:50		8.53E-07

		22:55		8.65E-07

		23:00		8.85E-07

		23:05		8.59E-07

		23:10		8.32E-07

		23:15		8.61E-07

		23:20		9.06E-07

		23:25		9.02E-07

		23:30		9.02E-07

		23:35		8.51E-07

		23:40		8.26E-07

		23:45		8.11E-07

		23:50		8.71E-07

		23:55		1.24E-06





5mXRay17_06_99

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0



Time hh:mm

X-ray (W/m^2)
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